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PAUTA INTERROGACION 1

Pregunta 1

Para esta pregunta asuma que las funciones son de tipo f: N — Ré‘. Responda lo siguiente:

1. Demuestre que si f1 € O(g1) v f2 € O(g2) luego f1 + f2 € O(max{g1(n), g2(n)}).

2. Se define:
w(f) ={9: N—=R{ |VeeR". Ing € N. Vn > ng. g(n) > c- f(n)}

Demuestre que 3" € w(2").

Solucién. A continuacién se muestra una posible demostracién para cada inciso:

1. Suponga que f1 € O(g1) y f2 € O(g2). Luego se cumple

Je; € RT. Eln(l) € N. Vn > n(l). filn) <ec1-q1(n)
Jez € RT. In2 € N. Vn > n2. fo(n) < ca-ga(n)

Si sumamos las desigualdades:

fi(n) + fa(n) < cr-gi(n) +c2 - g2(n)
< c1 - max{gi(n), g2(n)} + c2 - max{gi(n), g2(n)}
= (c1 + c2) - max{gi(n), g2(n)}

por lo que con ¢ = ¢1 + ¢a ¥ np = max{n},n2} se demuestra lo pedido.

2. Se debe demostrar que
YeeRY. Ing e N. Vn > ng. 3" > ¢- 2"

Basta entonces con encontrar ng para cada ¢ > 0. Si despejamos la desigualdad:

3" >c-2"

(z) =

log,(c
n > 10%3/2(0) 2(¢)

~logy(3) — 1
con ng = [logs5(c)] es facil ver que se cumple lo pedido.

Ruibrica. Dado lo anterior la atribucién de puntaje es la siguiente:

En item 1. Por sumar las cotas de ambas funciones y llegar a una desigualdad.
En item 1. Por acotar usando el méximo entre g1(n) y g2(n).

En item 1. Por indicar que se encontré un ¢ y un ng tal que se demuestra lo pedido.

)
)
)
1 Punto) En item 2. Por formular la demostracién e indicar que se busca un ngy para cada valor de c.
) En item 2. Por despejar la desigualdad usando el logaritmo.

)

En item 2. Por encontrar el valor de ng que satisface la definicién.



Pregunta 2

Considere la siguiente ecuacién de recurrencia:

1 n=1
T<">—{T(W§J)+T<L3J>+n2 n>1

Demuestre que T'(n) € O(n? - logy(n)) usando induccién constructiva.

Solucion. Iniciamos la induccién constructiva a partir del caso inductivo. Se asume que existen ¢ € RT y
no € N tal que para todo ng < n’ < n se cumple que T(n') < c¢-n'? -log,(n').

(0 TQfJ) R
<o (| 52]) e (3o () o0
<o (250 o (32 e () (3)

= ¢ (1ogy(n) + log, (VB) ~lomy(2)) + ¢ - (logy(n) — logy(2)) +
=c- 3% (logQ(n) + %logz(S) - 1) +c- %(logQ(n) —1) +n?

=c-n?logy(n) + (c (:1%(3) - 1) + 1) -n?

Para lograr el paso inductivo entonces, necesitamos que

c (Zlog2(3) - 1) +1<0

c (1 - 210g2(3)) >1

c- (8 —3logy(3)) > 8
> 8
~ 8 —3logy(3)

Asi, podriamos elegir ¢ igual a la fraccion encontrada. Sin embargo, nétese que

8 8 8 8 8
< = = :7:4
8 —3logy(3) ~ 8—3log,(4) 8-3-2 8—6 2

Por lo que eligiendo ¢ = 4 se cumplira el paso inductivo.

Ahora queda verificar los casos base. Claramente n = 1 no serd cierto ya que log,(1) = 0. Asf los casos base
serann =2y n=3:

S
»
I
S

(D+T(1)+2°=1+1+4=6<4-2log,(2) =4-4-1=16
(2)+T(1)+3%2=6+1+9=16 <4-3% log,(3) = 361log,(3)

=

«
I
=

donde la ultima desigualdad es cierta dado que log,(3) > 1. No hay mds casos base ya que T'(4) = T'(3) + T'(2)
yva puede formar parte del paso inductivo. De esta manera eligiendo ng = 2 serd suficiente. Asi entonces se
demuestra que para todo n > 2 se cumple que

T(n) < 4-n?logy(n)

y entonces T'(n) € O(n? - logy(n)).



Riubrica. Dado lo anterior la atribucién de puntaje es la siguiente:

(0.5 Puntos) Por enunciar correctamente la induccién constructiva.

(3 Puntos) Por desarrollar correctamente el paso inductivo.
(1 Punto) Por encontrar correctamente un ¢ que permita realizar el paso inductivo.
(1.5 Puntos) Por completar todos los casos base que corresponda correctamente.

Pregunta 3

Sea Y un alfabeto. Para una palabra w € ¥* se tiene que una particién palindréomica de w es una secuencia
de palabras ug,...,up € ¥* tal que u; ---uy = w y u; es un palindromo para cada 1 < i < ¢ (recuerde que un
palindromo es una palabra que es igual a su reverso).

En esta pregunta, queremos utilizar programaciéon dindmica para construir un algoritmo MinPart que reciba
una palabra w = aj - - - a, y retorne el largo minimo ¢ posible para una particiéon palindrémica de w. Para este
objetivo utilizamos la siguiente definicién recursiva de MinPart(a; - - - a,,):

1 ay - - - ay, es un palindromo

MinPart(a; - - ay) min {MinPart(a, - - - az)
1<k<n

+ MinPart(ak41---an)} a1---a, NO es un palindromo

En esta pregunta usted debe explicar por qué se puede aplicar programacion dindmica para resolver este prob-
lema, en particular, por qué la recursion anterior es correcta. Ademas, debe implementar un algoritmo que utilice
esta recursién para calcular MinPart en tiempo polinomial, suponiendo que la operacién béasica a contar es la
comparacion entre simbolos pertenecientes a X..

Solucidén. En esta pregunta se debe explicar primero la razén de porqué la recursién es correcta. Se podia
realizar una demostraciéon usando induccién. Sin embargo bastaba explicando con palabras la idea de que la
solucién 6ptima (el tamartio de la particién palindrémica més corta) debe provenir de alguna solucién ptima
tomada a partir de dividir la palabra en subpalabras. Esto ya que las particiones palindréomicas de ellas se
pueden unir para obtener una particién palindrémica de la palabra original (y por lo tanto, basta con sumar
el tamano de ambas particiones palindrémicas). Asf la recursién descrita elige el minimo de todas las posibles
divisiones de la palabra en dos sub-palabras.

Luego la razén de porqué se puede usar programacién dindmica viene dada por este principio de optimalidad
de los subproblemas (las sub particiones palindrémicas de la palabra original).

Por tltimo, se debe dar una implementacién que calcule MinPart en tiempo polinomial. Acd se pueden utilizar
dos ideas: hacer un enfoque top-down recursivo y usar un diccionario para guardar las llamadas recursivas
repetidas. O bien, usar un enfoque bottom-up o de memoizacion. A continuaciéon se muestra una posible
implementacién segtin este ultimo enfoque:



MinPart(a; - - - ay)

L := matriz de n X n con ceros en sus entradas
P := matriz de n X n con ceros en sus entradas
for i := 1 ton do

Li,i =1

P;=1

if (i # n) then

if (ai = ai+1) then

Pt =1

Liit1:=1
else

Liiy1:=2

for m:=2ton—1do
for i :=1ton—mdo
Ji=i4+m
if (ai = aj; AN -Pi+1,j71 = ].) then
‘Pi}j =1
Li,j =1
else
Pi,j =0
for k:=itoj—1do
Li,j = min{Li,j, Li,k + Lk+1,j}
return L,

La idea es que L;; almacena MinPart(a; --a;) y P, ; almacena si a;---a; es un palindromo o no. Se
parte revisando todas las sub-palabras de tamano menor o igual a 2, marcando si son palindromos o no.
Posteriormente se revisan, de forma iterativa, todas las sub-palabras de tamano mayor a 2, utilizando los
resultados guardados en la matriz, hasta llegar finalmente a la palabra completa. Esto es posible gracias a
que un palindromo de tamafio n (con n > 2) se construye siempre a partir de un palindromo de tamafio n — 2
(agregando un mismo elemento a ambos extremos). Es facil ver que el tiempo de ejecucién del algoritmo serd
O(n?).

Se acepta también una respuesta que asuma la disponibilidad de una funcién EsPalindromo(a; - -a;) que
decida en tiempo polinomial si acaso a; - - - a; es un palindromo o no.

Ruibrica. Dado lo anterior la atribucién de puntaje es la siguiente:
(2 Puntos) Por explicar por qué la recursién es correcta.

(1 Punto)  Por explicar por qué se puede aplicar programacién dindmica en este caso.
(3 Puntos) Por hacer una implementacién de tiempo polinomial.

Pregunta 4
n—1

Considere un polinomio p(z) = Z a,x® no nulo de coeficientes racionales con n > 1. En clases vimos que si n
k=0

es par entonces podemos separar p(z) en dos polinomios de grado n/2 — 1:

. n_q

p(z) = Z aspz®® 4z - Z agpg122k = q(z?) 4+ - r(2?)
k=0 k=0

Lo que permite confeccionar el algoritmo FFT que realiza 2 llamadas recursivas sobre los polinomios g(x) y
r(x). Dicho eso, no es dificil ver que si n es divisible por 3 se va a cumplir que:

n_ g n_

p(z) = Z agpa™ +x - Z ases17% + 27 - Z aspy2r ™t = q(@®) +x-r(a®) + 2% s(2®)
k=0 k=0 k=0



Es decir, podemos separar p(z) en 3 polinomios de grado n/3 — 1.

Usando esta idea, explique como se podria modificar el algoritmo FFT de manera que se realicen 3 llamadas
recursivas y se siga entregando correctamente DFT(ay, . .., a,—1) en tiempo O(n-logn). Justifique su respuesta.

Solucién. Primero, asf como en el algoritmo FFT se asume que el tamaifio del input es una potencia de 2,
ahora asumimos que el tamafio n del input es una potencia de 3. Tenemos entonces que para k € {0,...,n—1}

se cumple que
pleh) = ((@h)) +eh o ((@h)") + (@) s (@)

Para que el algoritmo modificado funcione (llamémoslo FFT3) se deberia cumplir que los términos ((.ufl)‘3

correspondan a las Z-raices de la unidad. Esto es facil de ver gracias a la regla de simplificacién vista en clases:
3

3 , .
(WZ) = w§~7kz/3 = Wi/g

Ademaés también ocurre que al elevar al cubo las raices comienzan a repetirse. En FFT se repetian dos veces,

y en FFT3 se repetiran tres veces. Sea k € {0,..., 5 — 1}, luego
3 2ti ,
(o) = (322 (40 ) = ()" =k
3 27 /9 .
() = (557 (5 4] =

k

Lo que nos falta entonces es asegurarnos de que podemos obtener los yi, = p(w;:

) combinando los uy, = q(wﬁ/B),
v = r(wa/B) y wg = S(MZ/B) en tiempo lineal. Ya que asi el Teorema Maestro nos asegura que el nuevo
algoritmo se ejecutard en tiempo O(n -log(n)). Desarrollar los yj, es directo para k € {0,...,% —1}:

o= p(l) = q (@8)7) + b or ((@0)) + @) s (@)

=q (wﬁ/?,) +uwpy (Wz/s) +wik s (%’3/3)

Un/34k = PRy = ¢ ((Wﬁ/?’W)S) S n/3E ((wz/?ﬁ-k)g) N (wﬁ/3+k)2 s ((wx/3+k)3>

+ etmi/3 Wik s (wﬁ/g,)

<w72Ln/3+k)3> 4 (wfln/SJrk)Q s ((wf]’/?’*k)g)
w3 wt s (wh )
23 2 (wz/s)

3
Yon/3ak = p(win/3+k) —gq <<w72ln/3+k) ) 1 win/3+k o (

Asi lo que nos queda es:

yk:uk+wﬁ-vk+wik~wk
2mi/3  k ami/3 | 2k
Yn/3+k = Uk T € /-wnmk—l—e /-wn - Wk
ari/3 |k 2mi/3 , 2k
y2n/3+k:uk+67”/ 'wn'vk+€7”/ 'wn C Wi



Por lo que el algoritmo modificado quedara asi

FFTg(ao, ey an,l)
if n = 3 then
Yo =ap + a1+ az
Y1 = ag + 62771'/3 car + 6471'1'/3 - as
Yo = ap + €A™/3 . qy + e27/3 gy
return [yo, y1, Yo)
else
[, - . . ,u%_l] :=FFT(ag,...,an_3)
F}o, . ,v%_l] =FFT(a1,...,an_2)

wo, . .. 710%,1] =FFT(as,...,an_1)
W = e

W2 =Wy Wy

a:=1

g:=1

for k:=0to 5 —1do

Y = up Fa-vp+ B wy
Yn/3+k = Uk +62m/3 S Vg —|—e47”/3 B wy,
Yan/3+k = Uk + edmi/3 . - v 4 e27i/3 - B wy,

o= wy
B:=p w?
return [yo, ..., Yn—1]

Rubrica. Dado lo anterior la atribucién de puntaje es la siguiente:
(2.5 Puntos) Por argumentar que la recursién es correcta llamando a los polinomios ¢, 7 y s sobre
las Z-raices de la unidad.
(3 Puntos) Por mostrar como combinar las DFT maés pequenas para obtener la més grande.
(0.5 Puntos) Por argumentar por qué el algoritmo es de tiempo O(n - log(n)).
Se asignan (2 ptos) totales si sélo muestra un algoritmo correcto que haga lo pedido

Se anade (1 pto) al puntaje actual si analiza los casos base del algoritmo



