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Para recordar: aritmética modular

Dados dos niimeros a, b € Z, si b > 0 entonces existen «, 8 € Z tales
que 0 < B < by

a = a-b+p

Ademds, estos niimeros «, (3 son lnicos

[ es llamado el resto de la divisién entera entre a y b, y es denotado
como amod b

> Por ejemplo, 8mod3 =2, 9mod3 =0y (—8)mod3 =1



Para recordar: aritmética modular

Definicidon

b= cmodn si n divide a(c— b)

Un ejemplo para congruencia médulo 7:

35
28
21
AY 14

Usamos la notacién n|m para indicar que n divide a m

» b= cmodnsin|(c—b)



Para recordar: algunas propiedades bdasicas

Proposicién
1. a=bmodn si y sélo si amodn = bmodn

2. a= (amodn)modn

3. Sia= bmodn y c = d modn, entonces:
(a+¢c) = (b+d) modn
(a-c) = (b-d) modn

Ejercicios
1. Demuestre la proposicion
2. Demuestre que un niimero n es divisible por 3 si y sélo si la suma de sus

digitos es divisible por 3



Algoritmos bdsicos en teoria de nimeros

Vamos a estudiar tres algoritmos fundamentales en el area:
» Exponenciacién rapida
> El algoritmo de Euclides para el célculo del maximo comun divisor

> El algoritmo de Euclides extendido y el cdlculo del inverso modular



Exponenciacién rapida: calculando a® mod n

Utilizamos el siguiente algoritmo para calcular a® mod n, el cual es
llamado exponenciacién rapida:

EXP(a, b, n)
if b =1 then return amod n
else if b es par then
val .= EXP(a, g, n)
return (val- val) mod n
else
val .= EXP(a, %, n)
return (val- val- a)mod n



La complejidad de EXP

Ejercicio

Considerando la multiplicacién de enteros y el célculo de la funcién
x mod y como las operaciones basicas a contar, demuestre que
EXP(a, b, n) en el peor caso es O(log,(b))



Maximo comun divisor

Sea MCD(a, b) el maximo comdn divisor de los nimeros a'y b

> ;Cémo podemos calcular MCD(a, b)?

Proposicién
Si b > 0, entonces MCD(a, b) = MCD(b, a mod b)



Calculo de maximo comun divisor

De lo anterior, concluimos la siguiente identidad para a > 0:

MCD(a, b) = { ° b=0
"7 | MCD(b,amodb) b>0

Usamos esta identidad para generar un algoritmo para calcular el maximo
comun divisor, el cual es conocido como Algoritmo de Euclides:

MCD(a, b)
if a=0 and b = 0 then return error
else if a = 0 then return b
else if b = 0 then return a
else if a > b then return MCD(b, amod b)
else return MCD(a, bmod a)

i Cual es la complejidad del algoritmo?



La complejidad del algoritmo

Lema
Sia>byb >0, entonces (amodb) < 3
Demostracién: Si b > :

amodb = a—b < afg
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La complejidad del algoritmo

Si b < 3, entonces:

amodb < b <

Si b= 3 (a debe ser par):

amodb = 0 < b

NIl Y
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La complejidad del algoritmo

Ejercicio
Suponga que la operacién basica para el algoritmo MCD es el cilculo de

la funcién x mod y. Muestre entonces que el algoritmo en el peor caso es
O(log,(max{a, b})), suponiendo que la entrada es (a, b)

» Vale decir, MCD es de orden lineal en el tamafio de la entrada en
el peor caso

12



Una nocién importante: inverso modular

Definicidon

b es inverso de a en médulo n sia-b=1modn

Ejemplo

37 es inverso de 13 en médulo 60

i Todo nimero tiene inverso modular?

» No, 2 no tiene inverso en médulo 4

iBajo qué condiciones a tiene inverso en médulo n?
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Una identidad util

Identidad de Bézout
Para cada a, b € IN tales que a # 0 0 b # 0, existen s, t € Z tales que:

MCD(a,b) = s-a+t-b
Ejercicio

Demuestre la identidad de Bézout.

Teorema

a tiene inverso en mddulo n si y sélo si MCD(a, n) = 1

Demostracion: Ver el Anexo.

14



i Como podemos calcular el inverso modular?

Sabemos que MCD es un algoritmo eficiente para calcular el mdximo
comtun divisor entre dos niimeros.

jPero este algoritmo puede hacer mas!

» Puede ser extendido para calcular s y t tales que
MCD(a,b) =s-a+t-b

Vamos a usar este algoritmo para calcular inversos modulares
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El Algoritmo Extendido de Euclides

Suponga que a > b, y defina la siguiente sucesién:

nh = a
n = b
riy1 = ri_imodr (i>2)

Calculamos esta sucesién hasta un nimero k tal que r, =0

» Tenemos que MCD(a, b) = rx_1
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El Algoritmo Extendido de Euclides

Al mismo tiempo calculamos sucesiones s;, t; tales que:

rr = S-a+t-b

Tenemos que: MCD(a,b) = ry_1 =s,_1-a+ty_1-b

Sean:
So = 1 to = 0
S1 0 t1 1
Se tiene que:
rn = sSp-a+ty-b
n = s-a+t-b
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El Algoritmo Extendido de Euclides

Dado que ri_; = {%J - fj 4+ ri—1 mod r;, tenemos que:
ri—1
i1 = \‘ ’ J (e (RS
ri
Por lo tanto:
ri—1
Si_1-a+t_1-b = { ’r- J “(si-a+ti-b)+rin
1

Concluimos que:
ri— i
g1 = (5,‘1 — \‘ Ir.lJ . S,') -a-+ (t,‘l — \‘ ’r.lJ . t,-) -b
1 1

Definimos entonces:
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El Algoritmo Extendido de Euclides
Ejemplo
Vamos a usar el algoritmo para a=60y b =13
Inicialmente:

rp = 60 so=1 to=20
rn=13 s1=0 t1 =1

Entonces tenemos que:

rn ro mod rp
It

S = S — L*OJ S1
rn
r

th = to—\_*OJ'tl
n

10



El Algoritmo Extendido de Euclides

Example (Continuacién)

Por lo tanto:

rn=38 =1 tr, =—4

Y el proceso continua:

r=>5 s3=—1 t3=>5
I‘4:3 S4:2 tg = —
r5:2 55:—3 t5:14
re=1 Ss =5 te = —23
rr=0 s; = —13 tz = 60

Tenemos que: 1 =560+ (—23) - 13
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El Algoritmo Extendido de Euclides y el inverso modular

Dados dos niimeros naturales a'y n, con n > 2, si el inverso de a en médulo n
existe el siguiente algoritmo lo retorna, y en caso contrario indica que no existe.

Inverso(a, n)
if MCD(a, n) > 1 then no_existe_inverso

else
S0 .= 1
to:=0
S1 =
t =
r:=n

n:=a



El Algoritmo Extendido de Euclides y el inverso modular

while n > 1 do

aux_s ;= sg — L%j .51

Sy :— S1

S1 .= aux.s

auxt:=to— 2] -t

to ;= t1

ti = aux_t

n:=n

n:=s-n+t-a
return t;
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Una aplicacién: ecuaciones diofanticas

» Una ecuacién dioféntica (o diofantina) es una con dos o mas
incégnitas cuyos coeficientes recorren el conjunto de los enteros, y
para las que se buscan soluciones enteras o naturales.

» Una ecuacién diofantica lineal con dos incégnitas tiene la forma
ax + by = c,

con constantes a, b, ¢ € 7Z e incégnitas enteras x e y.

» Una condicién necesaria y suficiente para que ax + by = ¢ tenga
solucién es que MCD(a, b)|c.
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Una aplicacién: ecuaciones diofanticas

Para este tipo de ecuaciones, es comun que se necesite:

» Encontrar una solucién particular para x e y
» Encontrar todos los posibles pares x e y

» Encontrar el nimero de soluciones x e y que estan dentro de un
intervalo especifico de los enteros

» Encontrar una solucién tal que x + y sea minimo.
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Una aplicacién: ecuaciones diofanticas

Método Algoritmico para encontrar una solucién

» Para encontrar una solucién particular x e y de una ecuacién
diofantica de grado 2 se puede usar el algoritmo de Euclides
Extendido

» Asumiendo ay b no negativos (luego la solucién se puede extender
al caso negativo)

> Al aplicar el algoritmo de Euclides Extendido para a y b, obtenemos
los valores (g, xg, yg) tal que:

g =MCD(a,b) =a-xg+ by,
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Una aplicacién: ecuaciones diofanticas

Método Algoritmico para encontrar una solucién

c

> Cuando MCD(a, b)|c, multiplicamos por ¢ a ambos lados y
tenemos:
c c
a'Xg'f—Fb‘yg‘*:C

por lo que una solucién particular a la ecuacién diofantica es:

C
XQZXg'*,

Yo =Yg~

0q |0

> El tiempo total de ejecucién es O(log (max {a, b})), debido a la

ejecucion de Euclides Extendido.

—~
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Una aplicacién: ecuaciones diofanticas

Método Algoritmico para encontrar todas las soluciones

» La cantidad de soluciones x e y de una ecuacién diofantica suele ser
infinita

» Estudiamos ahora cédmo encontrarlas

» Luego de obtener las soluciones iniciales xp e yp en tiempo
O(log (max {a, b})), tenemos que

a'X0+b'}/0:C7

por lo que si sumamos y restamos por 22 del lado izquierdo tenemos

b a-b b a
axotboyt -T2 —a o+ )4b-(-2)=c
g g g g
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Una aplicacién: ecuaciones diofanticas

Método Algoritmico para encontrar todas las soluciones
> Este proceso puede repetirse, por lo que todos los niimeros de la

forma
X=xy+ k-

0 | o

y:)/O—k )
g

para k > 0, son soluciones de la ecuacién diofantica dada
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Una aplicacién: ecuaciones diofanticas

Método Algoritmico para encontrar las soluciones en un intervalo

» También es posible encontrar todas las soluciones que se encuentren
en un cierto intervalo

» Por ejemplo, para encontrar las soluciones x > m,:

P se encuentra la solucidn xp como se ha visto anteriormente,

> luego, se encuentra la forma general de las soluciones
x=xg+ k-2

> finalmente, se resuelve

b
Xo+k-—>my
g

para encontrar los valores de k correspondientes a las
soluciones que buscamos:

k> (my — Xo)%
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Una aplicacién: ecuaciones diofanticas

Método Algoritmico para encontrar las soluciones en un intervalo
> Similarmente, las soluciones tal que x < M, son las que cumplen

k < (Mx - XO)%

> Uniendo todo, las soluciones tal que x € [my..M] son las que se
obtienen para

o | 0”

< k< (M—x)%

(mx - XO) b

20



Una aplicacién: ecuaciones diofanticas

Método Algoritmico para encontrar las soluciones en un intervalo

» Similarmente, las soluciones tal que y € [m,..M,] son las que se
obtienen para

<k<—(m, —y)&

—(My, — o) 2

L |0Q

> Finalmente, las soluciones tales que x € [my..M,] e y € [m,..M,]
son aquellas que cumplen con

méx{—(My —yo)g,(mx - xo)%} < k < min {—(my —yo)g,(l\/lx ~ %)

o |0y
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Una aplicacién: ecuaciones diofanticas

Método Algoritmico para encontrar las soluciones en un intervalo

» Ejemplo: Bob ha gastado $839 en manzanas y naranjas. Si cada
manzana cuesta $25 y cada naranja $18, j Cudntas unidades de
cada fruta ha comprado?

» Sea x la cantidad de manzanas compradas, e y la cantidad de
naranjas compradas

» Entonces la ecuacién diofantica de orden 2 correspondiente es
25.x+418-y =839

> Al usar el algoritmo de Euclides Extendido para MCD(25, 18)

obtenemos g = 1,x; = —5,y, =7, por lo que
839
X0 = —5. — = —4195
1
Yy
839
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Una aplicacién: ecuaciones diofanticas

Método Algoritmico para encontrar las soluciones en un intervalo

>

Las soluciones tienen la forma, para k > 0,
x=—4195+18-k, y=5873—-25-k

Dado que no podemos tener una cantidad negativa de fruta,
tenemos que x >0ey >0

Es decir, se debe cumplir que —4195+ 18-k >0y
5873 —25- k > 0, por lo que
4195 5873
—— < k< —
8 — = 25
lo que equivale a
233,05 < k < 23492

Dado que k es entero, tenemos que k = 234, por lo que
reemplazando en la férmula para x e y tenemos que x = 17
manzanas e y = 23 naranjas
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Un problema fundamental: verificacién de primalidad

Vamos a ver un algoritmo aleatorizado para verificar si un nimero
es primo.

> Este algoritmo es mucho mds eficiente que los algoritmos sin
componentes aleatorias para este problema

> O(v/n)

» O(1) usando la criba de Eratdstenes, que debe ser precalculada
en tiempo O(nloglog n) para chequear primalidad en el rango
[1, n], usando espacio adicional ©(n)

El ingrediente fundamental para el algoritmo es el uso de
aritmética modular.
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Un primer ingrediente

Teorema (Fermat)

Sea p un ndmero primo. Si a € {0, ..

Demostracion: Ver el Anexo.

Corolario (Fermat)

Sea p un nimero primo. Sia € {1,...

Demostracion: Ver el Anexo.

.,p— 1}, entonces aP = amod p

,p — 1}, entonces a?~! = 1 mod p

25K



Test de primalidad: primera version

El test de primalidad que vamos a estudiar estd basado en estas
propiedades (n > 2):

1. Sinesprimoyac{l,...,n— 1}, entonces a"~ ! = 1modn
2. Si n es compuesto, entonces existe a € {1,...,n — 1} tal que
a"!# 1modn

Demostracion de 2. Sea a € {1,...,n— 1} tal que MCD(a,n) > 1

» a3 no tiene inverso en mddulo n

Concluimos que a"! # 1 mod a

» Dado que a"2 no puede ser inverso de a en médulo n

26



Test de primalidad: primera version

Para n > 2, sea:

Z, = {ae{l,...,n—1}| MCD(a,n) =1}
Sabemos que para n compuesto: Si a € ({1,...,n— 1} N\ Z}), entonces
a"1#1modn

» Siae ({1,...,n—1} \Z}), entonces MCD(a, n) > 1, por lo que
a-a" 2 % 1mod n porque a no tiene inversa médulo n.

Test de primalidad depende de cuan grande es Z;

» Suponemos que |Z;| < |5 para cada nimero compuesto n > 2

7



Test de primalidad: primera version

En nuestros algoritmos consideramos n > 2

TestPrimalidad1(n)

sea a un numero elegido de manera uniforme desde {1, ...

if EXP(a,n—1,n) #1

then return COMPUESTO
else

return PRIMO

anil}
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Algunas propiedades de TestPrimalidadl

Ejercicios
Recuerde que estamos suponiendo que |Z;| < | 5] para cada niimero
compuesto n > 2

1. Demuestre que la probabilidad de error de TestPrimalidadl es menor o

igual a %

2. Demuestre que TestPrimalidadl funcionan en tiempo polinomial.

> Recuerde que el tiempo es medido en funcién del tamarfio de la
entrada, que en este caso es |log,(n)] + 1 si suponemos que la
entrada esta dada como una palabra sobre el alfabeto {0, 1}

3. De un algoritmo que reciba como pardmetros a dos niimeros enteros
n>2y k>1,ydetermina si n es un nimero primo con probabilidad de

- 1\ k
error menor o igual a (3)

20



Una solucién al tercer ejercicio

TestPrimalidad2(n, k)
sea ai,...,ax una secuencia de niimeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde {1,...,
for i:=1to k do
if EXP(ai,n—1,n) #1
then return COMPUESTO
return PRIMO



i Pero la probabilidad de error de TestPrimalidad2 estd
bien acotada?

Supusimos que |Z}| < | ] para cada niimero compuesto n > 2

> ;Es esta suposicion correcta?

Funcién de Euler: ¢(1) =0y ¢(n) = |Z}| para n > 2

» Necesitamos acotar el valor de esta funcion
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Una cota inferior para la funcién ¢ de Euler

Teorema

o(n) € Q(m)

Conclusién

Para cada ndmero n, el conjunto Z;, tiene un ndmero de elementos cercano a n
» No es cierto que |Z;| < [ 5] para cada niimero compuesto n > 2

» No podemos basar nuestro test en los elementos del
conjunto ({1,...,n—1} \Z})
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Test de primalidad: segunda version

Una observacién importante: si n es compuesto, entonces puede existir
a€Z tal que a"~ 1 # 1modn

» Por ejemplo: 3'° mod 16 = 11

En lugar de considerar Z, en el test de primalidad, consideramos:
J, = {a€Zi|a""*=1modn}

Si demostramos que para cada niimero compuesto n se tiene que
|Ja| < % - |Z3], entonces tenemos un test de primalidad.

> Puesto que para p primo: [Jp| = |Z5| =p —1
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Test de primalidad: segunda version

Recuerde que en nuestros algoritmos consideramos n > 2

TestPrimalidad3(n, k)
sea ai, ..., ax una secuencia de nimeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde {1,

for i :=1 to k do

if MCD(aj, n) > 1 then return COMPUESTO

else

if EXP(ai,n—1,n)#1
then return COMPUESTO

return PRIMO

.o.,n—1}

44



Algunas consideraciones sobre TestPrimalidad3

Ejercicio
1. Demuestre que TestPrimalidad3 funcionan en tiempo polinomial.

2. Suponiendo que para cada nimero compuesto n se tiene que
|| < % -|Z}|, demuestre que la probabilidad de error de

TestPrimalidad3 es menor o igual a (%)k

i Qué enfoque podriamos usar para demostrar que |J,| < % -|Z;| para cada
ndmero n compuesto?

> Teoria de grupos también juega un papel fundamental en el desarrollo del
test de primalidad
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Teoria de grupos

Definicion

Un conjunto G y una funcién (total) o : G x G — G forman un grupo si:
1. Para cada a,b,c € G: (aob)oc=ao(boc)
2. Existe e € G tal que para cadaa€ G: aoce=coa=a

3. Paracadaac G, existe b€ G:aob=boa=c¢e

Propiedades basicas
» Neutro es unico: Si e; y e, satisfacen 2, entonces e; = e,

» Inverso de cada elemento a es lnico: Siaob=boa=c¢ey
aoc=coa=e, entonces b= c
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Teoria de grupos: algunos ejemplos

Ejercicios

Muestre que los siguientes son grupos:
1. (Zn,+), donde Z, = {0,1,...,n— 1} y + es la suma en médulo n
2. (Z,-), donde - es la multiplicacién en médulo n

3. (Jn, ), donde - es la multiplicacién en médulo n

47



Teoria de grupos: subgrupos

Definition
(H, o) es un subgrupo de un grupo (G,o), para® C H C G, si (H,0) es
un grupo.

Ejercicio

Demuestre que (J,, ) es un subgrupo de (Z;,-)

Propiedades bdasicas

> Si e es el neutro en (G,0) y & es el neutro de (H, o), entonces e; = &

> Para cada a € H, si b es el inverso de a en (G,0) y c es el inverso de a en
(H,o©), entonces c = b
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Teorema de Lagrange: demostracién

Teorema (Lagrange)

Si (G, 0) es un grupo finito y (H, o) es un subgrupo de (G, o), entonces
|H| divide a |G|

40



Test de primalidad: segunda versién (continuacién)

Pregunta pendiente: j Qué enfoque podriamos usar para demostrar
1
que |Jn| < 3 - |Z3[7

» jUsamos el Teorema de Lagrange!

Dado que (Jp, ) es un subgrupo de (Z3,-):

Si existe a € (Z} . Jn), entonces |J,| < 1 -|Z;]

i Tenemos entonces nuestro test de primalidad?
» Lamentablemente no todavia: nimeros de Carmichael

» Pero lo que hemos aprendido va a ser fundamental para desarrollar
el test de primalidad

50



Test de primalidad: segunda versién (continuacién)

Definition
Un nimero n es de Carmichael si n > 2, n es compuesto y |J,| = |Z}|

Ejemplo
561, 1105 y 1729 son nimeros de Carmichael.

Teorema (Alford-Granville-Pomerance)

Existe un ndmero infinito de nimeros de Carmichael.

51



Test de primalidad: tercera version

Conclusién: el test basado en J, no va a funcionar.

i Qué hacemos entonces?

» En lugar de utilizar J,, vamos a usar las herramientas que
desarrollamos sobre el siguiente conjunto (n impar):

S = {aEZZ\a%Elmodn 6 a%z—lmodn}

iEsto si funciona!
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Test de primalidad: un intento exitoso

Vamos a disenar un test de primalidad considerando los conjuntos:

n—1

St = {a€Z;|az =1modn}
S, = {aEZ:|an51 = —1mod n}
S, = Stus;

Para hacer esto necesitamos estudiar algunas propiedades de los
conjuntos S, Sy S,

» Consideramos primero el caso en que n es primo, y luego el caso en
que n es compuesto
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Una propiedad fundamental de S, para n primo

Proposicién

Si n > 3 es primo, entonce S, = Z},

Demostracién: Si a € {1,...,n — 1}, tenemos que 3"~ ! = 1mod n

Por lo tanto (a"%l)2 = 1 mod n, de lo cual se deduce que:

n—1 n—1

(a7 +1)- (a7 —1)=0modn

. . n=1 ,
Asi, dado que n es primo se concluye que a2 =1modn 6

n—

1
a2z =—1modn

> iPor qué?
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Una propiedad fundamental de S y S, para n primo

Proposicién
n—1

Sin>3esprimo: |S,| = |S,| = 3

Demostracidn: Para demostrar la proposicién, usamos el siguiente lema.

Sea p(x) el polinomio:

donde k >1,ac€{l,...,n—1}ycadaa €{0,...,n—1} (0<j< k—1)

Decimos que a es una raiz de p(x) en médulo n si p(a) = 0mod n
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Nimero de raices de un polinomio

Lema

p(x) tiene a lo mds k raices en médulo n

Demostracién: Decimos que dos polinomios p1(x) y p2(x) son
congruentes en médulo n si para todo a € {0,...,n—1}:

pi(a) = p2(a) modn

Notacién
p1(x) = p2(x) mod n

Sea a una raiz de p(x) en médulo n
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Nimero de raices de un polinomio

Vamos a demostrar que existe un polinomio g(x) de grado k — 1 tal que:

p(x) = (x—a)-qg(x) modn

Pero antes de demostrar esto, vamos a mostrar que de esta propiedad se
concluye que el lema es cierto.

Si ¢ es una raiz de p(x) en médulo n, entonces p(c) = 0mod n

» Como p(x) = (x — a) - g(x) mod n, concluimos que
(c—a)-g(c) =0modn

Dado que n es primo, si d- e = 0mod n, entonces d =0modn o e=0modn

> Tenemos entonces que ¢ = amodn o ¢g(c) = 0modn



Nimero de raices de un polinomio

Asi, tenemos que c es la raiz a que ya habiamos identificado o es una raiz
de g(x) en médulo n

Concluimos que el niimero de raices de p(x) en médulo n es menor o
igual a uno méas el ndmero de raices de g(x) en médulo n

» Como g(x) tiene grado k — 1, si continuamos usando este
argumento (o usamos induccién) concluimos que el ndmero de
raices de p(x) es menor o igual a k
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Nimero de raices de un polinomio

Notese que el argumento anterior no funciona si n es compuesto.

» Dado que podemos tener d y e tales que d-e =0modn, d ZO0modny
e #Z0modn

De hecho, si n es compuesto no es necesariamente cierto que el niimero de
raices de un polinomio estd acotado superiormente por su grado.

Ejemplo
Si n = 35, tenemos que 5 -7 = 0 mod 35, pero 5 % 0mod 35 y 7 % 0 mod 35

En este caso tenemos cuatro raices para el polinomio p(x) = x*> — 1

> Ya que 12 = 1 mod 35, 62 = 1 mod 35, 292 = 1 mod 35 y 342 = 1 mod 35
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Nimero de raices de un polinomio

Volvemos entonces a la demostracién de que existe un polinomio g(x) de
grado k — 1 tal que:

p(x) = (x—a)-qg(x) modn

Definimos g(x) como:

i=0

donde by = a;,1 + ajio-a+ - +-a,-ati
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Nimero de raices de un polinomio

Se tiene que:

(x—a)-q(x) = <§b,-x"+l> + <§(a~ bi)x'

Il
N
M-
I
S
N
><\.
N—
_|_
N
.
M
—
|
QO
S
N—r
><\

k—

=

i—1

Asi, dado que:

br_1 xR 4 (Z(b;_l —a- b,‘)Xi

)—a~b0
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Nimero de raices de un polinomio

Y dado que para i € {1,...,k—1}:

(bi_1—a-b) = aj+a1-a+ - +-a-a -
a'(ai+1+a;+2~a+...+.ak_ak—l—/)
= ai+ai+1‘3+"'+'ak~ak7"7
ai+1'a—ai+2~a2_..._,ak_ak71
= g

Concluimos que:

(x—a) q(x) = <2k:a;-xi) —a- by

i=1



Nimero de raices de un polinomio

Pero:

_a.bo — _a.(al+a2.a+...+.ak.ak71)

—a1ra—ay-a’—...—ag-a"

De lo cual deducimos que:

a = —a-by modn,

yaqueag-a“+---+a-at+a=0modn

Tenemos entonces que:

(x—a)-q(x) = p(x) modn
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Demostracién de la proposicidén: continuacién

Sea R={b"|1<bhb< 1}
Por el Teorema de Fermat, tenemos que:

n—1

R C {ae{l,...,n—1}]a?z =1modn}

Ademas, sabemos que si 1 < b < ¢c < ”gl y b? = c? mod n:

(¢=b)-(c+b)=0modn

Asi, dado que 2 < b+ ¢ < n—1, concluimos que b = cmodn

» Dado que n es primo
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Demostracién de la proposicidén: continuacién

_ . —1
Pero b = cmod n no pueder ser cierto puesto que 1 < (¢ — b) < 5=

> Por lo tanto: |R| = 251

Ademds, sabemos que p(x) = x"T" — 1 tienes a lo més ”51 raices en
médulo n.
> Por lo tanto: [{a€ {1,...,n—1} | a7 =1modn}| < 251
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Demostracién de la proposicidén: continuacién

Concluimos que:

—1 n—1 -1
n2 = IR < {ae{l,....,n—1}] a2 =1modn}| < n2

Por lo tanto:

ISF| = [{ae{l,....n—1}|a"T

1modn}| =

Asi, dado que |S,| =|Z:|=n—1y |SF|+1S, | =1Sx
n—1
2

, concluimos que:

Sa 1 =
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Una propiedad fundamental de S, para n compuesto

Teorema
Sea n= ny - ny, donde ny,ny >3 y MCD(ny, np) = 1. Si existe a € Z7, tal
que aT =1 mod n, entonces:
1 *
Sl < o123

Para demostrar el teorema necesitamos el Teorema Chino del resto
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Para recordar: un teorema muy (til

Teorema (Chino del Resto)

Suponga que MCD(m, n) = 1. Para todo a y b, existe c tal que:
c = a modm

c = b modn

Demostracion: Dado que MCD(m, n) = 1, existen d y e tales que:

n-d = 1 mod m
m-e = 1 mod n
Seac=a-n-d+b-m-e
Se tiene que:
c = a modm
c = b modn
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La demostracidon del teorema inicial

Suponga que a € Z} y a7 = —1modn

Por Teorema Chino del Resto, existe b tal que:

b = a modm

b = 1 modny

Entonces: a=a-m+byl=08-m+b
> Por lo tanto MCD(b,n) =1, yaquen=n;-nmya€cZ;
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La demostracidon del teorema inicial

Ademds, tenemos que:

n—1

b2 =

1N
-

[ i)
N

Dado que n = ny - np, concluimos que:

—1
b*2

n—1

b

7
£

1
-1

—1 modn
1 mod n,

mod n
mod n
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La demostracidon del teorema inicial

Sea ¢ = (bmod n). Concluimos que c ¢ S,y c € Z;,

» Por lo tanto: S, C Z7

Pero se tiene que (Sy, ) es un subgrupo de (Z},-)

» iPor qué?

|23

Por Teorema de Lagrange: |5, < 3
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Un test de primalidad aleatorizado

Ya tenemos los ingredientes esenciales para el test de primalidad

» Sélo nos falta implementar algunas funciones auxiliares

Necesitamos desarrollar un algoritmo eficiente para determinar si un
niimero n es la potencia (no trivial) de otro ndmero.
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Verificando si un nliimero es la potencia de otro

Primero necesitamos una funcién para calcular n*

» Usamos el algoritmo de exponenciacidn rapida pero sin considerar
el médulo

EXP(n, k)

if Kk =1 then return n

else if k es par then
val := EXP(n, %)
return val- val

else
val := EXP(n, 551)
return val- val-n
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Verificando si un nliimero es la potencia de otro

Dado un ndmero natural n > 2, la siguiente funcidn verifica si existen
m, k € N tales que k > 2y n= m¥

EsPotencia(n)
if n < 3 then return no
else
for k := 2 to |log,(n)] do
if TieneRaizEntera(n, k, 1, n) then return si
return no
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Verificando si un nliimero es la potencia de otro

La siguiente funcidn verifica si existe m € {i,...,j} tal que n = m*

> Vale decir, la llamada TieneRaizEntera(n, k, 1, n) verifica si n tiene raiz
k-ésima entera

TieneRaizEntera(n, k, i, j)
if i = j then
if EXP(i, k) = n then return si
else return no
else if i < j then
pi= %]
val := EXP(p, k)
if val = n then return si
else if val < n then return TieneRaizEntera(n, k, p+ 1, j)
else return TieneRaizEntera(n, k, i, p— 1)
else return no

75



La complejidad de EsPotencia

Consideramos la multiplicaciéon de nimeros enteros como la operaciéon
bdsica a contar
Tenemos que:

» En el peor caso EsPotencia(n) realiza (|log,(n)] - 1) llamadas a la
funcién TieneRaizEntera

> Existe ¢ € N tal que la llamada TieneRaizEntera(n, k, 1, n) realiza
en el peor caso a lo més ¢ - log,(n) llamadas a la funcién EXP

> EXP(n, k) en el peor caso es O(log,(k))
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La complejidad de EsPotencia

Concluimos que EsPotencia(n) en el peor caso es O([log,(n)]®)

Vale decir, EsPotencia en el peor caso es de orden polinomial en el
tamano de la entrada

» Se puede llegar a la misma conclusién si consideramos todas las
operaciones realizadas por EsPotencia
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Un test de primalidad aleatorizado

El siguiente algoritmo aleatorizado determina si un nimero entero n > 2
es primo.

El algoritmo recibe como entrada un valor entero k > 1 que es usado
para controlar la probabilidad de error.
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Un test de primalidad aleatorizado

TestPrimalidad(n, k)
if n = 2 then return PRIMO
else if n es par then return COMPUESTO
else if EsPotencia(n) then return COMPUESTO
else
sea ai, ..., ax una secuencia de nimeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde {1,...,n—1}
for i:=1to k do
if MCD(a;, n) > 1 then return COMPUESTO
else b := EXP(a;, 51, n)
neg =0
for i :==1 to k do
if b, = —1 mod n then neg:= neg+1
else if b; Z 1 mod n then return COMPUESTO
if neg = 0 then return COMPUESTO
else return PRIMO
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Test de primalidad: probabilidad de error

TestPrimalidad se puede equivocar de dos formas:

> Suponga que n > 3 es primo. En este caso TestPrimalidad da una
respuesta incorrecta si bj = 1 mod n para todo i € {1,...,k}

Dado que |S| =[S, | = %5

> La probabilidad de que para un nimero a elegido con
distribucién uniforme desde {1,...,n— 1} se tenga que

n—1
a2 =1modnes %

Por lo tanto, la probabilidad de que TestPrimalidad diga

COMPUESTO para n > 3 primo es (1)"
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Test de primalidad: probabilidad de error

> Suponga que n es compuesto, n es impar y n no es de la forma m*
con {>2

» Sines par o n es de la forma m® con £ > 2, entonces
TestPrimalidad da la respuesta correcta COMPUESTO

Tenemos entonces que n=ny - nx con ny >3, m >3y MCD(n1,m) =1

Ademds debe existir a € {1,...,n— 1} tal que MCD(a,n) =1
y a"T_1 = —1modn
> Sj esto no es cierto TestPrimalidad retorna COMPUESTO, dado

que si TestPrimalidad logra llegar a la dltima instruccién if
entonces neg necesariamente es igual a 0
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Test de primalidad: probabilidad de error

Concluimos que |S,| < 1 - |Z;|

> Por la caracterizacién que dimos de S, para n compuesto

Vamos a utilizar este resultado para acotar la probabilidad de error:

K
Pr<</\MCD(a,-,n) =1A(bi=1modnV bj = —1mod n)) A

(_\k/lbj_lmodn»

J
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Test de primalidad: probabilidad de error

Tenemos que:

k
Pr((/\MCD(ahn) =1A(bi=1modnV b = —1mod n)) A
i=1

k
(\/bj = —1modn)> <
j=1
k

Pr(/\ MCD(aj,n) =1 A (bi =1modnV b; = —1 mod n)>

i=1

Por lo tanto sélo necesitamos una cota superior para la Gltima expresién.

Q1



Test de primalidad: probabilidad de error

Tenemos que:

K
Pr(/\MCD(a;,n) =1A(bi=1modnV bj = —1mod n))

i=1

= ﬁ Pr(MCD(aj, n) = 1 A (bi = 1mod nV bi = —1 mod n))
Ii1
= H Pr((bi = 1mod nV bj = —1mod n) | MCD(a;, n) = 1)-
i1
Pr(MCD(aj, n) = 1)
ﬁ Pr((bi = 1mod nV bj = —1mod n) | MCD(a;, n) = 1)

i=1

IN

k k 1 1
= HPr(a,-ES,,|a,-€Z,,) < ];!:5 = ok

i=1
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Test de primalidad: probabilidad de error

Concluimos que la probabilidad de que el test diga PRIMO para el
valor compuesto n estd acotada por (%)k

En ambos casos (si n es primo o compuesto) la probabilidad de error del
: , k
algoritmo estd acotada por (3)

> iSi k = 100, esta probabilidad estd acotada por

(1)'* ~ 7.9 x 1073

QK



Anexo con demostraciones
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Existencia de inverso modular y la Identidad de Bézout

Teorema

a tiene inverso en médulo n si y sélo si MCD(a, n) =1

Demostracion: (=) Suponga que b es inverso de a en médulo n

> Entonces: a-b=1modn

Se deduceque a-b=a-n+1,porloquel =a-b—a-n

Concluimos que si c|a y c|n, entonces c|1

» Por lo tanto ¢ debe ser igual a 1, de lo que concluimos
que MCD(a,n) =1

Q7



Existencia de inverso modular y la Identidad de Bézout

(<) Suponga que MCD(a,n) =1

Por la identidad de Bézout existen s, t € 7Z tales que:

1 = s-n+t-a

Por lo tanto: a-t = 1 modn

» Concluimos que a tiene inverso en médulo n O

foge:



Un primer ingrediente

Teorema (Fermat)

Sea p un nidmero primo. Si a € {0,...,p — 1}, entonces aP = amod p

Demostracion: Por induccién en a

Para a =0y a =1 se cumple trivialmente. Suponga que a? =
2<(a+1)<

Sabemos que:

(a+1)P i:()

k=0

amodpy
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Un primer ingrediente

Por lo tanto:

(a+1) —(a+1) = (ap—a)—&—i(’;)ak

Lema
Sike{1,...,p— 1}, entonces p|(?)

Demostracién: Sabemos que:

<p> _ p! p-(p—1)-...-(p—k+1)

k k- (p— k)! k!

Como k€ {1,...,p— 1} y p es un ndmero primo:

(p—1)-...-(p—k+1)

T es un nlmero entero

a0



Un primer ingrediente

Por lo tanto: (’Z) = p - «, donde « es un néimero entero

» Concluimos que p| () O

p—1
(&)
k=1

Por lo tanto, dado que p|(aP — a) por hipétesis de induccién, tenemos
que: pl((a+1)P — (a+1))

» Concluimos que (a+1)? = (a+ 1) modp O

Del lema concluimos que p
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Un primer ingrediente

Corolario (Fermat)

Sea p un niimero primo. Si a € {1,...,p — 1}, entonces a?~! = 1 mod p

Demostracién: Por teorema anterior sabemos que

aP = amodp

Por lo tanto: existe un ndmero entero « tal que

a?—a = a-p

(o),



Un primer ingrediente

Dado que a|(a? — a), se tiene que a|(« - p)

Por lo tanto, dado que a€ {1,...,p— 1} y p es un niimero primo, se
concluye que ala

Entonces: (a” ' — 1) = ¢ . p, donde < es un ndmero entero.

» Concluimos que a?~! = 1 mod p O
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Teorema de Lagrange: demostracién

Teorema (Lagrange)

Si (G, o) es un grupo finito y (H, o) es un subgrupo de (G, o), entonces
|H| divide a |G|

Suponga que e es el elemento neutro de (G,0) y a~! es el inverso de a
en (G,o)

Sea ~ una relacidon binaria sobre G definida como:

a~bsiysélosiboatecH

Lema

~ es una relacion de equivalencia.
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Teorema de Lagrange: demostracién del primer lema

> a~avaqueaca l=eyecH

» Suponga que a~ b

» Tenemos que demostrar que b ~ a

Dado que a~ b: boat € H

> Tenemos que demostrar que ao b~ € H

Tenemos que:
(boa)o(aob™t)

(bo(a™toa))ob™!
(boe)ob !
= bob!

= €

(o]



Teorema de Lagrange: demostracién del primer lema
De la misma forma concluimos que (ao b~ 1)o(boa 1) =e
> Por lo tanto: (boa )"l =ao0b7!

Concluimos que ao b1 estd en H, ya que (H,0) es un subgrupo
de (G,0)

» Supongaquea~byb~c

» Tenemos que demostrar que a ~ ¢

Por hipétesis: boa ! ¢ Hy cob e H

» Tenemos que demostrar que coa ' € H

Pero (cob ) o(boal)=coalyoescerradaen H

» Por lo tanto: coa~t e H O
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Teorema de Lagrange: demostracién

Sea [a]~ la clase de equivalencia de a € G bajo la relacién ~

Lema
1. [e]lo=H
2. Para cada a,b € G: |[a]~| = |[b]~]

Del lema se concluye el teorema.

» Puesto que las clases de equivalencia de ~ particionan G

Q7



Teorema de Lagrange: demostracién del segundo lema

1. Se tiene que:

acle]. e~ a
aceleH
aoece H

aeH

ttee

2. Sean a, b € G, y defina la funcién f de la siguiente forma:

f(x) = xo(gf1 o b)
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Teorema de Lagrange: demostracién del segundo lema

Se tiene que:

x € [a]~ an~x
xoal

€H
(xoa™l)
R

cec H
o(bob l)eH
o ))Ob leH

(xoa™?!
(xo(a
f(x)o bt
b~ f(x)
f(x) € [b]~

S 2 2

Por lo tanto: f : [a]~ — [b]~

> Vamos a demostrar que f es una biyeccién, de lo cual
concluimos que |[a]~| = |[b]~]



Teorema de Lagrange: demostracién del segundo lema

f es 1-1:
f(x) =f(y)

4l

4

R

o(alob)=yo(aob)

( o(alob))o (b loa)=

( o(a"tob))o(btoa)
o(alo (bob) a) =
(a1 o(bob71)oa)
o((a~toe)oa)=yo((atoe)oa)
(a‘ oa) yo(a_loa)

xoe=yoe
xX=y
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Teorema de Lagrange: demostracién del segundo lema

f es sobre:
y € [b]~

R R A

b~y
yob leH
(yobt)o(aoa)eH

a~((yob?)oa)
(yob™)oa) e fa]-

Sea x = ((y o b™1) 0 a). Tenemos que:

f(x)

xo(a"tob)

(yo b oa)o(aob)
yo(b™to(aoal)ob)
yo((b oe)ob)
yo(b~tob)

yoe

y

101



