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Algoritmos aleatorizados

En el curso nos hemos centrado en el estudio de algoritmos
deterministicos:

» Reciben una entrada y producen una salida correspondiente.

» Dada la misma entrada, el procedimiento para obtenerla (algoritmo)
siempre realiza los mismos pasos.

Entrada Salida

» Nos centramos en demostrar:

> que el algoritmo resuelve el problema correctamente (siempre)

y
> rapidamente (es decir, en un nimero acotado de pasos).



Algoritmos aleatorizados

> Un algoritmo aleatorio toma decisiones aleatorias durante su
ejecucién

> Ademads de una entrada, se tiene una fuente de nimeros aleatorios,
que permiten tomar las decisiones aleatorias

Entrada Salida

Numeros aleatorios

» Para una misma entrada, el proceso para obtener la salida puede ser
distinto cada vez



Algoritmos aleatorizados

» Los algoritmos aleatorizados también se conocen como algoritmos
aleatorios, algoritmos probabilisticos, y sus versiones en inglés
randomized algorithms y probabilistic algorithms

> Al disefiar un algoritmo aleatorizado hacemos un anélisis para
mostrar que su comportamiento serd bueno en el caso esperado (es
decir, con alta probabilidad).

> La probabilidad aqui sélo afecta a la generacién de nimeros
aleatorios, la idea es hacer a los algoritmos mds independientes de
las entradas

» Dado que el algoritmo toma decisiones aleatorias, es mas dificil para
un adversario generar un caso que produzca la mayor cantidad de
trabajo al algoritmo



Algoritmos aleatorizados

Ejemplo 1: busqueda lineal en un arreglo desordenado
Supongamos un algoritmo de bisqueda lineal en un arreglo desordenado
A[1..n], el cual lanza una moneda antes de comenzar:

> Si sale cara, se busca desde la posicién 1 hasta la n.

> Si sale sello, se busca desde la posicién n hasta la 1.

Cara > | |

Moneda

Sello LI I




Algoritmos aleatorizados

Ejemplo 1: buisqueda lineal en un arreglo desordenado

» Note que para buscar el elemento que estd en la posicién i del
arreglo (1 < i < n), la cantidad esperada de celdas del arreglo
visitadas es:

i n—i+1 n+1

+ p—

2 2 2

» El costo de bilsqueda esperado es %1 celdas visitadas, sin necesidad

de asumir nada respecto a la distribucién de las bisquedas (tal
como si es necesario hacer con un anilisis de caso promedio)

» Con ese simple cambio al algoritmo de bisqueda lineal, el caso que
garantiza mayor cantidad de trabajo (en cantidad de celdas del
arreglo visitadas) es buscar el elemento A[n/2]



Algoritmos aleatorizados

Existen dos tipos principales de algoritmos aleatorizados

» Monte Carlo: el algoritmo siempre entrega un resultado, pero hay
una probabilidad de que sea incorrecto. Garantizan tiempo de
ejecucién de peor caso. Suelen ser acompaiiados por un anilisis de
error. La probabilidad de error puede reducirse ejecutando el
algoritmo muiltiples veces, de forma independiente

> Las Vegas: si el algoritmo entrega un resultado es correcto, pero
hay una probabilidad de que no entregue resultado. Es decir, no hay
garantias de tiempo de ejecucién de peor caso. Suelen ser
acompafiados por un anélisis de tiempo esperado.



i Cuales son las ventajas de los algoritmos aleatorizados?

Existen problemas para los cuales los algoritmos aleatorizados son mas
eficientes que los algoritmos usuales (sin una componente aleatoria)

» Por ejemplo, el problema de verificar si un nimero es primo

Existen problemas para los cuales los tinicos algoritmos eficientes
conocidos son aleatorizados

» Por ejemplo, el problema de verificar si dos polinomios en varias
variables son equivalentes

Vamos a ver en detalle estos ejemplos ...

Ademas, los algoritmos se vuelven menos dependientes de las entradas y
sus distribuciones



Ejemplo 2: Encontrar un 1 en un arreglo de bits

Dado un arreglo de bits B[1..n], el cual contiene n/2 0's, y n/2 1s, se
quiere encontrar alguna posicién /i tal que A[i] =1

Solucién tipo Las Vegas

Find_1_LV(B([1..n])

repeat

Generar un valor i con distribucién uniforme en [1..n]
until B[i] = 1
return |

> Este algoritmo tiene éxito con probabilidad 1

> Sin embargo, el tiempo de ejecucién (cantidad de iteraciones que
realiza) de peor caso no estd acotado, pudiendo ser arbitrariamente
alto



Ejemplo 2: Encontrar un 1 en un arreglo de bits

Anilisis de la cantidad esperada de iteraciones que realiza el algoritmo

» El algoritmo tiene éxito en la primera iteracién con prob. 1/2,y 1
celda del arreglo visitada

Tiene éxito en la segunda iteracién con prob. 1/4 y costo 2
Tiene éxito en la tercera iteracién con prob. 1/8, y costo 3

Tiene éxito en la i-ésima iteracién con prob. 1/2', y costo i

vV v v Y

Sea X la variable aleatoria que indica la cantidad de celdas de B
visitadas

> El tiempo de ejecucidn esperado es la esperanza de X:

> Intuitivamente, si existen 50 % de 1s, es probable que en dos
accesos aleatorios encontremos uno de ellos
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Ejemplo 2: Encontrar un 1 en un arreglo de bits

Solucién tipo Monte Carlo

Find_.1_.MC(B][1..n], k)
j<«<0
repeat
Generar un valor i con distribucién uniforme en [1..n]
j—Jj+1
until j =k or B[i]=1
return j

> Este algoritmo recibe un pardmetro k, que permite limitar el tiempo
de ejecucién a O(k)

» No siempre encuentra una posicién que contiene un 1, dado que
ejecuta a lo mas k iteraciones

11



Ejemplo 2: Encontrar un 1 en un arreglo de bits

> El algoritmo puede no responder correctamente

» Para que un algoritmo de este tipo sea utilizable,deberia ser
acompaiiado de un anélisis de probabilidad de error

> Si k=1, el algoritmo tiene éxito con prob. 1/2 = 1-1/2.
> Si k =2, el algoritmo tiene éxito con prob. 3/4 = 1-1/4.
> Esto es porque puede encontrarlo en la primera iteracién (con

prob. 1/2), o en la segunda (prob. 1/4). Sumando esas
probabilidades tenemos 3/4.

> Si k =3, el algoritmo tiene éxito con prob. 7/8 = 1-1/8.
> Esto es porque puede encontrarlo en la primera iteracidn (con

prob. 1/2), en la segunda (prob. 1/4), o en la tercera (con
prob. 1/8). Sumando esas probabilidades tenemos 7/8.

> En general, dado k, el algoritmo tiene éxito con probabilidad

k 1 1 k
;2,.—1(2> :
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Ejemplo 3: el algoritmo de Freivals
El problema de chequear la multiplicacién de matrices

Dadas 3 matrices A, B, y C de n x n cada una, se quiere determinar si se
cumple que Ax B=C

» Diferente al problema de computar la multiplicacién, ya que aqui
nos entregan el resultado como entrada

» Si usamos multiplicacién de matrices para chequear el resultado:
> Algoritmo clasico: tiempo ©(n%)
> Algoritmo de Strassen (1969): tiempo O(n?®!)
Algoritmo de Coppersmith-Winograd (1987): tiempo O(n*376)
> Algoritmo de Vassilevska (2015): tiempo O(n?373)
> No estd claro si se puede hacer en tiempo O(n?)

\4

> El algoritmo aleatorizado de Freivals permite hacer el chequeo en
tiempo ©(n?), aunque con probabilidad de fallar en la respuesta

» Aplicaciones: verificacién de programas, donde se quiere verificar
que el resultado C producido por la implementacién de un algoritmo
corresponde a la multiplicaciéon A x B o no

13



Ejemplo 3: el algoritmo de Freivals

El algoritmo de Freivals es una estrategia de tipo Monte Carlo para
chequear la multiplicaciéon de matrices

Freivals(A, B, C)
Generar un vector binario aleatorio r = (r1, ra, ..., ).
P+—A-(B-r)—C-r
if P=(0,0,...,0) then
return Si
else
return No

> Se usa la asociatividad de la multiplicacién de matrices para hacer
primero B - r en tiempo ©(n?), luego multiplicar por A en tiempo
©(n?), luego multiplicar C x r en tiempo ©(n?)

> Restar los vectores resultantes y verificar si P = 0 en tiempo ©(n)

» Tiempo total ©(n?)
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Ejemplo 3: el algoritmo de Freivals

>

Freivalds se basa en el hecho de que si se cumple Ax B = C,
entonces también se cumple Ax B -r = C - r, para cualquier vector

r=(rn,rn,...,m)

Lamentablemente, si A x B # C, no necesariamente se cumple que

AxB-r#£C-r

Por ejemplo, se cumple que

11 o 2 1] 3 1
0 1 1 0] 1 1]
Sin embargo también se cumple
1 1 y 2 1] 1] 3 1] |
0 1 10 0] 1 1] |0
De esta manera, puede ocurrir que P = (0,0,...,0) atdn cuando

A x B # C. En ese caso, el algoritmo cometerd un error,

respondiendo “Si” en lugar de “No”
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Ejemplo 3: el algoritmo de Freivals

A continuacién realizamos un andlisis mas detallado de errores que
comete el algoritmo al responder:

> Sise cumple Ax B = C, entonces A x (B-r)= C-r siempre se va

a cumplir —tal como lo mencionamos anteriormente— por lo que
Ax (B-r)-C-r=(0,0,...,0). Eso significa que el algoritmo
siempre responde correctamente cuando la igualdad se cumple

> Si, por otro lado, se cumple A x B # C entonces tenemos dos
casos:

1.

2.

El algoritmo responde “No": el algoritmo siempre es correcto
en este caso, ya que significa que P # (0,0,...,0)

El algoritmo responde “Si": como vimos anteriormente, se
puede dar que Ax (B-r)= C-r alin cuando A x B # C. El
algoritmo comete un error en este caso, ya que deberia haber
respondido “No”
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Ejemplo 3: el algoritmo de Freivals

En resumen:
> El algoritmo siempre es correcto cuando responde “No”
» Puede equivocarse cuando responde “Si”

» Acotamos a continuacién la probabilidad de una respuesta
incorrecta.

» Es decir, si el algoritmo responde “Si", ; Cual es la probabilidad
de que esa respuesta sea errénea?

» Supongamos que A x B # C y el algoritmo erréneamente responde
“gp

» Definimos
P=A-(B-r)—C-r=(AxB—=C)-r=Dxr=(p1,p2,---,Pn),

endonde D=AXxB-Cypyx=0parak=1,...,n

17



Ejemplo 3: el algoritmo de Freivals

» Ya que A x B # C, entonces al menos un elemento d; ; de la matriz
D es distinto de cero

» Por definicién de multiplicacién de matrices y vectores, tenemos que

n
Pizzdi,k'fk=di,1'f1+'"+di,j'fj+"'+di,n'fn= ij ity
k=1

» Determinamos a continuacién Pr {p; = 0} dado que d;; # 0.

» Usando el Teorema de Bayes, podemos decir que:

Pr{p; =0} =Pr{p; =0y = 0} - Pr{y = 0}
+Pr{p; =0ly # 0} - Pr {y # 0},

en donde Pr {p; = 0|y = 0} = Pr {r; = 0} ya que d;; # 0.
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Ejemplo 3: el algoritmo de Freivals

» Dado que los elementos r; del vector r se elijen de forma aleatoria
con probabilidad 1/2 de ser 0 o 1, tenemos que

Pr{p; =0ly =0} =1/2
» Por otro lado, tenemos que
Pr{p; =0y #0} =Pr{r=1Ad;; = -y},

lo cual claramente es < Pr{r; =1} =1/2.
» Reemplazando esto en la ecuacién de arriba produce
Pr{p;=0}<1/2-Pr{y =0} +1/2-Pr{y # 0}

=1/2-Pr{y =0} +1/2(1 —Pr{y =0})
—1/2.

10



Ejemplo 3: el algoritmo de Freivals

» Eso es para cada p;. Si consideramos el vector P completo, tenemos
que
_>
Pr{P: O}:Pr{p1:0/\p2:0/\---/\pn:0}
< Pr{p; = 0}
=1/2.

> Asi, el algoritmo de Freivals responde incorrectamente con a lo mas
esa probabilidad

20



Ejemplo 3: el algoritmo de Freivals

>

Se puede reducir esta probabilidad de error significativamente
repitiendo el proceso de Freivalds k > 1 veces,

» Cada vez usando vectores r independientes de los anteriores

» De esta manera, cada ejecucién es independiente de la anterior

> Si el algoritmo responde “Si" las k veces, la probabilidad de error es

< 1/2k —la independencia de las ejecuciones es clave

Si en alguno de los pasos responde “No"”, el proceso se detiene con
esa respuesta —recuerde que el algoritmo no falla en ese caso

El tiempo de ejecucién es ©(kn?).

> Para k = Ign, el tiempo es ©(n?lg n) —menor asintéticamente
que el mejor algoritmo conocido de multiplicacién de
matrices— con probabilidad de error < 1/2'8" = 1/n.

> Para k = ©(lg? n), con g € ©(1), el tiempo todavia es
asintéticamente menor al mejor algoritmo conocido para
multiplicar matrices, y la probabilidad de error es < 1/n9
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Ejemplo 4: equivalencia de polinomios

Consideramos polinomios en Q)

Suponemos inicialmente que un polinomio es una expresién de la forma:

£

K
ZH aijx + bi )

i=1 j=1
donde cada a;j, bij € Q

La forma canédnica de p(x) es una expresién de la forma:

Si ¢; # 0, entonces p(x) no es el polinomio nulo y su grado es ¢

29



Ejemplo 4: equivalencia de polinomios

Dados dos polinomios p(x) y g(x), queremos verificar si son idénticos.

> Para cada a € Q, se tiene que p(a) = q(a)

i Como podemos resolver este problema?

> La operacién bdsica a contar es la suma y multiplicacién de
nldmeros racionales

27



Un algoritmo para la equivalencia de polinomios

EquivPol(p(x), q(x))

transforme p(x) es su forma candnica Zf:o cix!
transforme g(x) es su forma candnica Zf:o dix’
if k # / then return no
else

for i :=0to k do

if ¢; # d; then return no
return sf

24



Un algoritmo para la equivalencia de polinomios

Ejercicio
Muestre que el algoritmo anterior en el peor caso es O(n?), donde
n = |p(x)| + lq(x)|

i Es posible resolver este problema utilizando un menor niimero de
operaciones?

25



Un algoritmo aleatorizado para la equivalencia de polinomios

Suponga que:

p(x) = ZH(ai,jX+bi,j)

i=1 j=1

q(x) = ZH(GJXJFC’:’J)

i=1 j=1

Utilizamos el siguiente algoritmo aleatorizado:

EquivPolAleatorizado(p(x), g(x))
K:=1+max{r,...,r,s1,...,5}
escoja al azar y con distribucién uniforme un elemento a
del conjunto de ndmeros naturales {1,...,100 - K}
if p(a) = g(a) then return si
else return no

26



Un algoritmo aleatorizado para la equivalencia de polinomios

El algoritmo sélo necesita realizar O(n) operaciones, donde
n = [p(x)| +[q(x)|
> Ya que necesita calcular p(a) y q(a)

Pero el algoritmo puede dar una respuesta equivocada
> Eso significa que es tipo Monte Carlo

» ;i Cuél es la probabilidad de error?

27



Calculando la probabilidad de error

Sean p(x) y g(x) dos polinomios dados como entrada a
EquivPolAleatorizado

> Si los polinomios p(x) y g(x) son equivalentes, entonces el
algoritmo responde si sin cometer error

» Si los polinomios p(x) y g(x) no son equivalentes, el algoritmo
puede responder si al sacar al azar un elemento a € {1,...,100- K}
tal que p(a) = q(a)

Esto significa que a es una raiz del polinomio r(x) = p(x) — q(x)

28



Calculando la probabilidad de error

r(x) no es el polinomio nulo y es de grado a lo mads K

> Por lo tanto r(x) tiene a lo mas K raices en Q

Concluimos que:

Pr(a sea una raiz de r(x))

IN

100 - K

100

20



Un mejor algoritmo aleatorizado

. . . 1
La probabilidad de error del algoritmo estd acotada por 155

» ;Es aceptable esta probabilidad?

Ejercicio

De un algoritmo que resuelva el problema de equivalencia de polinomios,
que en el peor caso sea O(n) y que tenga una probabilidad de error
acotada por g

i Confiaria en este algoritmo lineal?

» ;Para qué probabilidad estaria dispuesto a confiar?

20



Una solucién para el ejercicio

Suponga que p(x) y g(x) son de la forma definida en la versién anterior de
EquivPolAleatorizado.

EquivPolAleatorizado(p(x), g(x))

K:=1+max{n,...,r, sy, ...,s}
A:={1,..,100 - K}
total := 0

for i :==1 to 10 do
escoja al azar y con distribucién uniforme un elemento a en A
if p(a) = q(a) then total = total+ 1

if total = 10 then return si

return no

21



Ejemplo 5: una definicién general de polinomios

Consideramos polinomios en varias variables en Q)

Un monomio es una expresion de la forma cxf1 ~-xi" dondeceQy
cada /; € N

L

Un monomio cx!’ - x‘" es nulo si ¢ = 0

» No es nulosic#0

El grado de un monomio c:xf1 . x,f nonuloesV; +---+ 4,

9



Ejemplo 5: una definicién general de polinomios

Un polinomio es una expresiéon de la forma:

Pl ZH<ZQ,Jm+b,J>

i=1 j=1

donde cada a;jx € Q y cada b;j € Q

23



Ejemplo 5: una definicién general de polinomios

La forma candnica de un polinomio p(xi,...,Xs) es lnica, y es igual a0 o a
una suma de monomios que satisface las siguiente propiedades:

. - ¢
> cada monomio en la forma canénica es de la forma cx;* - - - x" con ¢ # 0

St e
> sicxgteeexiny dx™ - - x™ son dos monomios distintos en la forma

candnica, entonces ¢; # m; para algin i € {1,...,n}

Un polinomio p(x1,...,xn) es nulo si su forma canénica es 0

El grado de un polinomio p(x1,...,x,) no nulo es el mayor grado de los
monomios en su forma candnica.



Equivalencia de polinomios en

Dos polinomios p(xi,...,x,) y q(x1, .
secuencia aj, ..., a, € Q se tiene que:
P(ar,. . a) =

Nuevamente queremos verificar si dos

varias variables

.., Xn) son idénticos si para cada

q(ai,...,an)

polinomios son idénticos.

25K



Equivalencia de polinomios en varias variables

i Podemos verificar en tiempo polinomial si dos polinomios en varias variables
son equivalentes?

Tenemos un problema: calcular la forma canédnica de un polinomio toma
tiempo exponencial

Pero existe un algoritmo aleatorizado eficiente para este problema.

> Esto no es trivial ya que un polinomio p(xi, ..., xy) puede tener una
cantidad infinita de raices

> Por ejemplo: p(x1,x2) = (x1 — 1)(>x2 — 3)

> El ingrediente esencial es el lema de Schwartz-Zippel

26



El ingrediente principal

Lema de Schwartz-Zippel

Sea p(xy,...,X,) un polinomio no nulo de grado k, y sea A un
subconjunto finito y no vacio de ®. Si a3, ..., a, son elegidos de manera
uniforme e independiente desde A, entonces

Pr(p(ar,...,a,) =0) < Al

7



Un algoritmo aleatorizado para la equivalencia de
polinomios en varias variables

Vamos a dar un algoritmo aleatorizado eficiente para el problema de
verificar si dos polinomios en varias variables son equivalentes

Suponga que la entrada del algoritmo estd dada por los
siguientes polinomios:

¢

p(x1, ..., Xn) = ZH(Z‘Q”J"X"—’_b’J)
i= lj 1

q(x1, ..., xn) = Z <ZCI,/,ka+d:J)
i=1 j=1

28



Un algoritmo aleatorizado para la equivalencia de
polinomios en varias variables

EquivPolAleatorizado(p(x1, ..., %s), g(x1, ..., Xn))

K:=14+mix{r,...,re,s1,...,5m}

A:={1,..,100- K}

sea ai,...,a, una secuencia de niimeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde A

if p(a1,...,a,) =q(a1,...,a,) then return si

else return no



Utilizando el lema de Schwartz-Zippel

Vamos a calcular la probabilidad de error del algoritmo:

» Si los polinomios p(x1,...,%n) ¥y q(x1, ..., Xs) son equivalentes, entonces
el algoritmo responde si sin cometer error

» Si los polinomios p(xi,...,%n) y q(x1,...,Xxn) no son equivalentes, el
algoritmo puede responder si al escoger una secuencia de nimeros
ai,...,ap desde A tales que p(a1,...,an) = q(ai,...,an)

> Donde A={1,...,100- K}

Esto significa que (ay, ..., an) es una raiz del polinomio
r(xt, .o xn) = p(xa, ..oy xn) — q(x1,. .., Xn)

40



Utilizando el lema de Schwartz-Zippel

r(x1,...,xn) no es el polinomio nulo y es de grado t con t < K

» Dado que K =1+ max{r,...,r,S1,...,5m}

Utilizando el lema de Schwartz-Zippel obtenemos:

t K K 1
P can)=0) < o < T = oo = 100
r(r(a1,...,a,) =0) < A S JA] T 100-K _ 100

La probabilidad de error del algoritmo estd entonces acotada por ﬁ



Un mejor algoritmo aleatorizado para el problema general

Ejercicio
De un algoritmo aleatorizado que resuelva el problema de equivalencia de
polinomios en varias variables.

» La probabilidad de error del algoritmo debe estar acotada por ﬁ

» Debe existir una constante c tal que el algoritmo en el peor caso es
O(m°), donde m es el tamafio de la entrada

» Si consideramos p(xi, ..., Xn) y q(x1,-...,xn) como palabras sobre
un cierto alfabeto, entonces m = |p(xi, ..., xn)| + |g(x1,. .., Xn)|

> Recuerdo que la operacién bdsica a contar es la suma y
multiplicacién de ndmeros racionales.

49



Ejemplo 6: Calculando la mediana de una lista de nimeros
enteros

Suponga que n es un ndmero impary L[1...n] es una lista de niimeros
enteros sin elementos repetidos.

> Recuerde que usamos la notacién L[1...n] para indicar que L es una lista
con n elementos

L[i] es la mediana de L si:

el ok [ LU] < L[]
(ke {Lon} | LK > LY = |2

I
—
| I
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Ejemplo 6: Calculando la mediana de una lista de nimeros
enteros

Ejercicio
Construya un algoritmo que calcule la mediana de una lista L[1...n]y
que en el peor caso sea O(n - log,(n))

» Considere como la operacién bdasica a contar la comparacién de
ndmeros enteros

Vamos a construir un algoritmo aleatorizado de tipo Las Vegas para
este problema.

> jEste algoritmo funciona en tiempo lineal!

a4



Un algoritmo aleatorizado para el cdlculo de la mediana

Suponga que el procedimiento Mergesort(L) ordena una lista L utilizando el
algoritmo Mergesort

» Recuerde que las listas son pasados por referencia en este curso

El siguiente procedimiento calcula la mediana de una lista de enteros L[1...n]
(suponiendo que n es impar y L no tiene elementos repetidos):

CalcularMediana(L[1... n])

if n < 2001 then
Mergesort(L)
return L[[5]]

else
sea R una lista de [n%] niimeros enteros escogido con

distribucién uniforme y de manera independiente desde L

Mergesort(R)

45



Un algoritmo aleatorizado para el cdlculo de la mediana

o=t ol
u::RH%~n%+n%—H
S:=0

mqg =0

m, =0

for i:=1to ndo

if d < L[i] and L[i] < u then Append(S,[L[]])

else if L[] < d then mg :=mg+1

else my :=m,+1
if my > [5] orm, > [5] or

Length(S) > 4 - Ln%j then return sin_resultado

else

Mergesort(S)

return S[[ 2] — m4]

46



El algoritmo es correcto y eficiente

Ejercicios

Demuestre lo siguiente:

1. Si CalcularMediana(L) retorna un niimero entero m, entonces m es la
mediana de L

2. Si se tiene un procedimiento LanzarMoneda() que retorna 0 6 1 con
probabilidad % entonces existe un algoritmo para construir R que invoca

o a 3
a este procedimiento a los mds ¢ - n4 - log,(n) veces, donde c es una
constante fija y n es el largo de la lista de entrada

» Podemos suponer que LanzarMoneda() en el peor caso es O(1)

3. CalcularMediana(L) en el peor caso es O(n), suponiendo que n es el
largo de L y considerando todas las operaciones realizadas

47



i Cual es la probabilidad de no retornar un resultado?

La llamada CalcularMediana(L) puede no retornar un resultado

» El procedimiento en este caso retorna sin_resultado

Para que CalcularMediana pueda ser utilizado en la practica la
probabilidad que no entregue un resultado debe ser baja

» Vamos a demostrar esto
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La probabilidad de no retornar resultado

Sea L[1...n] una lista de nimeros enteros tal que n > 2001, n es impar
y la mediana de L es m

Defina las siguientes variables aleatorias:

Yo = [{ie{l,....[n*]}| R[] < m}]
Y = [{ie{l,....[ni1}| RIi] > m}]

Estas son variables aleatorias dado que R es construido escogiendo
elementos de L con distribucién uniforme (y de manera independiente)
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La probabilidad de no retornar resultado

Lema

CalcularMediana(L) retorna sin_resultado si y sélo si alguna de las
siguientes condiciones se cumple:

1. Vi< H-n%—n%J

3 12 1
2. Yy < [n3]— {E'”“ +n2—|
3. Length(S) > 4 [ni ]

Ejercicio

Demuestre el lema.
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La probabilidad de no retornar resultado

Tenemos entonces que la probabilidad de que CalcularMediana(L) retorne
sin_resultado es igual a:

Pr(Y, L
r 1<§-n—n

Vo< [nf] = | ntnt| v Length(s) > 4[] )

Nl
[E—
<

Pr <Y2 < [nﬂ — B - ni + nﬂ) y Pr <Length(5) > 4. Lnﬂ)

» Vamos a ver dos desigualdades muy ttiles para acotar probabilidades

. . 3 1
Necesitamos entonces acotar superiormente Pr (Y1 < | . n? — n2 )
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La desigualdad de Markov

Teorema

Sea X una variable aleatoria no negativa. Para cada a € R se tiene que:

EX)

Pr(X>a) < a
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Una demostracién de la desigualdad de Markov

Suponemos que el recorrido de X es un conjunto finito Q C Rg:

E(X) =

v

Y]

Concluimos que Pr(X > a) < EX)

Zr~Pr(X:r)

reQ

( > r.Pr(X:r)>+< > s-Pr(X:s))

reQ:r<a sEQ:s>a

Z s-Pr(X =s)

seEQ:s>a

Z a-Pr(X=5s)

seQ:s>a

a~( > Pr(X:s))

seQ:s>a

a-Pr(X>a)

a
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La desigualdad de Chebyshev

Teorema

Var(X)

PIX — E(X)| 2 a) .

Demostracién. Utilizando la desigualdad de Markov obtenemos:

Pr(|X —E(X)| >a) = Pr((X—E(X))? > a%)
E(X —E(X))*)
Var(X)a

32
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Lema
1
Pr(Y1 < {5 -n

Demostracidn: para cada i € {1,...,[n#]}, definimos una variable aleatoria
X; de la siguiente forma:

Blw
|
S
Nl
[
N———
IA
S
|
FST

X - {1 R[] < m
0 R[]>m

Tenemos que:

[/
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Dado que la lista L no contiene elementos repetidos tenemos que:

K 1l 11
Pr(X;=1) = *20 = 2 "= — ~4 ~
r( ) n n 2+2-n
De esto se deduce que:
1 1
E(Xi) = —
(Xi) +5
1 1 1 1
Var(X) - = §+ﬂ)'(1‘§‘ﬂ>
1 .
2
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto tenemos que:

[n°/]
E(vi) = E[ > X

[
;.M
a
£
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Para i,j € {1,..., [n%]} tal que i # j se tiene que X; es independiente de X;
Concluimos entonces que:

Var(Yy) = Var Z Xi

Il
RS
NN
|

N~
—
3
N
N~~~

Il
- 1
S

w
~.
>
_
VS
e
|
S
—
3
N
N~

74\
=
- 1
S
w
S~
)
—_
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Tenemos que:

1 3 1
Pr(Y1< {§-n4 fnZJ)

IA
¥

IN
3

IN
Y
T N7 N 7N
X
A

Il
-
3

I
A
=

INIA
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto, utilizando la desigualdad de Chebyshev concluimos que:

1 3 1 1
Pr<vl<b.n4—nzD < Pr<|Y1—E(Y1)|2n2>
< Var(Y1)
n

_ 1 [n]
- 4 n
- 1 ni+1
- 4 n
¢ Lo2nt
- 4 n
- 1.
= 5-n

_1
< nd
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Utilizando nuevamente la desigualdad de Chebyshev

Lema

Ejercicio
Demuestre el lema utilizando las ideas en la demostracion del
lema anterior.
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Lema

Bl

Pr(Length(S) >4 |ni|) < 4-n"

Demostracion. Si Length(S) > 4 - | ni |, entonces al menos una de las
siguientes condiciones debe ser cierta:

(a) [{i e {1,...,Length(S)} | S[i] > m}| >2- |n?]
(b) [{i € {1,...,Length(S)} | S[i] < m}| >2- |ni|
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Vamos a demostrar que la probabilidad de que (a) ocurra es menor o
igual a 2 - n~i

De la misma forma se demuestra que la probabilidad que (b) ocurra es
. _1
menor o igual a 2-n~3

Bl

> De esto se concluye que Pr(Length(S) > 4- [n?]) < 4-n~
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Suponga que (a) es cierto, y sea ¢ la posicién de u en la lista L ordenada.

> Tenemos que £ > [7] +2- Ln%J

3 1 3 3 1
Dado que u = R[[} - n% 4+ n2]], al menos [n3] — [ -n® + n2] elementos de R
deben estar en posiciones mayores o iguales a £ en la lista L ordenada.

» No podemos asegurar que estos elementos estan en posiciones mayores a
¢ puesto que R puede tener elementos repetidos

» Vamos a acotar superiormente la probabilidad de que esto ocurra para
obtener un cota superior para la probabilidad de que (a) ocurra
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

. 3 - . .
Para cada i € {1,...,[n]}, definimos una variable aleatoria W; de la
siguiente forma:

1 sila posicién de R[i] en la lista L ordenada
W, = es mayor o igual a [5] +2- Ln%J
0 en otro caso

LEA
Ademds, definimos la variable aleatoria W como Z Wi;
i=1

Dado que £ > [5] +2- Ln%J, tenemos entonces que la probabilidad de que (a)
ocurra es menor o igual a:

alw

N[ =

Pr(W > [n*] -



Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Como L no contiene elementos repetidos obtenemos:

n—([5]+2ni))+1

Pr(W;=1) = .
_ L3l-2-(ni+1
_[31-2-[ni)

Tenemos entonces que:

[2] -2 |n?)

E(W) = -

Var(w) rﬂ—z-tnn_(ljgw—z-tn

n

n

3
1

)
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto:

E(W)
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Pero tenemos que:

3 3
[n%}.LgW;ZLMJ < (n%+1).g*2'"4+3
" <
3 5—2-n*+3 5-2-n%+3
— n4 -
n n
s 2—2.ni 1
= n4 . - +3.n 4+772
3 5—2-17% 11 3
= n* n +n 4+§+;
= 1 n%_2 n%+n_%+1+§
T2 2 n
1 3 1
< §.n472.n2+1
Concluimos que E(W) < 1 - ni—2.n7+1
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev
Para i,j € {1,..., [n%]} tal que i # j se tiene que W; es independiente de W;
Concluimos entonces que:

[

Var(W) = Var(D_ W)

(31
= ZVar(W,)

LA 3 . 3

[2] -2 |ni] [2] -2 |nf]

= Z(l‘)

s [2]-2-|ni) (1] -2 |ni)
= [nf‘. 2 - .(]__ 2 - )
< oty B2 004



Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Ademads tenemos que:

3
ol _ 2. na
(n%].[ﬂ nL J < %-n%f2~n%+1
1 3
< =Z-n*+1
s 5 n4 +
3
< n*

3
1

Concluimos que Var(W) < n
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Finalmente tenemos que:

Pr(wz[nﬁp[%.nﬁn%}) < Pr(Wzn%f%-n% }
- Pr(WZ%-n%—n%—l)
= Pr(W2%~n%
< Pr(W>E(W)+n?-2)
< P (W >E(W)+n? —(1——
< Pr(W>E(W)+ g)

— Pr(W—EW)>,/D)

Pr(IW — E(W)] > \@)

IN
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto, utilizando la desigualdad de Chebyshev concluimos que:

Pr(WZ(%}—F ni +n?]) < Pr(|W— E(W \>\[)

SVarg)
2
%
n
< 5
2
_1
= 2-n 4

Concluimos que la probabilidad de que (a) ocurra es menor o
igual a 2- n i
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El cdlculo final

Recuerde que estamos considerando una lista L[1... n] de niimeros
enteros donde n es impar y mayor o igual a 2001.

Para la lista L demostramos lo siguiente:

1
Pr(Y1<L§-n%—n%J) < nd
1
Pr(Yo <[] =[5t +n%]) < a7
Pr(Length(S) >4 [n%]) < 4.n%
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El cdlculo final

Tenemos entonces que:

Pr(CalcularMediana(L) retorne sin_resultado) < 6-n 3

Dado que n > 2001 concluimos que

Pr(CalcularMediana(L) retorne sin_resultado) < 6 - 2001 %
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El tiempo esperado del algoritmo

Sea p la probabilidad de que CalcularMediana(L) retorne resultado

1
> Tenemos que p > 15

iEn promedio cudntas veces se debe llamar a CalcularMediana(L) para
obtener la mediana de la lista L?
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El tiempo esperado del algoritmo

Sea T una variable aleatoria tal que para cada i > 1:
P(T=i) = (1-p)"-p

Vale decir, T representa el nimero de llamadas a CalcularMediana(L) hasta
obtener un resultado

Dado que T tiene distribucién geométrica de parametro p, concluimos que

E(T) = = < 10

Concluimos que en promedio se debe llamar 10 veces a CalcularMediana(L)
para obtener la mediana de la lista L
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