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Transformacién de dominio

» Estudiamos a continuacién una técnica de disefio conocida como
transformacién de dominio

» La idea es transformar el dominio del problema que se quiere
resolver a otro en donde su resolucién sea mas simple

» Luego, debemos ser capaces de aplicar la inversa de la
transformacion para obtener la respuesta en el dominio original

» La transformacién aplicada debe ser invertible



Representacién de un polinomio

La representacidn canénica de un polinomio p(x) no nulo es:

n—1
o) = S
i=0

donde n > 1, a,-1 # 0 y el grado de p(x) es n— 1

Los coeficientes a; de p(x) son niimeros racionales

» Pero vamos a evaluar estos polinomios tanto sobre niimeros racionales
como sobre niimeros reales y complejos

Representamos p(x) a través del vector (a0, ..., a,-1)

» También podemos representar p(x) como un vector
(a0,.--,an-1,0,...,0) donde cada términos x' tiene coeficiente 0 si i > n



Suma de polinomios

La suma de dos polinomios (ag,...,an—1) y (bo,...,bp—1) €s un
polinomio (co, ..., cp—1) tal que:
¢ = aj+b; para i€ {0,...,n—1}

Consideramos a la suma y multiplicacién de nimeros en C como las
operaciones bdsicas a contar.

> La suma de dos polinomios puede ser calculada en tiempo O(n)



Multiplicacién de polinomios

La multiplicacién de dos polinomios (ao, ..., an—1) y (bo, ..., bn—1) es un
polinomio (¢, ..., c2n—2) tal que:
¢ = Z ax - be para i €{0,...,2n—2}

k,£€{0,...,n—1} : k=i

La multiplicacién de dos polinomios puede ser calculada en tiempo O(n2)

» ;Podemos realizar esta operacién en un orden menor?



Una representacién alternativa de un polinomio

Un polinomio p(x) de grado n — 1 se puede representar de manera tnica a
través de un conjunto de n pares de puntos-valores:

{(0, (%)), (w1, (1)), - ., (Vo1 P(vo-1))},

suponiendo que v; # v; para i # j

Ejemplo

El polinomio p(x) = 1+ x + x? es representado de manera tnica a través del
conjunto de pares de puntos-valores:

{(0,1),(1,3),(2,7)}

y también a través del conjunto de pares de puntos-valores:

{(_27 3)7 (07 1)7 (57 31)}



Una representacién alternativa de un polinomio

Un polinomio p(x) de grado n — 1 también se puede representar de manera
Unica a través de un conjunto de pares de puntos-valores con m > n elementos:

{(vo, p(v0)), - - -, (Va—1, P(va-1)), (Va, p(V2)), - . -, (Vm—1, p(vm-1))},

suponiendo que v; # vj para i # j

Ejemplo

El polinomio p(x) = 1 + 2x es representado de manera dnica a través del
conjunto de pares de puntos-valores:

{(0,1),(1,3),(2,5)}

y también a través del conjunto de pares de puntos-valores:

{(-2,-3),(0,1),(5,11),(7,15)}



i Por qué es til la representacién basada en
puntos-valores?

Sean p(x) y g(x) polinomios de grado n — 1 representados por:

{(vo. p(v0)), -+ (Va—1, P(vn-1))}
{(Vo, Q(V())), R (anlv q(anl))}

El polinomio r(x) = p(x) + g(x) es representado por:

{(vo, P(vo) + G(¥0)): - -+ (Va1. P(Va-1) + a(Va-1))}



i Por qué es til la representacién basada en
puntos-valores?

Suponga que se agrega n puntos a las representaciones de p(x) y g(x):

{(V()’ p(VO))v SRR (Vn—17 p(V"—l))7 (Vn~, p(Vn)): ceey (V2n71«, P(V2n—1))}
{(v,q(w)), - - -+ (va—1,q(Va—1)), (i, G(v1)), - - -, (van—1. q(v2n-1))}

iPodemos sumar y multiplicar polinomios en tiempo O(n) si estan
representados por pares de puntos-valores!

» Suponiendo que usamos los mismos puntos vo, v1, ..., Vap—1



La situacidon hasta ahora

p(x) = (a0, .- -, an-1) p(x) = {(vo, p(w)), -, (van—1, p(van—1))}
q(x) = (bo, ..., ba-1) a(x) = {(vo, q(v0)), - -, (van1, g(van1))}
o(n?) O(n)
y p(x) - 4(x) = {(v0, P(0) - q(w0)), - .-
[p(x) . q(X) — (CO ..... C2n—2)J [ ol (V2n—17p(V2n—1) . q(VZn—l))}]
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La situacidon hasta ahora

p(x) — (a0, ..., an-1) ? p(x) = {(vo, p(w0)), - - -, (van—1, p(v2n-1))}
q(x) — (bo,..., bn—1) 1 g(x) = {(vo, g(%)), - .., (Van—1, q(van_1))}
o(n?) O(n)
y p(x) - 4(x) = {(v0, P(0) - q(w0)), - .-
[p()() . q(X) — (CO ..... C2n—2)]‘ 2 [ ol (V2n—1,P(V2n—1) . q(V2n_1))}]

10



De la representacion candnica a la de puntos-valores

Ejercicio
Dado un polinomio p(x) de grado n en su representacién candnica y un
punto v, de un algoritmo que calcule p(v) en tiempo O(n)

Podemos entonces pasar de la representacién candnica a la de
puntos-valores en tiempo O(n?)

11



De la representaciéon puntos-valores a la candnica

Sea p(x) un polinomio de grado n — 1 dado por una representacién
punto-valores:

{(vo, p(v0)); - - (Va—1, P(Vn-1)), (v, P(vi)); -+ (Vin—1, P(Vim—1)) },

donde m > n

Podemos pasar a la representacién candnica de p(x) utilizando férmula de
Lagrange:

o) = Som-( I =)

T
i=0 JE{0,. m—1} jti ~ /)

12



De la representaciéon puntos-valores a la candnica

Ejercicio
Dado un polinomio p(x) representando por el conjunto de punto-valores
{(vo, p(W)), - - (Van—1, p(van—1))}, muestre que la férmula de Lagrange

permite construir la forma canénica de p(x) en tiempo O(n?)

13



Todavia no tenemos un algoritmo mds rapido para
multiplicar polinomios

p(x) — (a0, ..., an 1) o(n%) p(x) = {(vo, p(%0)), - - -, (van_1, p(van_1))}
q(x) = (bo, ..., bn-1) q(x) = {(v0, (o)), .- -, (van-1,G(v2n-1))}
o(n) O(n)
— p(x) - 4(x) = {(v0, p(w0) - G(0)), -
[P(x) q(x) = (co, - . -, 62,772)] o) e (Vane1, p(van_1) - q(\,2n1))}]

14



La solucién: la transformada rapida de Fourier

p(x) = (a0, ..., an-1) O(n - logy(n)) p(x) = {(vo, p(v0)), - -, (van—1, p(v2n—1))}
q(x) = (bo, ..., bn-1) q(x) = {(vo, (%)), - - -, (van-1,q(van-1))}
o(r?) O(n)
y p(x) - a(x) = {(vo. p(v0) - G(10)). - -
[P(X) q(x) — (<o, .- -, C2n72)]<_o(n _ |Og2(n))[ vy (van—1, p(van_1) - q(V2n_1))}]
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La solucién: la transformada rapida de Fourier

La transformada rapida de Fourier nos va a permitir entonces calcular la
multiplicacién de dos polinomios de grado n — 1 en tiempo O(n - log,(n))

> La idea clave es como elegir los puntos vo, ..., vop—1 cuando se calcula la
representacion como punto-valores de un polinomio de grado n — 1

Los nimeros complejos y las raices de la unidad juegan un papel fundamental
en la definicién de la transformada rapida de Fourier.

16



Transformacion de representacidn candnica a puntos valor

Dado un polinomio p(x) de grado n — 1 representado de forma

candnica por el vector (ag, ..., d2,-1), queremos computar
p(vo), - .., p(van—1) para obtener la representacién puntos-valor de
p(x):

{(vo, p(v0), (v1, p(v1); - - -, (Van—1, P(v2n-1))}

Si usamos Horner para evaluar cada p(v;) en tiempo ©(n), el
tiempo total es ©(n?)

Notar que se podria reducir la cantidad de trabajo necesario para el
cdmputo si elegimos evaluar en los valores

iV()7 iV]7 ey iVn,1

Los célculos necesarios para calcular p(v;) y p(—v;) se sobrelapan,
ya que las potencias pares de v; coinciden con las de —v;

17



Transformacion de representacidn candnica a puntos valor

v

La idea es dividir el polinomio p(x) en sus potencias pares e impares

v

Por ejemplo,
p(x) = 3+ 4x + 6x> + 2x3 + x* + 10x°
= (3+6x% + x*) + (4x + 2x° 4+ 10x°)
= (3+6x>+x*) +x-(4+2x° +10x*)

v

Sean pe(x) = 3+ 6x + x2 y po(x) = 4 + 2x + 10x2

v

Luego tenemos que

p(x) = pe(x*) + x - po(x*)

v

Esta idea nos permitird disenar el siguiente algoritmo de tipo dividir
y conquistar para evaluar p(v), ..., p(van—1)

18



Transformacion de representacidn candnica a puntos valor

EVALUAR(p(x) = (a0, a1,---,a2n-1), {Vo, V1, - - -, Van—1})

if grado(p) = 0 then

return [ag, . .., ag]
—_——
2n veces

else
// Dividir
pe(x) = Y_4_o akxX, representado por (ag, az, as, . . .)
Po(x) < >_4_o a2k+1x¥, representado por (a1, as, as, . . .)
// Conquistar

[eo, €1, - - -, €2n—1] < EVALUAR(pe, {V3,VZ,..., V3, 1})
[00, 01, ..,00n—1] + EVALUAR(po, {V3, V2, ..., V3, 1})
// Combinar

return [g‘o + Vv -00,€61 +V1-01,...,E6pn_1+ Vop_1-* 02,7_1]

p(vo) p(v1) p(van—1)



Transformacion de representacidn candnica a puntos valor

» Aunque la recursién reduce el tamaiio del polinomio a la mitad cada
vez, el conjunto de valores sobre el que debemos evaluar p no
cambia de tamaiio, siempre son 2n valores

> Tenemos tiempo ©(n) en cada nodo de la recursién, tiempo total
O(n?)
» Podemos usar el truco de evaluar p(x) con
x € {vo, —vo, v1, —V1,...} ya que
> p(vi) = pe(V?);r vi - po(V,-2)2
> p(=vi) = pe(v;') = Vi~ po(V})
» Pero este truco sélo funciona en el primer nivel de la recursién:

> En los siguientes niveles, los valores han sido elevados al
cuadrado y ya no tenemos pares de valores positivo-negativo

» A menos, claro, que un valor elevado al cuadrado pudiese ser
negativo...



La férmula de Euler

Teorema

Para todo nimero real x:

e* = cos(x) + isin(x)

Podemos representar entonces a e’

plano complejo.

como un vector (cos(6),sin(8)) en el

> ¥ es un vector unitario: ||e”|| = cos?(0) + sin®(0) = 1

21



La férmula de Euler: interpretacion geométrica

29



La formula de Euler: las raices de la unidad

Dado n > 1, queremos encontrar las n raices del polinomio p(x) = x" —1
» Sabemos que este polinomio tiene n raices en los nimeros complejos

» Llamamos a estos elementos las n-raices de la unidad

El componente bésico para definir las n-raices de la unidad:

2mi

Wn f— e n

27



La formula de Euler: las raices de la unidad

Las n-raices de la unidad son w2, w}, w2, ..., wi™!
Si k € {0,...,n— 1}, tenemos que:
n 2mi n
(@) = (")
27\ ny k
= (7))
_ (e27'rl)k
= (cos(2m) + isin(2m))*

1k
1



La formula de Euler: las raices de la unidad

Ademas, si 0 < k < ¢ < n— 1, entonces:

wi=wp = (€7 ) =(eF)
= (e7) k=1
2m(L—K)i
= (e 7 )=1
= cos (L-(én_ k)> + isin (L-(gn_ k)> =1

= COS(M>:1
n
= Kﬁk:O puestoqueOﬁugni1
n n n
= (=k

Por lo tanto: «°, ..., w"~! son elementos distintos




Raices de la unidad: ejemplos

i Cudles son las raices del polinomio x* — 17?

2mi

. el ™ s .
» Considerando ws = e 4 = e2’, tenemos que las 4-raices de la unidad son:

wg =1
o ™ .. T .
wy = e?’ = cos(§)+15|n(§) =
wi = (e2')? = & = cos(m) +isin(n) = —1

w; = (e?2)® = Tl = cos(%)—&—isin(%) = —i



Raices de la unidad: ejemplos

i Cudles son las raices del polinomio x® — 1?7

2mi ™

> Considerando ws = e 8 = e*', tenemos que las 8-raices de la unidad son:
wg =1 wg = —1
1 1 . 5 1 .
wg = —=(1+1i wg = ——=(—1—1
8 \/E( ) 8 \/E( )
2 . 6 .
wg = | wg = —I
3 1 . 7 1 .
wg = — (=141 wg = —(1L—1i
8 \/5( ) 8 \/5( )

» Si elevamos esos valores al cuadrado nos queda
{1ai7_1a 717 Iy -1 _I}_{17’7 17_’}
» El tamaiio del conjunto de reduce a la mitad al elevar los valores al

cuadrado!!

27



Raices de la unidad: otro ejemplo

i Cudles son las raices del polinomio x> — 1?7 Considerando ws = e’5 , tenemos
que las 5-raices de la unidad son 1, e 5 ,e5 ,e5 ye s
2mi
_-_€e>
e i RS
ami s N
es’
// \\
/ \
/ \
/ I~ \
1 N \
./ ! {e] \ !
Representacién ' 72° '1
geométrica: | X
\ I
\ !
\ /
\ /
A /
\, 7/
N\ 7/
6
es . P
N .
.~ -
e
e 5




La transformada discreta de Fourier

n—1
Dado: n > 2y un polinomio p(x) = Z aix'
i=0

Definition

La transformada discreta de Fourier (DFT) de p(x) se define como:

20



i Como podemos calcular DFT de manera eficiente?

Representamos p(x) a través del vector 3 = (ao, ..., an—1)

El problema a resolver es calcular de manera eficiente la transformada discreta
de Fourier de p(x), la cual denotamos como DFT(3)

> Definimos yx = p(wf) para cada k € {0,...,n — 1}, de manera tal que
queremos calcular DFT(3) = [yo, ..., yn—1]

Ejercicio

Muestre que DFT(3) puede ser calculada en tiempo O(n?)

20



i Como podemos calcular DFT de manera eficiente?

Suponiendo que n potencia de 2, calculamos DFT(3) realizando los
siguientes pasos:

(1) Calcular DFT(a,) y DFT(41) para dos vectores 3 y a; de largo §

(2) Combinar DFT(3) y DFT(a;) para obtener DFT(3)

Es fundamental que el paso (2) sea realizado en tiempo O(n)

Ejercicio
Muestre que si el paso (2) es realizado en ¢ - n operaciones, entonces
DFT(a) puede ser calculada en tiempo O(n - log,(n))

21



La descomposicién recursiva

Tenemos que:

-1 -1

= Z ai X% + Z azit+1 X2t
i=0 i=0
a1 a1

= Z aj X% + X Z azi+1 X%
i=0 i=0

Definimos los polinomios:

21

q(z) = Z a0 7'
i=0
o1

r(z) = Z azj+1 Z’
i=0

9



La descomposicién recursiva

Tenemos entonces que p(x) = g(x*) + x - r(x?)

Para calcular [p(w?), p(w}), - - -, p(wh™1)], tenemos entonces que calcular:

[a((@n)) a((@n)?), -, a((wh ™))
[r((@h)*), r((@n)?), -, r((wh™))]

Pero si k € {0,..., 5 — 1}, entonces tenemos que:
5+ky2 2k
2 ) UJT—
n 2k
= Wp- Wy
27

= (7)) (why
= (2’”)()

23



La descomposicién recursiva

Por lo tanto para calcular [p(w?), p(w}), ..., p(wi™1)], basta con calcular:
)]
)

[a((@)?), al(@n)), - al(ws

o1

[r((wn)?), r((@n)®), - (s

La pregunta clave: jsi w®, w?, ..., w"~! son las n-raices de la unidad, quiénes
n
0\2 1\2 312
son (wp)?, (wp)%, -, (w3 )7
» Dado que g y r son polinomios de grado 5 — 1, jquiénes deberfan ser

n
n_q - .
(wS)? (w,l,)2 ceo (wi )2 para poder realizar las llamadas recursivas
a DFT?

34



La respuesta a la pregunta

Lema

n
. L] ,
Sin> 2 es par, entonces (wp)®, (wp)?, ..., (wi ) son las 2-raices de la
. . s . . n
unidad (vale decir, son la raices el polinomio x2 — 1).

Demostracién: primero tenemos que demostrar la regla de simplificacién
k-0 k )
Whip = Wy para £ > 0:

e%)w
2mi-t )k
k

)

i
i

3

2

3y

e
k
m

(
= (e
(

= W

235K



La respuesta a la pregunta

Dado k € {0,..., 5 — 1}, se tiene que

ky2 k-2
(wn) = Wn
w2
= x
32
= wg por la regla de simplificacién
n
11 , .
Por lo tanto, (w5)?, (wh)?, ..., (w7 )° son las Z-raices de la unidad
0)2 1\2 5-1\2 0 1 5-1
» Puesto que (w;)*, (wp), -. . (W8 ) = wh, wn, ..., Wi O
2 2 2

26



La descomposicién recursiva (continuacién)

Recuerde que 3= (ap,...,a,—1), y defina:
3o = (a0,a,...,an-2)
a = (a,a3,...,a5-1)

De los resultados anteriores concluimos que para calcular DFT(3),
primero tenemos que calcular DFT(3,) y DFT(3;)

iCémo se construye DFT(3) a partir de DFT(3) y DFT(3,)?

7



Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3;) y DFT(a;)

Sea:
DFT(%) = [v0,0:¥%0,1:---,¥0,2-1]
DFT(a1) = [yi0.)11,---,)1.2-1]
Para k € {0,...,5 — 1} tenemos que:
e = p(wk)
= q((wp)?) +wp - r((wn)?)
= qw )+w ( g)
= }/0.¢<+wn Y1,k

28



Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3;) y DFT(a;)

Ademis, para k € {0,...,

Y3tk

3 — 1} tenemos que:

plwi™)
(@i ™) +wi ™ (W)
q( n+2k)+w Wn r(wn+2k)

2mi

q(“)n )+(6T)% wn r(“"g'

q(1- w2y +e™ Wk r(1- w2k
q(wi) = wy - r(wy)

awh) — wh - r(wh)

k
Yo,k — Wn * Y1,k

w,%k)

20



Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3;) y DFT(a;)

Resumiendo, para k € {0,...,5 — 1} tenemos que:

Yk = )/o,k-l-w,lf'yLk

k
Yo,k — Wy Y1,k

Yi+k

Para tener un algoritmo recursivo para calcular DFT sélo nos falta el
caso base.

» Consideramos n = 2 y un polinomio p(x) = ag + a1 x

40



Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3;) y DFT(a;)

i

2mi .
Tenemos que wp, = e2 =¢e™ = —1

» Por lo tanto: w9 =1y wl = -1

Concluimos que:

41



Un algoritmo recursivo eficiente para DFT

n—1
La entrada del algoritmo es un polinomio p(x) = Za;xi
i=0

> Este polinomio es representado por el vector 3 = (ag, ..., ap-1)
Suponemos ademds que n > 2 y n es una potencia de 2

El algoritmo es llamado la transformada rapida de Fourier (FFT)

» Fue propuesto por Cooley & Tukey

49



Un algoritmo recursivo eficiente para DFT

FFT(3)
(a0y...,an-1) =13
if n =2 then
Yo = ao + a1

y1=ado— a1
return [yo, yi]

else
30 := (a0, ..., an—2)
51 = (317 ey an_l)
[yoyo7 . ,yoyg,l] = FFT(§0)
[y1,07 ceey ‘11571] = FFT(§1)
Wwp = e%
a:=1

for k:=0to 7 —1do
Yk = Yok + o yik
Yotk = Yok — Q" Y1k
o= Q- wp

return [yo, ..., Yn—1]

43



Algunos comentarios sobre FFT

Ejercicios

1. Demuestre que FFT funciona en tiempo O(n - log,(n)), donde n es el
grado del polinomio de entrada.

2. Sea p(x) un polinomio representado como 3 = (ao, ..., an—1), donde n no
es una potencia de 2.

Para evaluar p(x) en n puntos haga lo siguiente:
(i) Defina b= (ag,...,an1,0,...,0) de largo m = 2[lo&(n)]

(i) Calcule FFT(b) = [yo,---,Ym—1], y retorne [yo, ..., Yn—1]

Note que este algoritmo retorna [p(w3), ..., p(wh )] en lugar de
DFT(3), y demuestre que funciona en tiempo O(n - log,(n))

a4



La nueva situacién con el algoritmo FFT

FFT(3) = [yo, ..., Y2n-1]
(n))

largo 2n
. a
3= (ao,...,an-1,0,...,0) O(n - log, FFT(b) = [z, ..., Zon_1]

b= (bo,- o 61,0, 0) P0) 1 {600 10)s - (27 v 1))
p(x) — (ao, ..., an—1) { ;( Z%ng Y Z%ﬁfl’zjnill
a(x) — (bo, -, bo1) J 90 = e 20), o (2]}

O(n)

Y

[p(x) - q(x) = {(WS0 ¥0 - 20); - - ]

oy (WA yan—1 - Z20-1)}

[p(x) ~q(x) = (coy .- -, cQ,,,g)]

Todavia nos falta un algoritmo para calcular la inversa de la transformada

discreta de Fourier.

45



La transformada discreta de Fourier como matriz

Suponga nuevamente que p(x Za,x conn>?2

n—

1
> Para cadake{0,...,n—1}:yk:p(w,’f):Za, (wh)’ —Za, wi*
i=0

La transformada discreta de Fourier puede ser representada entonces de la
siguiente forma en notacién matricial:

11 1 1 2 Yo
1w w? e wit a %1
1 WP wh o Wty 2 | = »
1 wg_l wg(nfl) L w'(lnfl)(nfl) an_1 Vo1

46



La transformada discreta de Fourier como matriz

Definimos la n-ésima matriz de Fourier F,, como:

1 1 1 e 1
1 w, w? e w1
F, — 1 w? wh e wi("_l)
X w,,._l wﬁ(’;_l) o wgn—i)(n—l)
n

Esta matriz va a ser muy Gtil al momento de definir la inversa de la
transformada discreta de Fourier.

47



La matriz conjugada de F,

Para cada /,j € {1,...,n}, tenemos que F,[i,j] = (wi !y ~! = wi~HU=Y

» Por lo tanto F,[i,j] = Fa[j, i], de lo cual se deduce que F, es una matriz
simétrica

Recuerde que la matriz adjunta A* de una matriz A se define como
A*li ] = AL, i]

» Donde b+ ci = b — ci es el conjugado del niimero complejo b+ ci

Para calcular F necesitamos calcular el conjugado de wk

48



El conjugado de w¥

Tenemos que:

—~
S

Sx

~

40



La matriz inversa de F,,

Lema

Sea I, la matriz identidad de tamafio n. Entonces F, -F,=n- I,

Demostracién: Sea A=F;, -F,
Para i € {1,..., n}, tenemos que:

Ali, ]

> Fuli K] Falk, ]

_ Zw;(ifl)»(kfl) .wgkfl)»(ifl)
k=1

= il:n
k=1
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La matriz inversa de F,,

Para i,j € {1,...,n} con i # j, tenemos que:

Ali,J]

> Fili k] - Falk,j]

n

an—(i—l)-(k—l) i w[()k—l)-(j—l)

k=1
u)]r'lfl')n -1

T vaquew,  #£1(—i#0,j—i#nyj—i#—n)

(wpy "—1 ¥ -1 0
wh'—1 wh -1
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F* como una permutacién de F,

Tenemos que:

Fol1,1] 1 Fn[1,1]
Fol2,1] 1 Fn[2,1]
F,[n,1] 1 Fn[n, 1]
Ademés, para j € {2,...,n}, tenemos que:
Fﬁ[lul] Fn[17n+2_j]
Fal2,)] Fal2,n+2— ]
F:[nu/] F"[n7n+2_.j]
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F* como una permutacién de F,

Esta ultima igualdad se deduce de lo siguiente:
i—1)-(n+2—j—1)
i—1)-(n+1—))
(i—D+(i—1)-(1—))
(1), = )-(1=)

(i-1)-G-1)

Foli,n+2—j] = o
W

n
n-
n
n-
n
— (wg)l—l . wn—

— qit _w;(ifl)-(j—l)

w706

= FuliJ]
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F* como una permutacién de F,

Considere la siguiente matriz de permutacién de n x n:

1000 00
0000 01
0000 10

P, = :

000 1 00
0010 00
0100 00

De las propiedades anteriores se concluye que:

F, = F,-P,
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Calculando la inversa de la transformada discreta
de Fourier

Tenemos los ingredientes necesarios para calcular la inversa de la
transformada discreta de Fourier.

» No necesitamos de un nuevo algoritmo para calcularla

Teorema
Sean>2, 3= (ag,a1,..-,an—1) y DFT(3) = [yo, Y1, Yn-1]- Si
p= (Y0.Yn—1,-..,y1), entonces:

1
E : DFT(ﬁ) = [30.31,...,‘3”,1]
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La demostracidon del teorema

Tenemos que:

ao Yo
ai Y1
F,- =
dn—1 Yn—1
Por lo tanto:
ao Yo Yo
ai n Yn—1
Pn-Fpy- . = P, . = .
an—1 Yn—1 1
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La demostracidon del teorema

Concluimos que:

ao Yo
a Yn—1
F,-P,-F,- = F,-
an—1 Y1

Dado que F, - P, = F},, tenemos que:

ao Yo

. ai Yn—1
Fn . Fn . . - Fn . .
an—1 Vi
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La demostracidon del teorema

Asi, puesto que F}, - F, = n- I,, tenemos que:

ao Yo
ai Yn—1
n-l, = F,-
an—1 »n
De lo cual concluimos que:

do Yo

ai 1 Yn—1
= Z.F,-
n
an—1 »n
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La demostracidon del teorema

Asi, utilizando la notacién matricial para la transformada discreta de
Fourier concluimos que:
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Multiplicando polinomios en tiempo O(n - log n)

) largo 2 FFT(a_) = [ 0 .y 2!71]
A O %)j ot vty [Fer L
D00 s o oar) '{P(X) = {(080030), - (w5 y0))
q(x) — (bo, ..., bp—1) q(x) = {(w2n, 20)s - - - (won ™", 220-1)}
O(n)
% T C21771]]‘ [ﬁ = (Yo - 20, Y2n—1 ;)22/7717 ce Y1 Zn)
p(x) - q(x) — (co,. .-, C2n72)J‘ O(n - log,(n)) {P(X) - q(X) 76%;3?:}{2;1—210)’22"*1)}
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