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Antes: Terminemos con el test de primalidad

Vamos a disefiar un test de primalidad considerando los conjuntos:

n—1

{a€Z,|a? =1 (modn)}

{a€Zy| a7 =1 (mod n)}

5+
Sn

Asi, podemos definir S, a partir de estos conjuntos:

So = S;TuUS;

Para hacer esto necesitamos estudiar algunas propiedades de los conjuntos
S5, S,y S

Consideramos primero el caso en que n es primo, y luego el caso en que
n es compuesto



Recordatorio: caracterizando S,,S."y S,

Proposicién 1

Si n > 3 es primo, entonces S, = Z;,.

Proposicién 2

. . _ -1
Sin>3esprimo: |S)]| = |S,| = n2
Teorema
Sea n = n1 - m, donde ni, ny > 3y ged(ni, m) = 1. Si existe a € Z;, tal que
n—1
a2z = -1 (mod n), entonces:
1 .
Sl < 51z



Recordatorio: Un test de primalidad aleatorizado

TestPrimalidad(n, k)
if n = 2 then return PRIMO
else if n es par then return COMPUESTO
else if EsPotencia(n) then return COMPUESTO
else
sea ai, ..., ax una secuencia de nimeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde {1,...,n— 1}
for i :=1 to k do
if MCD(a;, n) > 1 then return COMPUESTO
else b := EXP(a;, %5%, n)
neg:=0
for i :=1 to k do
if by = —1 mod n then neg:= neg+1
else if b; 1 mod n then return COMPUESTO
if neg = 0 then return COMPUESTO
else return PRIMO



Outline

Test de primalidad: tercera versién (final)



Test de primalidad: probabilidad de error

TestPrimalidad se puede equivocar de dos formas:

Suponga que n > 3 es primo. En este caso TestPrimalidad da una
respuesta incorrecta si b; = 1 mod n para todo i € {1,..., k}

Dado que |S;| =[S, | = 5t
La probabilidad de que para un nimero a elegido con distribucién
n—1
uniforme desde {1,...,n—1} setengaque a 2 =1modnes }

Por lo tanto, la probabilidad de que TestPrimalidad diga

COMPUESTO para n > 3 primo es (%)k



Test de primalidad: probabilidad de error

Suponga que n es compuesto, n es impar y n no es de la forma m*

con £ >2

Si n es par o n es de la forma m® con /¢ > 2, entonces
TestPrimalidad da la respuesta correcta COMPUESTO

Tenemos entonces que n=ny - m con n1 >3, m >3y ged(n,m) =1

Ademds debe existir a € {1,...,n— 1} tal que ged(a, n) =1

y a7 = —1modn
Si esto no es cierto TestPrimalidad retorna COMPUESTO, dado
que si TestPrimalidad logra llegar a la dltima instruccién if
entonces neg necesariamente es igual a 0



Test de primalidad: probabilidad de error

Concluimos que [S,| < 1 - |Z;|

Por la caracterizacién que dimos de S, para n compuesto

Vamos a utilizar este resultado para acotar la probabilidad de error:

K
Pr((/\gcd(ai,n) =1A(bi=1modnV b = —1mod n)) A

i=1
( bj = —1mod n))
1

=

J



Test de primalidad: probabilidad de error

Tenemos que:

K
Pr((/\gcd(ai,n) =1A(bi=1modnV b = —1mod n)> A
i=1

(\k/bj = flmodn)) <

j=1
K
Pr(/\gcd(a;7 n)=1A(bj=1modnV b = —1mod n))

i=1

Por lo tanto sélo necesitamos una cota superior para la dltima
expresion.



Test de primalidad: probabilidad de error
Tenemos que:

K
Pr(/\gcd(a,-, n)=1A(bi=1modnV b = —1mod n))
i=1

k
[ [ Pr(gcd(ai, n) =1 A (b = 1mod n v bi = —1 mod n))

i=1

K
H Pr((bi = 1mod nV bj = —1mod n) | ged(ai, n) = 1)-
i=1
Pr(gcd(ai, n) = 1)
k
H Pr((bi = 1mod nV b; = —1mod n) | ged(a;, n) = 1)

i=1

k k 1 1
HPr(a;GSn|a;€Z,’§)§H = %
i1

i=1

IA

N |



Test de primalidad: probabilidad de error

Concluimos que la probabilidad de que el test diga PRIMO para el

) K
valor compuesto n estd acotada por (1)

En ambos casos (si n es primo o compuesto) la probabilidad de error del
1\ k

algoritmo estd acotada por (5)

iSi k = 100, est4 probabilidad est4 acotada por (3)'™ ~ 7.9 x 10731



Outline

Anilisis de caso promedio: Quicksort



Analizando la complejidad de un algoritmo

Hasta ahora sélo hemos analizado la complejidad de un algoritmo
considerando el peor caso.

También tiene sentido estudiar la complejidad del algoritmo A en el caso
promedio, el cual estd dado por la siguiente expresién:

o (3 diempo, )

wexn

donde k=|X|yX"={weX"||w|=n}



El caso promedio de un algoritmo

La definicién anterior asume que todas las entradas posibles son
equiprobables (i.e. distribuyen uniforme).

Esto podria no reflejar la distribucién de las entradas en la préctica

Para solucionar este problema podemos usar otras distribuciones de
probabilidad.



El caso promedio de un algoritmo

Suponemos que para cada n € N hay una distribucién de probabilidades:

Pr,(w) es la probabilidad de que w € L" aparezca como entrada de A

Nétese que Z Pro(w) =1

wexn

Ejemplo
Para la definicién de caso promedio en las transparencias anteriores tenemos
que Pr,(w) = % con k = |Z|



El caso promedio de un algoritmo
Para definir el caso promedio, para cada n € N usamos una variable
aleatoria X, tal que para cada w € X" se tiene que
Xn(w) = tiempo 4(w)

Para las entradas de largo n, el nimero de pasos de A en el caso promedio
es el valor esperado de la variable aleatoria X,:

E(X)) = Y Xo(w):Pra(w)

wexn

Definicién: Complejidad en el caso promedio
Decimos que A en el caso promedio es O(f(n)) si E(X,) € O(f(n))



Sobre las definiciones de peor caso y caso promedio

Notacion
Las definiciones de peor caso y caso promedio pueden ser modificadas para
considerar las notaciones © y Q

Simplemente reemplazando O(f(n)) por ©(f(n)) u Q(f(n)),
respectivamente

Por ejemplo, decimos que A en el caso promedio es ©(f(n)) si
E(X,) € ©(f(n))



Un ejemplo: el algoritmo de ordenacién Quicksort

Quicksort es un algoritmo de ordenacién muy utilizado en la practica.

La funcién clave para la definicién de Quicksort:

Particion(L, m, n)

pivote := L[m]

i:=m

for j:=m+1to ndo

if L[j] < pivote then

i=i+1
intercambiar L[i] con L[]

intercambiar L[m] con L[]

return |

Nétese que en la definicién de Particidn la lista L es pasado por referencia.



Un ejemplo: el algoritmo de ordenacién Quicksort

La definicién de Quicksort:

Quicksort(L, m, n)
if m < n then
¢ := Particion(L, m, n)
Quicksort(L, m, ¢ — 1)
Quicksort(L, £+ 1, n)

Vamos a contar el niimero de comparaciones al medir la complejidad de
Quicksort.

i Es esta una buena medida de complejidad ?



i Cual es la complejidad de Quicksort?

Si Particion siempre divide a una lista en dos listas del mismo tamafio,
entonces la complejidad de Quicksort estaria dada por la siguiente ecuacién
de recurrencia:

1 n=20

Tin) = 2-T([5])+c-n n>1

Dado que ¢ - n € ©(n'®2(?), concluimos usando el Teorema Maestro que

T(n) € ©(n - log,(n))

i Qué nos asegura que Particiéon divide a una lista en dos listas del mismo
tamaifio?



i Cual es la complejidad de Quicksort?

Ejercicio
1. Dada una lista con n elementos, jcudl es el peor caso para Quicksort?

2. Demuestre que Quicksort en el peor caso es O(n?)
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