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Recordatorio: Tercera version del test de primalidad

Vamos a disefiar un test de primalidad considerando los conjuntos:

n—1

{a€Z,|a? =1 (modn)}

{a€Zy| a7 =1 (mod n)}

5+
Sn

Asi, podemos definir S, a partir de estos conjuntos:

So = S;TuUS;

Para hacer esto necesitamos estudiar algunas propiedades de los conjuntos
S5, S,y S

Consideramos primero el caso en que n es primo, y luego el caso en que
n es compuesto



Recordatorio: caracterizando S,,S."y S,

Proposicién 1

Si n > 3 es primo, entonces S, = Z;.

Proposicién 2
n—1
2

Sin>3esprimo: |Sf| = |S,| =



Outline

Test de primalidad: tercera versién (cont.)



Una propiedad fundamental de S, para n compuesto

Teorema

Sea n= ny - no, donde ni,m > 3y ged(ni, m) = 1. Si existe a € Z;, tal que
n—1

a2z = -1 (mod n), entonces:

1Sal < 5 |Za]

1
2

Para demostrar el teorema necesitamos el Teorema Chino del resto.



Para recordar: un teorema muy util

Teorema Chino del Resto

Suponga que ged(m, n) = 1. Para todo ay b, existe c tal que:

c = a (mod m)

c = b (modn)

Demostracién
Dado que gcd(m, n) = 1, existen d y e tales que:
n-d=1 (mod m)

m-e=1 (mod n)

Seac=a-n-d+b-m-e. Se tiene que:
c=a (mod m)

c=b (mod n)



La demostracion del teorema inicial

Teorema
Sea n = ny - ny, donde ny, n> > 3y ged(ny, n2) = 1. Si existe a € Zj, tal que
n—1
a2z = -1 (mod n), entonces:
1 *

S < 2ozl
Demostracion
Suponga que a € Z y aT =1 (mod n)

Por Teorema Chino del Resto, existe b tal que:

b = a (mod m)
b = 1 (mod m)

Entonces: a=a-m+byl=p-m+b
Por lo tanto ged(b,n) =1,yaquen=n1-my aé€ Z,



Teorema

Sea n = ny - ny, donde ny, n> > 3y ged(ny, n2) = 1. Si existe a € Zj, tal que

n—1

a2z = -1 (mod n), entonces:

|Snl

Demostracién

Ademads, tenemos que:

n—1

b2

| N
N

o L
|

<

Dado que n = n; - np concluimos que:

n—1
b2
n—1

b2

N =

La demostracion del teorema inicial

|Za|

-1  (mod m)
1 (mod )

(mod n)
(mod n)



La demostracion del teorema inicial

Teorema
Sea n = ny - ny, donde ny, n> > 3y ged(ny, n2) = 1. Si existe a € Zj, tal que
n—1
a2z = -1 (mod n), entonces:
1 *
S < 31z

Demostracién

Sea ¢ = (b mod n). Concluimos que ¢ € S, y ¢ € Z;,. Es decir:
S, ¢ Z,

Pero se tiene que (Sn, -) es un subgrupo de (Z;,-) (¢Por qué?)

Entonces por Teorema de Lagrange:

1 *
1S < 5 - 23]



Un test de primalidad aleatorizado

Ya tenemos los ingredientes esenciales para el test de primalidad

Sélo nos falta implementar algunas funciones auxiliares

Necesitamos desarrollar un algoritmo eficiente para determinar si un ndimero
n es la potencia (no trivial) de otro nimero.



Verificando si un ndmero es la potencia de otro

Primero necesitamos una funcién para calcular n*

Usamos el algoritmo de exponenciacién rdpida pero sin considerar
el médulo

EXP(n, k)

if k =1 then return n

else if k es par then
val :== EXP(n, &)
return val - val

else
val := EXP(n, 551)
return val- val- n



Verificando si un ndmero es la potencia de otro

Dado un nidmero natural n > 2, la siguiente funcién verifica si existen

m, k € N tales que k > 2y n=m*

EsPotencia(n)
if n < 3 then return no
else
for k := 2 to |log,(n)]| do
if TieneRaizEntera(n, k, 1, n) then return si
return no



Verificando si un ndmero es la potencia de otro

La siguiente funcién verifica si existe m € {i,...,j} tal que n = m*

Vale decir, la llamada TieneRaizEntera(n, k, 1, n) verifica si n tiene

raiz k-ésima entera

TieneRaizEntera(n, k, i, j)
if i = j then
if EXP(/, k) = n then return sf
else return no
else if i < j then
pi=[%]
val := EXP(p, k)
if val = n then return si
else if val < n then return TieneRaizEntera(n, k, p+ 1, j)
else return TieneRaizEntera(n, k, i, p — 1)
else return no



La complejidad de EsPotencia

Consideramos la multiplicacién de nimeros enteros como la operacién
basica a contar

Tenemos que:

En el peor caso EsPotencia(n) realiza (|log,(n)| - 1) llamadas a la
funcién TieneRaizEntera

Existe ¢ € N tal que la llamada TieneRaizEntera(n, k, 1, n) realiza en
el peor caso a lo més c - log,(n) llamadas a la funcién EXP

EXP(n, k) en el peor caso es O(log,(k))



La complejidad de EsPotencia

Concluimos que EsPotencia(n) en el peor caso es O([log,(n)]?)

Vale decir, EsPotencia en el peor caso es de orden polinomial en el tamaiio
de la entrada

Se puede llegar a la misma conclusién si consideramos todas las
operaciones realizadas por EsPotencia



Un test de primalidad aleatorizado

El siguiente algoritmo aleatorizado determina si un ndimero entero n > 2 es
primo.

El algoritmo recibe como entrada un valor entero k > 1 que es usado para
controlar la probabilidad de error.



Un test de primalidad aleatorizado

TestPrimalidad(n, k)
if n = 2 then return PRIMO
else if n es par then return COMPUESTO
else if EsPotencia(n) then return COMPUESTO
else
sea ai, ..., ax una secuencia de nimeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde {1,...,n— 1}
for i :=1 to k do
if MCD(a;, n) > 1 then return COMPUESTO
else b := EXP(a;, %5%, n)
neg:=0
for i :=1 to k do
if by = —1 mod n then neg:= neg+1
else if b; 1 mod n then return COMPUESTO
if neg = 0 then return COMPUESTO
else return PRIMO



Test de primalidad: probabilidad de error

TestPrimalidad se puede equivocar de dos formas:

Suponga que n > 3 es primo. En este caso TestPrimalidad da una
respuesta incorrecta si b; = 1 mod n para todo i € {1,..., k}

Dado que |S;| =[S, | = 5t
La probabilidad de que para un nimero a elegido con distribucién
n—1
uniforme desde {1,...,n—1} setengaque a 2 =1modnes }

Por lo tanto, la probabilidad de que TestPrimalidad diga

COMPUESTO para n > 3 primo es (%)k



Test de primalidad: probabilidad de error

Suponga que n es compuesto, n es impar y n no es de la forma m*

con £ >2

Si n es par o n es de la forma m® con /¢ > 2, entonces
TestPrimalidad da la respuesta correcta COMPUESTO

Tenemos entonces que n=ny - m con n1 >3, m >3y ged(n,m) =1

Ademds debe existir a € {1,...,n— 1} tal que ged(a, n) =1

y a7 = —1modn
Si esto no es cierto TestPrimalidad retorna COMPUESTO, dado
que si TestPrimalidad logra llegar a la dltima instruccién if
entonces neg necesariamente es igual a 0



Test de primalidad: probabilidad de error

Concluimos que [S,| < 1 - |Z;|

Por la caracterizacién que dimos de S, para n compuesto

Vamos a utilizar este resultado para acotar la probabilidad de error:

K
Pr((/\gcd(ai,n) =1A(bi=1modnV b = —1mod n)) A

i=1
( bj = —1mod n))
1

=

J



Test de primalidad: probabilidad de error

Tenemos que:

K
Pr((/\gcd(ai,n) =1A(bi=1modnV b = —1mod n)> A
i=1

(\k/bj = flmodn)) <

j=1
K
Pr(/\gcd(a;7 n)=1A(bj=1modnV b = —1mod n))

i=1

Por lo tanto sélo necesitamos una cota superior para la dltima
expresion.



Test de primalidad: probabilidad de error
Tenemos que:

K
Pr(/\gcd(a,-, n)=1A(bi=1modnV b = —1mod n))
i=1

k
[ [ Pr(gcd(ai, n) =1 A (b = 1mod n v bi = —1 mod n))

i=1

K
H Pr((bi = 1mod nV bj = —1mod n) | ged(ai, n) = 1)-
i=1
Pr(gcd(ai, n) = 1)
k
H Pr((bi = 1mod nV b; = —1mod n) | ged(a;, n) = 1)

i=1

k k 1 1
HPr(a;GSn|a;€Z,’§)§H = %
i1

i=1

IA

N |



Test de primalidad: probabilidad de error

Concluimos que la probabilidad de que el test diga PRIMO para el

) K
valor compuesto n estd acotada por (1)

En ambos casos (si n es primo o compuesto) la probabilidad de error del
1\ k

algoritmo estd acotada por (5)

iSi k = 100, est4 probabilidad est4 acotada por (3)'™ ~ 7.9 x 10731
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