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Recordatorio: Un primer ingrediente

Pequeino Teorema de Fermat

Sea p un niimero primo. Si a € {0,...,p — 1}, entonces
> =a (mod p)

Corolario

Sea p un niimero primo. Si a € {1,...,p — 1}, entonces

'=1 (mod p)



Recordatorio: Primera version de un test de primalidad

El test de primalidad que vamos a estudiar estd basado en estas propiedades

(n>2):
1. Sinesprimoya€e{l,...,n— 1}, entonces
a"'=1 (mod n)
2. Si n es compuesto, entonces existe a € {1,...,n — 1} tal que

a"'#£1 (mod n)



Recordatorio: Test de primalidad: primera version

Para n > 2, defina el conjunto Z; como:
Z, = {ae{l,...,n—1}|gecd(a,n) =1}
Es decir, Z;, es el conjunto de todos los primos relativos de n que son

menores que él.

Suponga que n es compuesto. Luegosi a € {1,...,n— 1} — Z;,, entonces
a" ' #1 (mod n).

Test de primalidad entonces depende de qué tan grande es Z;.

Supongamos que |Z}] < LgJ para cada nimero compuesto n > 2.



Recordatorio: primera versién

TestPrimalidad1(n)

sea a un ndmero elegido de manera uniforme desde {1, ...

if EXP(a,n—1,n) #1

then return COMPUESTO
else

return PRIMO

7”71}



Recordatorio: Versién mejorada

TestPrimalidad2(n, k)
sea ai, ..., ax una secuencia de niimeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde {1,...,n— 1}
for i :=1to k do
if EXP(ai,n—1,n)#1
then return COMPUESTO
return PRIMO



Recordatorio: La funcién ¢ de Euler

Considere la funcién de Euler ¢ : N — N definida como

0 n=1

ol = 1Zz n>1

Teorema
n
o) < Q('ogg(logz(n))>

Conclusién

Para cada nimero n, el conjunto Z}, tiene un nimero de elementos cercano
an

No es cierto que |Z;| < LgJ para cada nimero compuesto n > 2

No podemos basar nuestro test en los elementos del
conjunto ({1,...,n—1} —7Z})



Outline

Test de primalidad: segundo intento



Test de primalidad: segunda version

Una observacién importante: si n es compuesto, entonces puede existir
a€Z;tal que a™ ! #1 (mod n)

Por ejemplo: 3 mod16 = 11

En lugar de considerar Z;, en el test de primalidad, consideramos:

J, = {aezZi|a"'=1 (mod n)}

Si demostramos que para cada nimero compuesto n se tiene que
|Jo| < 3 |Zy)|, entonces tenemos un test de primalidad.

Puesto que para p primo: |J,| =|Z;| =p—1



Test de primalidad: segunda version

Recuerde que en nuestros algoritmos consideramos n > 2

TestPrimalidad3(n, k)
sea ai, ..., ax una secuencia de niimeros elegidos de

manera uniforme e independiente desde {1, ...

for i :=1to k do
if MCD(a;, n) > 1 then return COMPUESTO
else
if EXP(ai,n—1,n)#1
then return COMPUESTO
return PRIMO

,n—1}



Algunas consideraciones sobre TestPrimalidad3

Ejercicio
1. Demuestre que TestPrimalidad3 funcionan en tiempo polinomial.

2. Suponiendo que para cada niimero compuesto n se tiene que
|Jn| < % -|Z}|, demuestre que la probabilidad de error de

TestPrimalidad3 es menor o igual a (%)k

i Qué enfoque podriamos usar para demostrar que |J,| < % -|Z}| para cada
ndmero n compuesto?



Outline

Teoria de grupos



Teoria de grupos

Definicién
Un conjunto G y una funcién (total) o: G X G — G forman un grupo si:

1. (Asociatividad) Para cada a, b,c € G:
(aob)oc=ao(boc)
2. (Elemento neutro) Existe e € G tal que para cada a € G:
ace=eoca=a
3. (Inverso) Para cada a € G, existe b € G:
aob=boa=e
Propiedades basicas

Neutro es tnico: Si e; y e satisfacen 2, entonces e; = &

Inverso de cada elemento a es tnico: Siaob=boa=-c¢ey
aoc=coa=e, entonces b=c



Teoria de grupos: algunos ejemplos

Ejercicios

Muestre que los siguientes son grupos:
1. (Zn,+), donde Z, = {0,1,...,n— 1} y + es la suma en médulo n
2. (Z},-), donde - es la multiplicacién en médulo n

3. (Jn,-), donde - es la multiplicacién en médulo n



Teoria de grupos: subgrupos

Definicion
(H, o) es un subgrupo de un grupo (G,0), para® C H C G, si (H,o0) es
un grupo.

Ejercicio
Demuestre que (J,, ) es un subgrupo de (Z;, )

Propiedades basicas
Si e; es el neutro en (G,0) y & es el neutro de (H, o), entonces e; = &

Para cada a € H, si b es el inverso de a en (G,0) y c es el inverso de a
en (H, o), entonces c = b



Teoria de grupos: una propiedad fundamental

Teorema de Lagrange

Si (G, o) es un grupo finito y (H, o) es un subgrupo de (G, o), entonces |H]|
divide a |G|

Why are numbers beautiful? It's like
asking why is Beethoven's Ninth
Symphony beautiful. If you don't see
why, someone can't tell you. | know

numbers are beautiful. If they aren't
beautiful, nothing is.

— Paul Erdos —

AZQUOTES




Teorema de Lagrange: demostracién

Demostracion

Suponga que e es el elemento neutro de (G,0) y a~! es el inverso de a en
(G,0)

Sea ~ una relacién binaria sobre G definida como:

a~bsiysélosiboaleH

Lema

~ es una relacién de equivalencia.



Teorema de Lagrange: demostracién del primer lema

Lema

~ una r ién binari r ini mo:
Sea a relacién binaria sobre G definida como
a~bsiysélosiboaleH

~ es una relacién de equivalencia.

Demostracién
(Refleja) a~ ayaqueaca '=eyecH.
(Simétrica) Suponga que a ~ b. Demostramos que b ~ a.

Dado que a ~ b: boa~! € H, tenemos que demostrar que ao b~! € H.
pause Tenemos que:

(boa~")o(aob™)

(bo(a toa))ob™
= (boe)o bt
bob™*

= e



Teorema de Lagrange: demostracién del primer lema
Lema
Sea ~ una relacién binaria sobre G definida como:
a~bsiysélosiboaleH

~ es una relacién de equivalencia.

Demostracién

De la misma forma concluimos que (ao b~ ') o(boa™') = e. Por lo tanto,
(boa ') P=aob .

Concluimos que ao b~ ! estd en H, ya que (H, o) es un subgrupo
de (G, o).



Teorema de Lagrange: demostracién del primer lema

Lema

Sea ~ una relacién binaria sobre G definida como:
a~bsiysélosiboaleH

~ es una relacién de equivalencia.

Demostracién

(Transitiva) Suponga que a~ by b ~ c. Tenemos que demostrar que
a~c.

Por hipétesis: boa™t € Hy cob™! € H. Tenemos que demostrar que
coaleH.

Pero (cob™)o(boa')=coa'yoescerradaen H.

Por lo tanto: coa ' e H O



Teorema de Lagrange: demostracién

Demostracién

Sea [a]~ la clase de equivalencia de a € G bajo la relacién ~

Lema
1. [e]l~=H
2. Para cada a,b € G: [[a]~| = |[b]~]

Del lema se concluye el teorema (!). Puesto que las clases de equivalencia
de ~ particionan G.



Teorema de Lagrange: demostracién del segundo lema

Lema

Sea [a]~ la clase de equivalencia de a € G bajo la relacién ~. Luego:
1. [e]l.=H
2. Para cada a,b € G: [[a]~| = |[b]~]

Demostracién

1. Se tiene que:

a € [e]~ e~a
aoceleH
aoec H

aceH

tt09

2. Sean a,b € G, y defina la funcién f de la siguiente forma:

f(x) = xo(a'ob)



Teorema de Lagrange: demostracién del segundo lema

Lema

Sea [a]~ la clase de equivalencia de a € G bajo la relacién ~. Luego:

1. [e]l.=H

2. Para cada a,b € G: [[a]~| = |[b]~]

Demostracién
Se tiene que:

x € [a]~

R I

an~x
xoateH
(xoa')oecH
(xoa Ho(bob™)cH
(xo(atob))obtecH
f(x)ob™t e H

b~ f(x)

f(x) € [b]~



Teorema de Lagrange: demostracién del segundo lema

Lema

Sea [a]~ la clase de equivalencia de a € G bajo la relacién ~. Luego:
1. [e]l.=H
2. Para cada a,b € G: [[a]~| = |[b]~]

Demostracién

Por lo tanto: f : [a]~ — [b]~.

Vamos a demostrar que f es una biyeccién, de lo cual concluimos que

|[a]~| = [b]~]-



Teorema de Lagrange: demostracién del segundo lema

Lema

Sea [a]~ la clase de equivalencia de a € G bajo la relacién ~. Luego:
1. [e]l.=H
2. Para cada a,b € G: [[a]~| = |[b]~]

Demostracién

fes1-1:
f(x)=f(y) = xo(alob)=yo(atob)

= (xo(atob))o(btoa)=
(yo(atob))o(btoa)

= xo(alo(bob )oa)=
yo(ato(bobt)oa)

= xo((atoe)oa)=yo((atoe)oa)

= xo(aloa)=yo(atoa)

= xoe=yoe

= x=y



Teorema de Lagrange: demostracién del segundo lema

Lema

Sea [a]~ la clase de equivalencia de a € G bajo la relacién ~. Luego:
1. [e]l.=H
2. Para cada a,b € G: [[a]~| = |[b]~]

Demostracién

f es sobre:

y € [b]~ b~y
yobleH
(yob)o(aoa)eH
(yobHoa)oateH
a~((yob)oa)

((yob™)oa) € [al~

A



Teorema de Lagrange: demostracién del segundo lema

Lema

Sea [a]~ la clase de equivalencia de a € G bajo la relacién ~. Luego:
1. [e]l.=H
2. Para cada a,b € G: [[a]~| = |[b]~]

Demostracién
Sea x = ((y o b™') 0 a). Tenemos que:

f(x) = xo(altob)
((vob™)oa)o(a=tob)
yo(blo(aoa)ob)
yo((b~toe)ob)
yo(b~tob)

yoe

= Yy



Test de primalidad: segunda versién (continuacién)

Dejamos pendiente la siguiente pregunta:

R: Usamos el Teorema de Lagrange.
Dado que (Ja, ) es un subgrupo de (Z;,-):
Si existe a € (Z;, ~ Jn), entonces |J,| <

3123



Test de primalidad: segunda versién (continuacién)

Definicidon

Un nidimero n es de Carmichael si n > 2, n es compuesto y |Jy| = |Z;|

Ejemplo
561, 1105 y 1729 son ndmeros de Carmichael.

Teorema (Alford-Granville-Pomerance)

Existe un ndmero infinito de niimeros de Carmichael.
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