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Recordatorio: Calculo de maximo comun divisor

Se cumple la siguiente identidad para a > O:

b=0

ged(a, b) =
ged(b,amodb) b >0

Usamos esta identidad para generar un algoritmo para calcular el maximo
comun divisor, el cual es conocido como Algoritmo de Euclides:

MCD(a, b)
if a=0 and b = 0 then return error
else if a = 0 then return b
else if b = 0 then return a
else if a > b then return MCD(b, amod b)
else return MCD(a, b mod a)

i Cudl es la complejidad del algoritmo ?



Recordatorio: Inverso modular

Definicién
Parane Ny a b€ Z—{0}. Decimos que b es el inverso de a en médulo
nsi

a-b=1 (mod n)
Teorema
SeaneNyaeZ—{0}. Luego a tiene inverso en médulo n si y sdlo si
ged(a,n) =1

Identidad de Bézout
Para cada a, b € N tales que a # 0 o b # 0, existen s, t € Z tales que:

ged(a,b) = s-a+t-b



Outline

Algoritmo extendido de Euclides



i Como podemos calcular el inverso modular?

Sabemos que MCD es un algoritmo eficiente para calcular el maximo

comun divisor entre dos niimeros.
iPero este algoritmo puede hacer mas! Puede ser extendido para calcular s

y t tales que
ged(a,b) =s-a+t-b

Vamos a usar este algoritmo para calcular inversos modulares



El Algoritmo Extendido de Euclides

Suponga que a > b, y defina la siguiente sucesién:

rh = a
n = b
Fi+1 = ri—1 mod ti (I Z 2)

y calculamos esta sucesién hasta un nimero k tal que r, = 0.

i A qué corresponde el valor r_q ?

R: r—1 = ged(a, b)



El Algoritmo Extendido de Euclides

Al mismo tiempo podemos ir calculando dos sucesiones s;, t; tales que:

rr = si-at+t-b

Tenemos que:
ged(a,b) = rk—1 = sk—1-a+ tk—1- b

Sean:
so=1 to =
s1=0 tHh=1
Se tiene que:
rnh = s-att-b

n = s-at+ti-b



El Algoritmo Extendido de Euclides

ri_
’r_lJ - r; + ri_1 mod r;, tenemos que:
i

ri—i
ri-1 = — | - fi+rit1

Dado que ri—1 = {

Por lo tanto:

i

Si—1-a+ti—1-b = Vir_lJ ~(si-a+ti-b)+ riy1

Concluimos que:

rivn = (Si-1— V‘;lJ -si)-a+(tio1— V-;IJ “tj)-b

i i

Definimos entonces:

ri—1
Siv1 =  Si—1 — © S
ri
ri—1
tivi = ti-1— -t
ri




El Algoritmo Extendido de Euclides

Ejemplo

Vamos a usar el algoritmo para a=60y b =13

Inicialmente:

r0:60
I’1:13

Entonces tenemos que:
[p)
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ta

so=1 th=0
s1=0 =1
romod
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El Algoritmo Extendido de Euclides

Ejemplo
[Continuacién] Por lo tanto:

rn=2~8 s5=1 th = —4

Y el proceso continua:

r=>5 s3=—1 t3 =5

n=3 Sp =2 ty = —9
s =2 ss = —3 ts = 14
=il =5 ts = —23
rr=20 s7 = —13 t;7 = 60

Tenemos que: 1 =5-60+ (—23)-13



El Algoritmo Extendido de Euclides y el inverso modular

Dados dos niimeros naturales ay n, con n > 2, si el inverso de a en médulo
n existe el siguiente algoritmo lo retorna, y en caso contrario indica que no
existe.

Inverso(a, n)
if MCD(a, n) > 1 then no_existe_inverso

else
Sy = 1
to:=0
S = 0
tp =1
hh =



El Algoritmo Extendido de Euclides y el inverso modular

while n > 1 do

aux.s 1= sq — H’J -5

Sy :— S1

S1 1= aux.s

aux_t := ty — {%‘I’J -t
to =11

t1 = aux_t

h ' =n

n:=s-n+1t-a
return t;



Outline

Test de primalidad: primer intento



Un problema fundamental: verificacién de primalidad

Vamos a ver un algoritmo aleatorizado para verificar si un nimero es
primo.

Este algoritmo es mucho mas eficiente que los algoritmos sin
componentes aleatorias para este problema

El ingrediente fundamental para el algoritmo es el uso de aritmética
modular.



Un primer ingrediente

Pequeino Teorema de Fermat

Sea p un niimero primo. Si a € {0,...,p — 1}, entonces

p

a”=a (mod p)



Un primer ingrediente

Corolario

Sea p un nimero primo. Si a € {1,...,p — 1}, entonces

a”'=1 (mod p)

Demostracién

Por teorema anterior sabemos que

p

a®>=a (mod p)

Por lo tanto, existe « € Z tal que



Un primer ingrediente

Demostracién

Dado que a | (a” — a), se tiene que a | (a - p)

Por lo tanto, dado que a € {1,...,p— 1} y p es un niimero primo, se
concluye que a | a.
Entonces (a”' — 1) = 2 - p, donde < es un nimero entero.

Concluimos que a?~! = 1mod p



Test de primalidad: primera version

El test de primalidad que vamos a estudiar estd basado en estas propiedades

(n>2):
1. Sinesprimoyaec{l,...,n—1}, entonces
a"'=1 (mod n)
2. Si n es compuesto, entonces existe a € {1,...,n — 1} tal que

a"'#1 (mod n)

Demostracién
Suponga que n es compuesto. Sea a € {1,...,n— 1} tal que
ged(a, n) > 1.

Luego a no tiene inverso en médulo n.

Concluimos que
a"'#1 (mod a)

2

dado que 3"~ no puede ser inverso de a en médulo n O



Test de primalidad: primera version

Para n > 2, defina el conjunto Z; como:
Z, = {ae{l,...,n—1}|gecd(a,n) =1}

Es decir, Z;, es el conjunto de todos los primos relativos de n que son
menores que él.

Suponga que n es compuesto. Luegosi a € {1,...,n— 1} — Z;,, entonces
a"! # 1modn.

Test de primalidad entonces depende de qué tan grande es Z;.

Supongamos que |Z}] < LgJ para cada nimero compuesto n > 2.



Test de primalidad: primera version

TestPrimalidad1(n)

sea a un ndmero elegido de manera uniforme desde {1, ...

if EXP(a,n—1,n) #1

then return COMPUESTO
else

return PRIMO

7”71}



Algunas propiedades de TestPrimalidad1

Ejercicios
Recuerde que estamos suponiendo que |Z;| < | 2| para cada nimero
compuesto n > 2

1. Demuestre que la probabilidad de error de TestPrimalidadl es menor o

. 1
igual a 5

2. Demuestre que TestPrimalidadl funcionan en tiempo polinomial.

Recuerde que el tiempo es medido en funcién del tamafio de la
entrada, que en este caso es |log,(n)| + 1 si suponemos que la
entrada estd dada como una palabra sobre el alfabeto {0, 1}

3. De un algoritmo que reciba como pardmetros a dos niimeros enteros
n>2y k>1,ydetermina si n es un nimero primo con probabilidad

. K
de error menor o igual a (1)



Una solucién al tercer ejercicio

TestPrimalidad2(n, k)
sea ai, ..., ax una secuencia de niimeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde {1,...,n— 1}
for i :=1to k do
if EXP(ai,n—1,n)#1
then return COMPUESTO
return PRIMO



i Pero la probabilidad de error de TestPrimalidad2 esta
bien acotada?

Supusimos que |Z;| < | 2] para cada niimero compuesto n > 2

Considere la funcién de Euler ¢ : N — N definida como



Una cota inferior para la funcién ¢ de Euler

Teorema

¢(n) € Q(W)

Conclusién

Para cada nimero n, el conjunto Z;, tiene un niimero de elementos cercano
an

No es cierto que |Z}| < LgJ para cada nimero compuesto n > 2

No podemos basar nuestro test en los elementos del
conjunto ({1,...,n—1} —Z})
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