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Recordatorio: Multiplicacién de polinomios

[P(X) (a0, -, an-1) o(r’) [P(X) = {(vo, p(w0)), -+ (van—1, P(van—1))}

q(x) = {(w, g9(w)), ..., (V2n17q(V2nl))}]

4

O(n)

p(x) - q(x) = {(v, p(w0) - 4(v0)), .-
o(n?) <oy (van—1, p(v2n-1) - q(vn-1))}




Recordatorio: Transformada rapida de Fourier

p(x) — (a0,...,an1) | O(n-1oga(n)) | p(x) = {(vo, p(w)),-- -, (van1, P(van_1))}
q(x) — (bo, .-, bn—1) a(x) = {(w, 9(w)), ..., (van—1, g(van-1))}

o(n?) O(n)

Y

x) - alx "Co Con—2 p(x) - q(x) = {(vo, p(v0) - g(w)), - - -
[P( ) q(x) = (co, .- -, con )] O(n - log,(n)) s (vane1, p(van_1) - q(\,2n1))}]




Recordatorio: Raices de la unidad

Proposicién

Si w, = e n , las n-raices de la unidad
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Recordatorio: La transformada discreta de Fourier

Definicién
n—1

Sea n > 2y un polinomio p(x) = Z arx®.
k=0

La de p(x) se define como:

[p(wh), p(wr), - -, p(wn )]



Recordatorio: La descomposicién recursiva

Tenemos que:

n—1
p(x) = D ax*
k=0

o1 o1
2k 2k+1
= g axy X7+ E a2k+1 X
k=0 k=0
o1 o1
2k
= E axyu X+ Xx- g a+1 X
k=0 k=0

Definimos los polinomios:

qz) = D a2

r(z) = a1 2*



Recordatorio: La descomposicién recursiva

Tenemos entonces que

Px) = q03) + x - r(x2)

Si k € {0,...,5 — 1}, entonces tenemos que:
(w3+k)2 _ w[l]H»Zk
n 2k
Wy - Wy,
1y
= (wn)
Por lo tanto para calcular [p(w3), p(wi), - - -, p(wi™1)], basta con calcular:

[a((©2)), a((@2)2), - -, al(wd )]
[F((@2)2), (@22, r((wh )]



Recordatorio: Las g—ral'ces de la unidad

Lema

Si n > 2 es par, entonces (w?)?, (wp)?, ..., (w,,%_l)2 son las 2

5-raices de la

. . s . . n
unidad (vale decir, son la raices el polinomio x2 — 1).



Outline

DFT (cont.)

La inversa de la DFT



Outline

DFT (cont.)



La descomposicién recursiva (continuacién)

Recuerde que 3 = (ao, ..., an—1), y defina:

a = (307227...,2,772)

QL
S}
[

E} (a1, 83, ..., an-1)

W
o
I

De los resultados anteriores concluimos que para calcular DFT(3), primero
tenemos que calcular DFT(3) y DFT(a1)

i Cémo se construye DFT(3) a partir de DFT(3) y DFT(a:) ?



Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3) y DFT(3)

Sea:
DFT(50) = [U()7 uy, ..., ng_l]
DFT(51) = [Vo,vl,...,V%_l]
Para k € {0, ..., 5 — 1} tenemos que:
Yk = P(wﬁ)

= q((wk)?) +wn-r((wr)?)
= q(wg) + wh - r(wg)

K
= Ukt w, -



Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3) y DFT(3)

Ademas, para k € {0,...,5 — 1} tenemos que:

vk = plwi’)
= ql(wi ) i (i )

_ q(wn+2k) +Wn wn r(wn+2k)
q(wh - 2‘<)+(e n )5 Wk (Wl w?)
= q(1-wi)+e™ - wir(1l-wl)
= q(wi) —wh - r(wh)
K
= q(w%) —wk- r(ws)

k
= Uk — w, - V%



Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3) y DFT(3)

Resumiendo, para k € {0,..., 5 — 1} tenemos que:
k
Yk = Ukt wp, - Vk
k
Ya+k = Uk —Wp - Vk

Para tener un algoritmo recursivo para calcular DFT sélo nos falta el caso
base.

Consideramos n = 2 y un polinomio p(x) = ap + aix



Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3) y DFT(3)

Tenemos que

pw3) = ao+ar-w) = a+a

plwy) = ao+ai-wy = a0 —a



Un algoritmo recursivo eficiente para DFT

n—1
La entrada del algoritmo es un polinomio p(x) = Z ax
k=0

Este polinomio es representado por el vector 3 = (ao,

Suponemos ademds que n > 2 y n es una potencia de 2.

El algoritmo se llama la

Fue propuesto por Cooley & Tukey (1965).

...,a,,_1)



Un algoritmo recursivo eficiente para DFT

FFT(B(), ey anfl)
if n =2 then
Yo =ao+ a1
Y1 =ao—a
return [y, yi]

else
[UO, ceuy Ug,l] = FFT(ao7 ceny anfz)
[vo,. .. ,2v§_1] =FFT(a1,...,an-1)
wpi=e€n
a:=1

for k:=0to 5 —1do
Yk = Uk + - v
ng = Uk — Q- Vg
Q= Q- Wy

return [yo, ..., Yn—1]



Algunos comentarios sobre FFT

Ejercicios
1. Demuestre que FFT funciona en tiempo O(n - log,(n)), donde n es el
grado del polinomio de entrada.

2. Sea p(x) un polinomio representado como 3 = (ag, ..., an—1), donde n
no es una potencia de 2.

Para evaluar p(x) en n puntos haga lo siguiente:
(i) Defina b= (ao,...,an-1,0,...,0) de largo m = 2log2(n)]
(i) Calcule FFT(b) = [yo, ..., Ym—1], y retorne [yo, ..., yn_1]

Note que este algoritmo retorna [p(w3), ..., p(wh )] en lugar de
DFT(3), y demuestre que funciona en tiempo O(n - log,(n))



La nueva situaciéon con el algoritmo FFT

largo 2n

FFT(%) = [}/07 e ,yg,,,].]
O(n - log,(n)) . FFT(b) = [z, .., Z2n-1]

V{p(x) = {((“Jgn: )/0): ceey (w§:717 _)/2!171)}

5:(30,...,3,,,1,0,.‘.70)
E:(%,.v.7bn,1,07,,,70)
p(X) = (307~~~7an—1)
q(x) — (bo,. .., bn-1)

q(X) — {(wgnv 20)7 ceey (wg,';_l, 22n71)}

O(n)

Y

(p0) a0 = (@0, c202) ) [”(X) <q(x) = {530+ 20), . ]

o (W yene1 s zon1)}

Todavia nos falta un algoritmo para calcular la inversa de la transformada
discreta de Fourier.



Outline

La inversa de la DFT



La transformada discreta de Fourier como matriz

n—1
Suponga nuevamente que p(x) = Z akx* con n > 2. Luego para cada
k=0
ke{0,...,n—1}
n—1

n—1
Yk = P(wr‘;) = Zai(wrky)' = Z aj - wy
i=0

i=0

La transformada discreta de Fourier puede ser representada entonces de la
siguiente forma en notacién matricial:

1 1 1 e 1 ao Yo
1 Wn w,2, S w,’,’fl ai 1
1 W2 wh e w2 oa =] »
1 Wit wi("_l) e w,(,"_l)("_l) an—1 Yn-1
n n— n—



La transformada discreta de Fourier como matriz

Definimos la como:
1 1 1 1
1 wn w? wh1
S PR R

1 wg_l wﬁ(nfl) . wgnfl)(nfl)

Esta matriz va a ser muy 0til al momento de definir la inversa de la
transformada discreta de Fourier.



La matrices F, y F

Para cada i,j € {1,..., n}, tenemos que
Folij] = (wp 1Y = w7070

Por lo tanto F,[i, j] = F4[j, /], de lo cual se deduce que F, es una matriz
simétrica.

Definicidon

La de una matriz A se define como
A*[i,j] = Alj, 1]

Donde b+ ¢ci = b — ¢i es el conjugado del nimero complejo b + ci

Para calcular F}; necesitamos calcular el conjugado de w



El conjugado de wX

Tenemos que:




Las matrices F, y F, (continuacién)

Tenemos entonces que para i,j € {1,...,n}:
Folij] = Falj,i]
= W
— DG
— (70U



Las matrices F, y F, (continuacién)

Lema

Sea I, la matriz identidad de tamafio n. Entonces F},-F, =n- I,.

Demostracién
Sea A=F; -F,.

Para i € {1,..., n}, tenemos que:

Ali, ] > " My {i, k] - Falk, i]

n
_ an—(l—n(k—l) -wf,k_l)‘('_l)

k=1

k=1

= n



Las matrices F, y F, (continuacién)

Demostracion
Para i,j € {1,...,n} con i # j, tenemos que:

Ali, ]

> Fulis K- Falk, j]

n
D P LR GO
k=1

n

. . k—1
= 2 ()

k=1

_ Z(w{:i)kfl

k=1

(W =1 ;

= — i Por qué?
= (¢ q )

(wpy7'—=1 ¥ -1

-1 Wi -1



F’ como una permutacién de F,

Dado i€ {1,...,n} yj€{2,...,n}, tenemos que:

)-(n+2—j—1)

Foli,n+2—j] Wit

wﬁi—1)~(n+1—j)

— DRI )
w71 = D-0)

_ (wg)i—l _wn—(i—1).(j—1)

- 11 .wn—(i—l)-(j—l)

Rl



F’ como una permutacién de F,

Para j € {2,..., n}, concluimos que:
Fal1,4] Fall,n+2—]]
F2[2vf] F"[27n+2_j]
Faln.J] Foln,n+2—j]

Vamos a usar esta propiedad para definir F;, como una permutacién de F,.



F’ como una permutacién de F,

Considere la siguiente matriz de permutacién de n x n:

1000 00
0000 1
0000 10

P, = ;

00 1 00
0 0 00
0 1 0 00



Calculando la inversa de la DFT

Teorema
Sea n 2 2, a= (ao, dly ...y a,,,l) Yy DFT(5) = [yo,yl, e 7}/,771].
Si p = (yo,¥n-1,--.,¥1), entonces:

1
E . DFT(ﬁ) = [ag,al,...,an_l]



La demostracion del teorema

Demostracién

Tenemos que:

Por lo tanto:

ao
ai
Fo- =
an—1
ao
ai
= P,-
an—1

Yo
y

Yn—1

Yo

Yn—1

Yo
Yn—1

y1



La demostracion del teorema

Demostracion

Concluimos que:

ao Yo
ai Yn—1
F,-P,-F,- ) = F,-
an—1 341

ao Yo
ai Yn—1

<
3 %
-n
3
I
-n
3



La demostracion del teorema

Demostracion

Asi, puesto que F}, - F, = n- I,, tenemos que:

ao Yo
ai Yn—1
nelh-| = F,-
dn—1 b4

De lo cual concluimos que:

ao Yo
a Yn—1

dn—1 b4



La demostracion del teorema

Demostracién

Asi, utilizando la notacién matricial para la transformada discreta de
Fourier concluimos que:

1 -
[a0,a1,...,an-1] = ;-DFT(p)



Multiplicando polinomios en tiempo O(n - log n)

largo 2n
i} FFT(3) = [yo,- .., y2n_1]
3=(a0,...,an-1,0,..., 0)} { ) =
b= (bo,... by1,0,...,0) | O loga(n) | FFT(b)= [io ----- 2001 N
p(x) — (a0, ..., an-1) {PEX : gign,)zfo;, . .,55327172,2”71;;
q(x) — (bo, ..., ba—1) q 9 20),..., 1
O(n)
p= (yo © 20, Yon—1" Z2n—1, - -4 Y1 'Z1)

p(x) - 4(x) o (con. . C2n72)J‘ O Tog,(n)) p(x) - q(x) — {gwé’;,yo ) B
ey (Wi yon—1 - z2n-1) }
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