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Recordatorio: Multiplicacién de polinomios

[P(X) (a0, -, an-1) o(r’) [P(X) = {(vo, p(w0)), -+ (van—1, P(van—1))}

q(x) = {(w, g9(w)), ..., (V2n17q(V2nl))}]

4

O(n)

p(x) - q(x) = {(v, p(w0) - 4(v0)), .-
o(n?) <oy (van—1, p(v2n-1) - q(vn-1))}




Recordatorio: transformada rapida de Fourier

p(x) — (a0,...,an1) | O(n-1oga(n)) | p(x) = {(vo, p(w)),-- -, (van1, P(van_1))}
q(x) — (bo, .-, bn—1) a(x) = {(w, 9(w)), ..., (van—1, g(van-1))}

o(n?) O(n)

Y

x) - alx "Co Con—2 p(x) - q(x) = {(vo, p(v0) - g(w)), - - -
[P( ) q(x) = (co, .- -, con )] O(n - log,(n)) s (vane1, p(van_1) - q(\,2n1))}]




Recordatorio:

La formula de Euler

(1,0)

- & - -
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Raices de la unidad



Las raices de la unidad

Dado n > 1, queremos encontrar las n raices del polinomio p(x) = x" — 1
Sabemos que este polinomio tiene n raices en los niimeros complejos.

Llamamos a estos elementos las

El componente basico para definir las n-raices de la unidad es:

2mi

whp = en



Las raices de la unidad

Proposicién

Las n-raices de la unidad son w9, wl, w?, ..., wi™?

Demostracion
Si k € {0,...,n— 1}, tenemos que:
n 2mi n
)" = ((e™)9)
ai |
(e
(e27rf)k
(cos(2r) + isin(27))*
1k
= 1



Las raices de la unidad

Demostracion
Ademas, si 0 < k < ¢ < n— 1, entonces:

wh=wh = (eF) = (7
= (e7)F=1
2m(£—k)i
i (e n =
_ cos(2”(£’k))+ in<27r(13*/<)):1
n n
N cos(27r(€—k)>:1
n
= é_kzo puestoqueOSuSn_1
n n n
= (=k

Por lo tanto: w?, ..., w"~! son elementos distintos




Raices de la unidad: ejemplos

Ejemplo
i Cudles son las raices del polinomio x* — 1?

2mi

. Paudl ; ,
Considerando ws = e 4 = e2', tenemos que las 4-raices de la
unidad son:

0
Wy = 1
1 ™ ™ . . T 0
wy = e2' = cos(=)+isin(z) = i
2 2
2 I i\2 i s o
w; = (e2')" = ™ = cos(w) +isin(wr) = —1

wy = (e2)® = et = cos(%)—l—isin(%) = —i



Raices de la unidad: otro ejemplo

Ejemplo

i Cudles son las raices del polinomio x> — 1? Consnderando =e5 ,

Ami 67rl

tenemos que las 5-raices de la unidad son 1, e & ,€5 ,e5 ye
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La transformada discreta de Fourier

Definicién
n—1

Sea n > 2y un polinomio p(x) = Z aex®.
k=0

La transformada discreta de Fourier (DFT) de p(x) se define como:

[p(wn), p(wn), - -, p(wh )]



Calcular DFT

Recordemos que vamos a representar p(x) a través del vector

a= (ao, ceey a,,_l).

El problema a resolver es calcular de manera eficiente la DFT de p(x), la
cual denotamos como DFT(3).

Definimos yx = p(w¥) para cada k € {0,...,n — 1}, de manera tal que
queremos calcular DFT(3) = [yo, ..., Yn—1]
Ejercicio

Muestre que DFT(3) puede ser calculada en tiempo O(n?)



Calcular DFT de manera eficiente

Suponiendo que n = 2° para t € N, calculamos DFT(3) realizando los
siguientes pasos:

1. Calcular DFT(a) y DFT(a1) para dos vectores 3 y a1 de largo 3.

2. Combinar DFT(3) y DFT(31) para obtener DFT(3).

Es fundamental que el paso 2. sea realizado en tiempo O(n). ;Por qué?

Ejercicio
Muestre que si el paso 2. es realizado en ¢ - n operaciones, entonces
DFT(3) puede ser calculada en tiempo O(n - log,(n))



La descomposicién recursiva
Tenemos que:
n—1
p(x) = Zakxk
k=0

n n
a1 a1

2k 2k+1
= g ak X+ E k41 X
k=0 k=0

o1 o1
2k
= E axy X+ Xx- g a+1 X
k=0 k=0

Definimos los polinomios:

qz) = D a2

r(z) = a1 2*



La descomposicién recursiva

Tenemos entonces que

p(x) = q(x*) + x - r(x*)

Para calcular [p(wS), p(w?), - - ., p(wi™1)], tenemos entonces que calcular:

[a((wn)*); a((wn)?), - al(wn ™))
[r((wn)?), r((@n)*) - r((wn ™))

Pero si k € {0,...,2 — 1}, entonces tenemos que:
) )
F+ky2 n+2k
(w"2 ) = Wn
n 2k
= Wy * Wp



La descomposicién recursiva

Por lo tanto para calcular [p(w?), p(w}h), ..., p(wi™1)], basta con calcular:

[a((@)%), a((@h)?), - a((wd )]
[F((2)%), r(@2)), -, r((wd )]



La respuesta a la pregunta

Lema

n

. 2.1 ,

Si n > 2 es par, entonces (wp)®, (wn)?, ..., (wi ~)*son las 2-raices de la
. . s . . n

unidad (vale decir, son la raices el polinomio x2 — 1).

Demostracién

Primero tenemos que demostrar la regla de simplificacién w4 = wX para
£ > 0:

wh = (eme)t = (¥ ) = (' )" =

Dado k € {0,..., 5 — 1}, se tiene que

(w,’;)2 =wk?=w

[NEE

2 K P
2 =ws (por la regla de simplificacién)

n__
Por lo tanto, (w2)?, (w)? ..., (w2 1)2 son las 7-raices de la unidad.

n_ n__
Puesto que (w2)?, (wi)?, ..., (w? 1)2 = w%, wlg, ce W2 ! O
2



La descomposicién recursiva (continuacién)

Recuerde que 3 = (ao, ..., an—1), y defina:

a = (307227...,2,772)

QL
S}
[

E} (a1, 83, ..., an-1)

W
o
I

De los resultados anteriores concluimos que para calcular DFT(3), primero
tenemos que calcular DFT(3) y DFT(a1)

i Cémo se construye DFT(3) a partir de DFT(3) y DFT(a:) ?



Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3) y DFT(3)

Sea:
DFT(50) = [U()7 uy, ..., ng_l]
DFT(51) = [Vo,vl,...,V%_l]
Para k € {0, ..., 5 — 1} tenemos que:
Yk = P(wﬁ)

= q((wk)?) +wn-r((wr)?)
= q(wg) + wh - r(wg)

K
= Ukt w, -



Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3) y DFT(3)

Ademas, para k € {0,...,5 — 1} tenemos que:

vk = plwi’)
= ql(wi ) i (i )

_ q(wn+2k) +Wn wn r(wn+2k)
q(wh - 2‘<)+(e n )5 Wk (Wl w?)
= q(1-wi)+e™ - wir(1l-wl)
= q(wi) —wh - r(wh)
K
= q(w%) —wk- r(ws)

k
= Uk — w, - V%



Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3) y DFT(3)

Resumiendo, para k € {0,..., 5 — 1} tenemos que:
k
Yk = Ukt wp, - Vk
k
Ya+k = Uk —Wp - Vk

Para tener un algoritmo recursivo para calcular DFT sélo nos falta el caso
base.

Consideramos n = 2 y un polinomio p(x) = ap + aix



Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3) y DFT(3)

Tenemos que

pw3) = ao+ar-w) = a+a

plwy) = ao+ai-wy = a0 —a



Un algoritmo recursivo eficiente para DFT

n—1
La entrada del algoritmo es un polinomio p(x) = Z arx”
k=0

Este polinomio es representado por el vector 3 = (ao,
Suponemos ademds que n > 2 y n es una potencia de 2.
El algoritmo se llama la

Fue propuesto por Cooley & Tukey (1965).

...,a,,,l)



Un algoritmo recursivo eficiente para DFT

FFT(B(), ey anfl)
if n =2 then
Yo =ao+ a1
Y1 =ao—a
return [y, yi]

else
[UO, ceuy Ug,l] = FFT(ao7 ceny anfz)
[vo,. .. ,2v§_1] =FFT(a1,...,an-1)
wpi=e€n
a:=1

for k:=0to 5 —1do
Yk = Uk + - v
ng = Uk — Q- Vg
Q= Q- Wy

return [yo, ..., Yn—1]



Algunos comentarios sobre FFT

Ejercicios
1. Demuestre que FFT funciona en tiempo O(n - log,(n)), donde n es el
grado del polinomio de entrada.

2. Sea p(x) un polinomio representado como 3 = (ag, ..., an—1), donde n
no es una potencia de 2.

Para evaluar p(x) en n puntos haga lo siguiente:
(i) Defina b= (ao,...,an-1,0,...,0) de largo m = 2log2(n)]
(i) Calcule FFT(b) = [yo, ..., Ym—1], y retorne [yo, ..., yn_1]

Note que este algoritmo retorna [p(w3), ..., p(wh )] en lugar de
DFT(3), y demuestre que funciona en tiempo O(n - log,(n))



La nueva situaciéon con el algoritmo FFT

largo 2n

FFT(%) = [}/07 e ,yg,,,].]
O(n - log,(n)) . FFT(b) = [z, .., Z2n-1]

V{p(x) = {((“Jgn: )/0): ceey (w§:717 _)/2!171)}

5:(30,...,3,,,1,0,.‘.70)
E:(%,.v.7bn,1,07,,,70)
p(X) = (307~~~7an—1)
q(x) — (bo,. .., bn-1)

q(X) — {(wgnv 20)7 ceey (wg,';_l, 22n71)}

O(n)

Y

(p0) a0 = (@0, c202) ) [”(X) <q(x) = {530+ 20), . ]

o (W yene1 s zon1)}

Todavia nos falta un algoritmo para calcular la inversa de la transformada
discreta de Fourier.
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