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Multiplicacién de polinomios



Representacién de un polinomio

Sea p(x) un polinomio no nulo de coeficientes racionales.

La de p(x) es:

n—1
P = Yo
i=0

donde n > 1, a,—1 # 0 y el grado de p(x) es n — 1.

Utilizamos el grado n — 1 para dar énfasis a que estos polinomios
poseen n coeficientes.

Si bien trabajaremos con polinomios de coeficientes racionales, vamos a
evaluarlos usando niimeros reales y complejos.

Representamos p(x) a través de una tupla (ag, ..., a,—1) de largo n.

También podemos representar p(x) como una tupla
(a0,...,an-1,0,...,0) de largo m > n donde cada término x' tiene
coeficiente 0 si i > n.



Suma de polinomios

La de dos polinomios (ao,...,an—1) y (bo,..., ba—1) es un polinomio
(coy--.,cn—1) tal que:
¢ = a+b parai€{0,...,n—1}

Consideramos a la suma y multiplicacion de nimeros en C como las
operaciones bdsicas a contar.

i Cuél es la complejidad de este algoritmo ?



Multiplicacién de polinomios

La multiplicacion de dos polinomios (ao, ..., an—1) y (bo, ..., bn—1) es un
polinomio (co, ..., c2n—2) tal que:

G = Z ak - be parai €{0,...,2n—2}
k,£€{0,...,n—1} : k+€=i

R: O(n?)




Una representacién alternativa de un polinomio

Un polinomio p(x) de grado n — 1 se puede representar de manera dnica a
través de un conjunto de n pares de puntos-valores:

p(x) = {(v,p(w)), (vi,p(v1)),-- -, (va-1,p(Va-1))},
suponiendo que v; # vj para i # j.

Ejemplo

El polinomio p(x) = 1 + x 4 x> es representado de manera (inica a través
del conjunto de pares de puntos-valores:

{(0,1),(1,3),(2,7)}

y también a través del conjunto de pares de puntos-valores:

{(_2? 3)7 (07 1)7 (5, 31)}

i Por qué esto es cierto ?

R: Investigar matriz de Vandermonde


https://es.wikipedia.org/wiki/Matriz_de_Vandermonde

Una representacién alternativa de un polinomio

Un polinomio p(x) de grado n — 1 también se puede representar de manera
nica a través de un conjunto de pares de puntos-valores con m > n

elementos:

p(X) = {(V(): p(VO))7 ey (V"—la p(vﬂ—l))7 (Vn7 p(V”))7 ceey (Vm—17 p(v’"_l))}7
suponiendo que v; # vj para i # j.

Ejemplo

El polinomio p(x) = 1 + 2x es representado de manera Unica a través del
conjunto de pares de puntos-valores:

{(0,1),(1,3),(2,5)}

y también a través del conjunto de pares de puntos-valores:

{(-2,-3),(0,1),(5,11),(7,15)}



i Por qué es (til la representacién basada en
puntos-valores?

Sean p(x) y g(x) dos polinomios de grado n — 1 representados por

p(x) = {(v0, p()). .- (vo-1. p(ve-1))}
a(x) = {(10, 4()). - . (Vo1 a(va-1))}.

R: r(x) — {(vo, p(vo) + g(w)), - - -, (va—1, pP(Va—1) + q(va_1))}



i Por qué es util la representacién basada en

puntos-valores?

Suponga que se agrega n puntos a las representaciones de p(x) y q(x):

{(V07 ,D(Vo)), sy (anl’ P(anl)), (V'H P(Vn))7 sy (V2,,71, p(v2'7*1))}
{0000+ (12 @(o-2)). (s G00))s -+ (Va1 020 2)))

El polinomio s(x) = p(x) - q(x) es representado por:

{(vo, p(v0) - g(0)), - - -, (van—1, P(v2n-1) - G(v2n-1))}

Podemos sumar y multiplicar polinomios en tiempo O(n) si estan
representados por pares de puntos-valores (y por los mismos puntos).



La situacidon hasta ahora

p(x) = (a0, ..., an-1) p(x) = {(vo, p(v0)), -, (van—1, p(v2n-1))}
q(x) = (bo, - .., bn-1) q(x) = {(v,q(w)), - - -, (van-1, g(van-1))}
o(n?) O(n)

ceey (V2n—17 P(V2n—1) : Q(V2n—1))}

(p0) - 40) = (@, e 2) ) [p(x) () = {(v0. p(w0) - a(w0)). .. ]




La situacidon hasta ahora

p(x) = (a0, ..., an-1) ? p(x) = {(vo, p(v0)), -, (van—1, p(v2n-1))}
q(x) = (bo, - .., bn-1) q(x) = {(v,q(w)), - - -, (van-1, g(van-1))}
o(r?) O(n)

ceey (V2n—17 P(V2n—1) : Q(V2n—1))}

(P00 a0) > (co,. .2 2) o [p(x) q(x) = {(v0. p(w0) - a(w0)). .. ]




De la representacién candnica a la de puntos-valores

Ejercicio
Dado un polinomio p(x) de grado n en su representacién canénica y un
punto v, de un algoritmo que calcule p(v) en tiempo O(n)

Podemos entonces pasar de la representacién candnica a la de
puntos-valores en tiempo O(n?).

i Cémo podemos pasar de la representacion de puntos-valores a la
representacién canénica ?



De la representacién puntos-valores a la candnica

Sea p(x) un polinomio de grado n — 1 dado por una representacién
punto-valores:

{(vo, p(v0)); - - (Va—1, P(Vn-1)), (v, P(vi)); - - (Vin—1, P(Vim—1)) },

donde m > n.

Podemos pasar a la representacién candnica de p(x) utilizando

P = _,,(V,.).< Il ((Xj))>
i=0 je{0,...,m—1}jzi ~



De la representacién puntos-valores a la candnica

Ejercicio
Dado un polinomio p(x) representando por el conjunto de punto-valores
{(vo, p(W0)); - - -, (Van—1, P(V2n—1)) }, muestre que la férmula de Lagrange

permite construir la forma candnica de p(x) en tiempo O(n?)



Todavia no tenemos un algoritmo mas rapido para

multiplicar polinomios

p(x) — (a0, ..., an-1) o(r) p(x) = {(v, p(v0)), -, (van-1, p(v2n-1))}
q(x) = (bo, - .., bn-1) q(x) = {(v,q(w)), - - -, (van-1, g(van-1))}
o(r?) O(n)

> p(x) - q(x) = {(vo, p(w0) - g(w)), ...
[p(X) e (@ C2n72)] 0o(n?) ooy (van—1, p(van—1) - Q(vzn—l))}]




La solucién: la transformada rapida de Fourier

p(x) — (a0,...,an1) | O(n-1oga(n)) | p(x) = {(vo, p(w)),-- -, (van1, P(van_1))}
q(x) — (bo, .-, bn—1) a(x) = {(w, 9(w)), ..., (van—1, g(van-1))}

o(n?) O(n)

Y

x) - alx "Co Con—2 p(x) - q(x) = {(vo, p(v0) - g(w)), - - -
[P( ) q(x) = (co, .- -, con )] O(n - log,(n)) s (vane1, p(van_1) - q(\,2n1))}]




Outline

Transformada discreta de Fourier



La solucién: la transformada rapida de Fourier

La transformada rapida de Fourier nos va a permitir entonces calcular la
multiplicacién de dos polinomios de grado n — 1 en tiempo O(n - log,(n))

La idea clave es cémo elegir los puntos v, ..., va,—1 cuando se calcula
la representaciéon como punto-valores de un polinomio de grado n —1

Los nimeros complejos y las raices de la unidad juegan un papel
fundamental en la definicién de la transformada rapida de Fourier.



La formula de Euler

Teorema

Para todo nimero real x:

e” = cos(x) + isin(x)

Podemos representar entonces a €'’ como un vector (cos(6),sin(6)) en el
plano complejo.

e’ es un vector unitario: ||e”|| = cos?(#) + sin*(9) =1



La féormula de Euler: interpretacion geométrica
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La férmula de Euler: las raices de la unidad

Dado n > 1, queremos encontrar las n raices del polinomio p(x) = x" — 1
Sabemos que este polinomio tiene n raices en los niimeros complejos.

Llamamos a estos elementos las

El componente bésico para definir las n-raices de la unidad:

2mi



La férmula de Euler: las raices de la unidad

Las n-raices de la unidad son «©, wl, w2, ..., w1

Si k € {0,...,n— 1}, tenemos que:
@' = ()
= (7))
(e27ri)k
(cos(2m) + isin(2m))*
1k
=1



La férmula de Euler: las raices de la unidad

Ademis, si 0 < kK < /¢ < n— 1, entonces:

wh=wl = (€)= (7)
= (e)h =1
2 (L—k)i
= (e = =1
= cos (LT(K* k)> + isin (Lr(ﬂi k)> =1
n n
N (27r(£—k)>:1
n
= E_k:O puestoqueOgugn_1
n n n
= (=k

Por lo tanto: w9, ..., wi~! son elementos distintos




Raices de la unidad: ejemplos

Ejemplo
i Cudles son las raices del polinomio x* — 1?

2mi

. Paudl ; ,
Considerando ws = e 4 = e2', tenemos que las 4-raices de la
unidad son:

0
Wy = 1
1 ™ ™ . . T 0
wy = e2' = cos(=)+isin(z) = i
2 2
2 N2 i s o
w; = (e2')” = ™ = cos(w) +isin(wr) = —1

wy = (e2)® = et = cos(%)—l—isin(%) = —j



Raices de la unidad: otro ejemplo

Ejemplo

i Cudles son las raices del polinomio x> — 1? Consnderando =e5 ,

Ami 67rl

tenemos que las 5-raices de la unidad son 1, e & ,€5 ,e5 ye
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