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Recordatorio: Busqueda binaria

El siguiente es un posible pseudo-cédigo para el algoritmo de

BisquedaBinaria(a, L, /, j)

if i > j then return no

else if i = j then
if L[i] = a then return |
else return no

else
p=%]
if L[p] < a then return BusquedaBinaria(a, L, p + 1, j)
else if L[p] > a then return BisquedaBinaria(a, L, i, p— 1)
else return p

Llamada inicial al algoritmo: BusquedaBinaria(a, L, 1, n)



Recordatorio: Tiempo de ejecucién de bisqueda binaria

Si contamos sélo las comparaciones, entonces la siguiente expresién define
la complejidad del algoritmo BusquedaBinaria:

c n=1

Tm) = T(2)+d n>1

donde ¢ € Ny d € N son constantes talesque c > 1y d > 1.

Esto se conoce como una

i Cémo podemos solucionar la ecuacién anterior?



Recordatorio: Sustitucién de variables

Si asumimos que n = 2*:
TR = TE"YH+d
= (T +d)+d
= T2 +2d
= (T3 +d)+2d
= T ) +3d

Deducimos la expresién general para k — i > 0:

T2 = TE")+i-d



Recordatorio: Sustitucién de variables

Considerando i = k obtenemos:

T = T@A)+k-d
= c+k-d

Dado que k = log,(n), obtenemos que
T(n) = c+d-log,(n)

para n potencia de 2.



Recordatorio: Demostracidn

Vamos a demostrar:

Vn > 2. T(n) < e-log,(n)

Demostracién

Casos base:
T(2) = c+d = e-log,(2)
TB) = c+d < e-log,(3)

Caso inductivo:

Suponemos que n > 4 y para todo k € {2,...,n— 1} se
tiene que T (k) < e - log,(k)



Recordatorio: Demostracidn

Demostracién

Usando la definicién de T(n) y la hipétesis de induccién concluimos que:

T(lz])+

T(n)

IA

IN

e-

e

e

e [2])

n

-Iog2<2)+d
e-

log,(n) — e - log,(2) + d

~logy(n) = (c+d) +d
~logy(n) — ¢
- log,(n)
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Un segundo ejemplo de induccidon constructiva
Considere la siguiente ecuacién de recurrencia:

T(n) = {0 n=20

nP+n-T(n—1) n>0

Queremos determinar una funcién f(n) para la cual se tiene que

T(n) € O(f(n)).

i Alguna conjetura sobre que funcién podria ser f(n) ?



Una posible solucién para la ecuacién de recurrencia

Dada la forma de la ecuacién de recurrencia, podriamos intentar primero con

f(n)=n!

Tenemos entonces que determinar ¢ € R y nyp € N tales que

T(n)<c-n!

para todo n > no.

Pero nos vamos a encontrar con un problema al tratar de usar la hipétesis
de induccidn.



Una posible solucién para la ecuacién de recurrencia

Supongamos que la propiedad se cumple para n:
T(n) < c-n

Tenemos que:

(n+1)°+ (n+1)- T(n)
(n+12+(n+1) (c-n)
(n+1P2+c-(n+1)

T(n+1)

IA

i Cémo continuamos ?
No podemos continuar ya que no existe una constante c¢ para la cual
(n+1P2+c-(n+1) <c-(n+1)

dado que n € N.



i Coémo solucionamos el problema con la demostracion?

Idea
Una demostracion por induccién puede hacerse mas simple considerando
una propiedad mas fuerte.

Dado que la hipétesis de induccidn se va a volver mas fuerte

Vamos a seguir tratando de demostrar que T(n) € O(n!) pero ahora
considerando una propiedad mds fuerte.

Vamos a demostrar lo siguiente:

JceR".IdeR". I eN.Vn>no. T(n)<c-nl—d-n

i Por qué esta propiedad es mas fuerte que la anterior ?



Induccién constructiva sobre una propiedad mas fuerte

Para tener una mejor idea de los posible valores para ¢, d y np vamos a
considerar primero el paso inductivo en la demostracidn.

Supongamos que la propiedad se cumple para n:

Tenemos que:

T(n+1)

(n+1)"+(n+1)- T(n)
(n+1)2+(n+1)~(c~n!—d-n)
c-(n+1)+(n+1°—=d-n-(n+1)
n+ 1) +((n+1)—d-n)-(n+1)

IN

C

(
(



Induccién constructiva sobre una propiedad mas fuerte

Para poder demostrar que la propiedad se cumple para n + 1 necesitamos
que lo siguiente sea cierto:

(n+l)—d-n < —d

De lo cual concluimos la siguiente restriccién para d:

n+1
< d
n—1 —

Dado un ng apropiado j Qué d nos podria servir para n > ng?

Si consideramos n > 2 concluimos que d > 3.

Consideramos entonces np =2y d =3



Induccién constructiva sobre una propiedad mas fuerte

Para concluir la demostracion debemos considerar el caso base ng = 2.
Tenemos que:

T(O) = 0
Tl = 1*+1.T0) = 1
T2 = 2242.T(1) = 6

Entonces se debe cumplir que T(2) < ¢-2! — 32, vale decir,
6 < c-2-6
Concluimos que ¢ > 6, por lo que consideramos ¢ = 6
Tenemos entonces que
VYn>2 T(n)<6-nl—3-n

de lo cual concluimos que T(n) € O(n!).
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El Teorema Maestro

Muchas de las ecuaciones de recurrencia que vamos a usar en este curso
tienen la siguiente forma:

c n=20

T = a-T(|2])+F(n) n>1

donde a, by c son constantes, y f(n) es una funcién arbitraria.

El nos dird cudl es el orden de T(n) dependiendo de
ciertas condiciones sobre a, by f(n).

i Qué pasa si cambiamos |7 | por [7] ?

R: El Teorema Maestro también se puede utilizar cuando L%J es

reemplazado por [7].



Una condicién de regularidad sobre funciones

Antes de dar el enunciado del Teorema Maestro necesitamos definir una
condicion de regularidad sobre la funcién f(n).

Sea f : N — R{ una funcién y a, b € R constantes tales que a> 1y b > 1.

Definicién
La funcién f es si existen constantes ¢ € R" y ng € N tales
quec<ly
n
Yn>ng. a- f({EJ) < c-f(n)
Ejercicio

1. Demuestre que las funciones n, n* y 2" son (a, b)-regulares si a < b.

2. Demuestre que la funcién log,(n) no es (1,2)-regular.



Una solucién al segundo problema

Solucién al ejercicio 2

Por contradiccién, supongamos que log,(n) es (1,2)-regular.

Entonces existen constantes c € R™ y np € N tales que c < 1y
n
Yn > no. log, {EJ < ¢ - log,(n)

En particular, podemos concluir que para todo k > ng:

log, {%J < c-logy(2- k)

Vale decir:
log,(k) < c - (logy(k) +1)



Una solucién al segundo problema

Solucién al ejercicio 2 (continuacién)

log,(k) < c - (logy(k) +1)
Dado que 0 < ¢ < 1, concluimos que:

Cc

I k) <
ng( )_l_C

Lo cual nos lleva a una contradiccién (;Por qué?).
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