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Outline

Notacién asintética



Una nocién general de algoritmo

Sea ¥ un alfabeto.
Vamos a pensar en un algoritmo A como una funcién A: X — X*.

Esta es una representacién general que incluye tanto a problemas de
decision como a problemas de computacién.



Tiempo de ejecucién de un algoritmo

Sea A un algoritmo. Asociamos a A una
tiempo, : X* = N
tal que:

tiempo 4(w) := nimero de pasos realizados por A con
entrada w € X*.

Para definir esta funcién tenemos que definir qué operaciones vamos a
contar, y qué costo les asignamos.



Tiempo de ejecucién de un algoritmo en el peor caso

El primer tipo de andlisis que vamos a realizar de la complejidad de un
algoritmo va a estar basado en el

Definicion
Para cada algoritmo A asociamos una ta: N — N tal
que

ta(n) = max{tiempo,(w) | w € "y |w| = n},

donde |w| es el largo de w.



Orden de un algoritmo

En muchos casos, nos interesa conocer el de un algoritmo en lugar
de su complejidad exacta.

Queremos decir que un algoritmo es lineal o cuadratico, en lugar de
decir que su complejidad es 3n® + 17n 4 22

i Que nocién matemdtica nos puede servir para esto ?

Supuesto

La complejidad de un algoritmo va a ser medida en términos de funciones
de la forma f : N — R{, donde R" = {r e R | r > 0} y R = R" U {0}

Estas funciones incluyen a las funciones definidas en las transparencias
anteriores, y también sirven para modelar el tiempo de ejecucién de un
algoritmo.



La notacién O(f)

Definicién
Sea f : N — R{ una funcién. Se define el tal que

O(f) = {g: N>R |IceR". Ing € N. Vn > no. g(n) < c-f(n)}

Decimos entonces que g € O(f).

También usamos la notacién g es O(f), lo cual es formalizado como
g € O(f)

Ejemplo
Demuestre que 3n + 17n + 22 € O(n?)



Las notaciones Q(f) y ©(f)

Definicién

Sea f : N — RJ una funcién. Se definen los tal que
Q(f) = {g:N—=R¢§|3IceR’" Ing €N.Vn> no. c-f(n) < g(n)}
o(f) = O(f) n Q(f)

Ejercicios

1. Demuestre que 3n? +17n + 22 € ©(n?)

2. Demuestre que g € O(f) si y sélo si existen ¢,d € R™ y ng € N tal que
para todo n > ng: ¢ - f(n) < g(n) < d-f(n)



Ejercicios

1. Sea p(n) un polinomio de grado k > 0 con coeficientes en los niimeros
enteros. Demuestre que p(n) € O(n).

2. i Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?
n? e O(n)
Si f(n) € O(n), entonces f(n)?> € O(n?)
Si f(n) € O(n), entonces 2/(" ¢ O(2")

. f(n . . -
3. Suponga que lim Q existe y es igual a £. Demuestre lo siguiente:
n—oo g(n)
Si £ =0, entonces f € O(g) y g & O(f)
Si £ = oo, entonces g € O(f) y f O(g)

Si £ € RT, entonces f € O(g)

4. Encuentre funciones f y g tales que f € ©(g) y lim f(n) no existe

n—o0 g(n)
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Blsqueda binaria

Suponga que tiene una lista ordenada (de menor a mayor) L[1...n] de
nimeros enteros con n > 1



Busqueda binaria

El siguiente es un posible pseudo-cédigo para el algoritmo de

BisquedaBinaria(a, L, /, j)

if i > j then return no

else if i = j then
if L[i] = a then return |
else return no

else
p=%]
if L[p] < a then return BusquedaBinaria(a, L, p + 1, j)
else if L[p] > a then return BisquedaBinaria(a, L, i, p— 1)
else return p

Llamada inicial al algoritmo: BusquedaBinaria(a, L, 1, n)



Tiempo de ejecucién de bidsqueda binaria

i Cual es la complejidad del algoritmo?

i Qué operaciones vamos a considerar ? ; Cudl es el peor caso ?

Si contamos sélo las comparaciones, entonces la siguiente expresién define
la complejidad del algoritmo:

c n=1

() = T(2)+d n>1

donde c € Ny d € N son constantes talesque c > 1y d > 1.

Esta es una

i Cémo podemos solucionar la ecuacién anterior?



Solucionando una ecuacién de recurrencia

Técnica basica:

c n=1

T = T(2)+d n>1

Para la ecuacién anterior usamos la sustitucién n = 2%
Vamos a resolver la ecuacién suponiendo que n es una potencia de 2.

Vamos a utilizar induccién para demostrar que la solucién obtenida nos
da el orden del algoritmo.



Ecuaciones de recurrencia: sustitucion de variables

Si realizamos la sustitucién n = 2% en la ecuacién:

c n=1
T(n) =
T(LgJ) +d n>1
obtenemos:

T = c k=0
T +d k>0



Ecuaciones de recurrencia: sustitucion de variables

Extendiendo la expresién anterior obtenemos:

T(24 TR +d

= (TR +d)+d
= T2 +2d

= (T3 +d)+2d

= T2 ) +3d

Deducimos la expresién general para k — i > 0:

T2 = TE")+i-d



Ecuaciones de recurrencia: sustitucidn de variables

Considerando i = k obtenemos:

T2") = T@A)+k-d
= c+k-d

Dado que k = log,(n), obtenemos que
T(n) =c+d-logy(n)

para n potencia de 2.



Induccidn constructiva

Sea T(n) definida como:

c n=1

T = Y rizp+d no1

Queremos demostrar que T(n) € O(log,(n))

Vale decir, queremos demostrar que existen e € R y ny € N tales que
T(n) < e - log,(n) para todo n > ng

Induccidn nos va servir tanto para demostrar la propiedad y como para
determinar valores adecuados para e y no.

Nos referiremos a esta técnica como induccién constructiva.



Induccidn constructiva

Dado que T(1) = c y log,(1) = 0 no es posible encontrar una valor para e
tal que T(1) < e-log,(1)

Dado que T(2) = (¢ + d), si consideramos e = (¢ + d) tenemos que
T(2) < e-log,(2)

Definimos entonces e = (c 4+ d) y np = 2

Tenemos entonces que demostrar lo siguiente:

Vn > 2. T(n) < e-log,(n)

i Cual es el principio de induccién adecuado para este problema?



Induccién constructiva y fuerte

Hasta ahora:

Tenemos ng como punto de partida.
no es un caso base, pero podemos tener otros.

Dado n > ng tal que n no es un caso base, suponemos que la propiedad
se cumple para todo k € {ng,...,n—1}.



Induccién constructiva y fuerte

Queremos demostrar que Vn > 2. T(n) < e - log,(n)
n =2 es el punto de partida y el primer caso base

n = 3 también es un caso base ya que T(3) = T(1) +d y para T(1)
no se cumple la propiedad

Para n > 4 tenemos que T(n) = T([5])+dy [5] > 2, por lo que
resolvemos este caso de manera inductiva

Suponemos que la propiedad se cumple para todo
ke{2,...,n—1}



La demostracién por induccién fuerte

Vamos a demostrar:

Vn > 2. T(n) < e-log,(n)

Demostracion

Casos base:
T(2) = c+d = e-log(2)
TB) = c+d < e-log,(3)

Caso inductivo:

Suponemos que n > 4 y para todo k € {2,...,n— 1} se
tiene que T (k) < e - log,(k)



La demostracién por induccién fuerte

Demostracién

Usando la definicién de T(n) y la hipétesis de induccién concluimos que:
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