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La solución a esta ayudantía se encuentra en el siguiente video.

Problema 1: La tercera es la vencida
Un grupo (G, ◦) se dice conmutativo si para todos x, y ∈ G se cumple que x ◦ y = y ◦ x. Como notación,
definimos [a, b] = a−1 ◦ b−1 ◦ a ◦ b.

1. Demuestre que a ◦ b = b ◦ a si y solo si [a, b] = 1.

2. Decimos que un grupo es generado por S ⊆ G si todo elemento g ∈ G se puede expresar como producto
de elementos e inversos de elementos en S.

Desarrolle y analice un algoritmo que dado un conjunto finito S = (g1, ..., gn) y una operación binaria
◦, determine si el grupo generado S y ◦ es conmutativo.

3. Definimos el centro de un grupo G como:

Z(G) = {x ∈ G | para todo g ∈ G. [x, g] = 1}

Además para cada g ∈ G, definimos el centralizador de g como:

C(g) = {x ∈ G | [x, g] = 1}

Demuestre que Z(G) es un subgrupo de G y que para todo g ∈ G, C(g) es un subgrupo de G.

4. Dado un grupo G = ⟨g1, ..., gn⟩, definimos un subproducto aleatorio como:

r = gε11 ◦ ... ◦ gεnn ∈ G

donde cada εi se elige de forma uniforme e independiente del conjunto {0, 1}.
Demuestre que si H es un subgrupo propio de G, entonces:

Pr[r /∈ H] ≥ 1
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5. Desarrolle y analice un algoritmo aleatorizado que dados generadores S = g1, ..., gn y una operación
binaria ◦ determine si el grupo generado por S y ◦ es conmutativo.
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https://drive.google.com/file/d/1A_nyJf_GLbwnJtv8u5dbXE1UQJB4K_rC/view?usp=sharing


Problema 2: Ecuación de recurrencia
Considere la siguiente ecuación de recurrencia:

T (n) =

{
n n ≤ 3

T (
⌊
n
3

⌋
) + T (

⌊
n
4

⌋
) + n n > 3

Encuentre una función f : N → N tal que T (n) ∈ Θ(f(n)) y demuestre que se cumple esta propiedad.
Solución: Dado que no podemos usar teorema maestro directamente sobre T (n), podemos acotarla por

ambos lados y utilizar el teorema sobre estas otras funciones. Sean:

L(n) =

{
1 n ≤ 3

2L(
⌊
n
4

⌋
) + n n > 3

U(n) =

{
3 n ≤ 3

2U(
⌊
n
3

⌋
)
⌋
) + n n > 3

Podemos usar inducción para demostrar que L(n) ≤ T (n) ≤ U(n) para todo n. Los casos para 1, 2, 3 son
triviales, mientras que para L(4) tenemos:

L(4) = 2L(1) + 4 = 6 T (4) = 2T (1) + 4 = 6 U(4) = 2U(1) + 4 = 10
Sup. que para todo k < n se cumple que L(k) ≤ T (k) ≤ U(k), luego:

L(n) = 2L
(⌊n

4

⌋)
+ n

≤ 2T
(⌊n

4

⌋)
+ n

≤ T
(⌊n

3

⌋)
+ T

(⌊n
4

⌋)
+ n

= T (n)

≤ 2T
(⌊n

3

⌋)
+ n

≤ 2U
(⌊n

3

⌋)
+ n

= U(n)

Luego, aplicando teorema maestro a L y a U tenemos que n ∈ Ω(n0.5 + ε) y n ∈ Ω(n0.63 + ε), respecti-
vamente, lo que nos dice que si n es 2,3 y 2,4 regular se cumplirá que L(n) ∈ Θ(n) y U(n) ∈ Θ(n).

Para que n sea a, b regular debe existir c < 1 y n0 natural tales que para todo n > n0:

af(⌊n/b⌋) ≤ cf(n)

Ambas demostraciones son análogas, por lo que tomando a = 2, b = 4 y f = n:

2
⌊n
4

⌋
≤ n

2
=

1

2
· n

Por tanto, usando n0 = 1 y c = 1
2 , tenemos que n es 2, 4 regular y, análogamente, será también 2, 4

regular.
De acuerdo a todo lo anterior, tenemos entonces que T (n) ∈ Θ(n).
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Problema 3: Déjà vu
Considere la siguiente ecuación de recurrencia:

T (n) =

{
1 n = 1

T (n− 1) + log(T (n− 1)) + n n > 1

Encuentre una constante k ∈ N tal que T (n) ∈ Θ(nk) y demuestre que se cumple esta propiedad.
Solución: Siguiendo una estrategia similar, podemos encontrar una cota inferior para T si ignoramos el

término logarítmico.

L(n) =

{
1 n = 1

L(n− 1) + n n > 1

Como casos base tenemos n = 1 y n = 2, que se cumplen trivialmente, por lo que suponiendo que
L(n− 1) ≤ T (n− 1) tenemos:

L(n) = L(n− 1) + n

≤ T (n− 1) + n

≤ T (n− 1) + log(T (n− 1)) + n

≤ T (n)

Luego, expandiendo la recursión, tenemos:

L(n) = L(n− 1) + n

= L(n− 2) + n− 1 + n

= ...

= L(n− i)−
i∑

j=1

j + i · n

= ...

= n · n−
n∑

j=1

j

∈ O(n2)

⇒ T (n) ∈ O(n2)

Finalmente, necesitamos acotar superiormente T , lo que podemos hacer usando inducción.

T (1) = 1 ≤ 12

T (2) = 1 + log(1) + 2 ≤ 22

Sup. que T (n− 1) ≤ c · (n− 1)2

T (n) = T (n− 1) + log(T (n− 1)) + n

≤ c · (n− 1)2 + log(c · (n− 1)2) + n

= cn2 − 2cn+ c+ 2log(n− 1) + log(c) + n

= cn2 + n(1− 2c) + 2log(n− 1) + log(c) + c
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Tomando c = 1:

T (n) ≤ cn2 + n(1− 2c) + 2log(n− 1) + log(c) + c

≤ n2 − n+ 2log(n− 1) + 1

La desigualdad anterior se cumplirá para n ≥ 3, por tanto, tomando n0 = 3 y c = 1 sabremos que
T (n) ∈ O(n2) y entonces T (n) ∈ Θ(n2).
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