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Problema 1: Grupos Conmutativos

Un grupo (G, o) se dice conmutativo si para todos z,y € G se cumple que z oy = y o z. Como notacion,
definimos [a,b] =a tob toaoh.

1.
2.

Demuestre que aob =boa siy solo si [a,b] = 1.

Decimos que un grupo es generado por S C G si todo elemento g € G se puede expresar como producto
de elementos e inversos de elementos en S.

Desarrolle y analice un algoritmo que dado un conjunto finito S = (g1, ..., g») y una operacion binaria
o, determine si el grupo generado S y o es conmutativo.

Definimos el centro de un grupo G como:

Z(G)={x € G| paratodo g€ G.[zx,g] =1}

Ademés para cada g € G, definimos el centralizador de g como:

Clg)={zel|lzg=1}

Demuestre que Z(G) es un subgrupo de G y que para todo g € G, C(g) es un subgrupo de G.

. Dado un grupo G = (g, ..., gn), definimos un subproducto aleatorio como:

r=gito..og;" €G

donde cada ¢; se elige de forma uniforme e independiente del conjunto {0, 1}.

Demuestre que si H es un subgrupo propio de G, entonces:
1
Prir ¢ H| > 3
Desarrolle y analice un algoritmo aleatorizado que dados generadores S = ¢, ..., g, y una operacion
binaria o determine si el grupo generado por S y o es conmutativo.

Problema 2: Ordenamiento en tiempo lineal

Suponga que tiene una lista de largo n con nameros enteros, elegidos de forma uniforme e independiente del
intervalo [0, 100].

1.

Disene un algoritmo que ordene la lista en tiempo lineal.

Solucién: Sabemos de cursos anteriores que ningtun algoritmo basado en comparaciones puede or-
denar en tiempo mejor que O(nlog(n)), por lo que debemos disefiar un algoritmo que no se base en
comparaciones. Uno de estos algoritmos es el Counting Sort. Una version de este algoritmo es:



1 Function CountingSort (L)

2 c = [0 for i in range(101)]
3 ret = []

4 foreach i € L do

5 | clil++

6 idx = 0 foreach j € ¢ do

7 for i =0;j;7+ + do

8 ret.append(idx)

9 idx++

10 return ret

2. Analice la complejidad de su algoritmo en el peor caso.

Solucién: En el peor caso, el primer for del algoritmo tomara tiempo O(n), el segundo for tomara
tiempo constante, O(101), y, si bien el tercer for estd anidad con el segundo, considerando que cada
j corresponde a uno de los contadores de ntimeros, al sumarlos todos tendremos tiempo lineal O(n).
Por lo anterior, el tiempo total del algoritmo sera lineal.

3. Analice la complejidad de su algoritmo en el caso promedio.

Solucién: Podemos ver que la cantidad de pasos no depende del input, solo depende de su tamano,
por tanto el caso promedio sera el mismo que el mejor y/o peor caso, es decir, tomara tiempo lineal.

4. ;Coémo se compara su algoritmo con el algoritmo de Quicksort?

Solucioén: El algoritmo es completamente distinto al algoritmo de Quicksort, sin embargo no necesari-

amente es mejor, pues asume que se estidn ordenando niimeros entero y ademas hay una dependencia
oculta del rango de estos en el O(101).

Problema 3: Déja vu

Suponga que tiene una lista de largo n con nimeros reales, elegidos de forma uniforme e independiente del
intervalo [0, 100].

1. Disene un algoritmo que ordene la lista en tiempo lineal.

Solucién: Para hacer esto podemos utilizar BucketSort:

Function BucketSort (k)
buckets = [[] for i in range(k)]
ret = []
foreach i € L do
idx =|k-i/m]
buckets[idx] = i
foreach b € buckets do
‘ b.InsertionSort ()
return concat (buckets)
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2. Analice la complejidad de su algoritmo en el peor caso.

Solucién: Dado que el primer for toma tiempo lineal, el peor caso para el algoritmo vendra dado
por el segundo for y ocurrird cuando todos los elementos queden en el mismo bucket. En este caso la
complejidad se la llevara el InsertionSort, es decir, tomara tiempo cuadrético.



3. Analice la complejidad de su algoritmo en el caso promedio.

Solucién: La complejidad del algoritmo vendra dada por el segundo for, y estaré en:

°(<[e])

Donde b; es cada uno de los buckets. Luego, podemos definir la variable aleatoria:

X, = {1 si Lli] € b;

0 en otro caso

n
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Calculando las esperanzas tenemos:
Blx2] =12. 2
X3 =1y
1 1
2 —
Por tanto:
ER = B[X5]+3. > ElXyXl
j=1 j=11=1.1#j
- L 72
j=1 k Jj=11=1.1#j k
1 1
=n- E—l—n(n—l)ﬁ

Finalmente, suponiendo que k es lineal respecto a n, tenemos que

1
n?

O(EB?]) =O(n - % +n(n—-1)—)=0(n)

4. ;Como se compara su algoritmo con el algoritmo de Quicksort?

Solucién: Nuevamente el algoritmo parece no tener relacién con quick sort, pues no se basa en
comparaciones, sin embargo si consideramos 2 buckets y un quick sort que siempre elige el pivote en
el medio de la lista, ambos algoritmos tienen un comportamiento similar.



