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Problema 1: Raíces de polinomios
Sea p(x) un polinomio:

p(x) =

k∑
i=0

aix
i

Donde 0 ≤ ai ≤ n− 1 para todo i, ak ̸= 0 y k ≥ 1. Decimos que b es una raíz de p(x) en módulo n si:

p(b) ≡ 0 mod n

Demuestre que p(x) tiene a lo más k raíces en módulo n.
Solución: Esta demostración se encuentra en la clase 22.

Problema 2: Grupos y Biyecciones
Dadas funciones f : A → B y g : B → C decimos que:

1. f es 1− 1 si para cada a, b ∈ A, a ̸= b → f(a) ̸= f(b)

2. f es sobre si para cada b ∈ B, existe a ∈ A tal que f(a) = b

3. f es biyectiva si es 1− 1 y sobre.

4. La composición de (g ◦ f) : A → C se define como (g ◦ f)(x) = g(f(x))

Sea n ≥ 1 un número natural y sea Bn el conjunto de todas las biyecciones f : {1, ..., n} → {1, ..., n}.
Demuestre que (Bn, ◦) es un grupo.

Solución: Para demostrar que (Bn, ◦) es un grupo debemos demostrar que cumple las siguientes condi-
ciones:

• Asociatividad:

(g ◦ f) ◦ h = g(f(x)) ◦ h
= g(f(h(x)))

= g ◦ f(h(x))
= g ◦ (f ◦ h)

• Neutro: Es claro que el elemento neutro será f(x) = x, pues:

g ◦ f = g(f(x)) = g(x)

f ◦ g = f(g(x)) = g(x)
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• Inverso: Sabemos que la función inversa de una función biyectiva siempre será biyectiva, pero esto
se puede demostrar fácilmente pensando en que las biyecciones sobre estos conjuntos se comportarán
como permutaciones o demostrando la inyectivividad y sobreyectividad de la función inversa de f .

• Cerrado: Nuevamente sabemos por matemáticas discretas que la composición de dos biyecciones será
una biyección, pero podemos demostrar esto fácilmente definiendo f(g(x)) y usando que f y g son
biyecciones para demostrar las dos propiedades que nos interesan.

Problema 3: Grupos conmutativos
Un grupo (G, ◦) se dice conmutativo si para todos x, y ∈ G se cumple que x ◦ y = y ◦ x. Como notación,
definimos [a, b] = a−1 ◦ b−1 ◦ a ◦ b.

1. Demuestre que a ◦ b = b ◦ a si y solo si [a, b] = 1.

2. Decimos que un grupo es generado por S ⊆ G si todo elemento g ∈ G se puede expresar como producto
de elementos e inversos de elementos en S.

Desarrolle y analice un algoritmo que dado un conjunto finito S = (g1, ..., gn) y una operación binaria
◦, determine si el grupo generado S y ◦ es conmutativo.

3. Definimos el centro de un grupo G como:

Z(G) = {x ∈ G | para todo g ∈ G. [x, g] = 1}

Además para cada g ∈ G, definimos el centralizador de g como:

C(g) = {x ∈ G | [x, g] = 1}

Demuestre que Z(G) es un subgrupo de G y que para todo g ∈ G, C(g) es un subgrupo de G.

4. Dado un grupo G = ⟨g1, ..., gn⟩, definimos un subproducto aleatorio como:

r = gε11 ◦ ... ◦ gεnn ∈ G

donde cada εi se elige de forma uniforme e independiente del conjunto {0, 1}.
Demuestre que si H es un subgrupo propio de G, entonces:

Pr[r /∈ H] ≥ 1
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5. Desarrolle y analice un algoritmo aleatorizado que dados generadores S = g1, ..., gn y una operación
binaria ◦ determine si el grupo generado por S y ◦ es conmutativo.

Solución: La solución a esta pregunta se encuentra en el siguiente video.
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https://drive.google.com/file/d/1A_nyJf_GLbwnJtv8u5dbXE1UQJB4K_rC/view?usp=sharing

