PonTIFiCcIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION
1IC2283 - DISENO Y ANALISIS DE ALGORITMOS
PROFESOR: NICOLAS VAN SINT JAN

AYUDANTE: DANTE PINTO

VA NAOQ
Bt
2

Ayudantia 5

Algoritmos Codiciosos

Problema 1

Demuestre que dada una funcion de frecuencias relativas f : ¥ — (0, 1), el algoritmo de Huffman encuentra
una X-codificacion, 7, libre de prefijos que minimiza la funcion ips(r).
Solucién: La solucién a este problema se encuentra en las slides de la clase 8 (algoritmos codicioso 2 -
electric boogaloo) y la grabacion de su desarrollo esté en este link:
https://zoom.us/rec/share/pnZyW7obmOWyEbntwNXo-ejGX8bU9j4z1DsUt_xzjmpuFZuNvFdQKX_dM9QfsdPh.
b0iwxjY30CWS6kPL?startTime=1662752373000

Problema 2

Sean A un arreglos de ntimeros naturales de largo n. Definimos la operacion Cmp(A, i, ), con 0 < i < j < mn,
como la compresion de elementos del arreglo, que consiste en tomar el subarreglo A;; = [a;, ait1, ..., a;],
sumar sus elementos y luego reemplazar el subarreglo, dentro de A, por esta suma.

Por ejemplo, sea A = [1, 10, 100, 1000, 10000], tendremos que Cmp(A4, 1,3) = [1,1110, 10000], Cmp(A,0,1) =
[11,100, 1000, 10000] y Cmp(A,2,4) = [1,10,11100].

Dado dos arreglos A y B, queremos averiguar si es posible comprimir los arreglos hasta que ambos sean
igualesﬂ y, si es el caso, encontrar el largo de maximo para el que esto es posible.

Entregue un algoritmo que dado dos arreglos A y B, de largos n y m respectivamente, retorne el largo
méaximo para el que los arreglos son iguales luego de comprimirlos una cantidad arbitraria de veces. Analice
la complejidad del algoritmo.

Solucién: Se dio una intuiciéon de la soluciéon en el video del Problema 1 (Desde 1:04:33), pero a
continuacién se encuentra una soluciéon formal.

Una algoritmo codicioso que resuelve este problema es el siguiente:

1Decimos que dos arreglos son iguales si tienen el mismo largo y son iguales elemento a elemento.
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1 Function maxlength(A, B)
2 if sum(A) # sum(B) then
3 ‘ return 0
4 length =0
5 1=0
6 7=0
7 while i < n do
8 SA = A[l]
9 SB = B[]]
10 while S4 # Sp do
11 if S4 < Sp then
12 i++
13 SA+=A[i]
14 else
15 J++
16 Sp+=Blj]
17 length++; i++; j++
18 return length

Es claro que el algoritmo entrega un posible largo tal que los arreglos comprimidos seran iguales, pues
lo que va haciendo al sumar S4 y Sp es basicamente comprimir elemento por elemtno hasta que ambos son
iguales, para luego avanzar ambos y continuar iterando.

Por lo anterior, lo que queremos demostrar es que el algoritmo retorna el largo méaximo para el arreglo A
tal que A = B luego de comprimirlos. Observando la ejecuciéon del algoritmo, podemos notar que haremos
una compresion a ambos arreglos cuando se cumpla que S4 = Spg, que es cuando se aumenta length, por lo
que observando A al final de la ejecuciéon, podemos abstraernos de las compresiones y mirar solamente los
indices en lo que vamos a comprimir.

Sean 41,49, ...,9. Y j1,J2,---, ju las secuencias de indices donde debemos comprimir A y B segun el algo-
ritmo. Es claro que si sumamos los elementos de A entre cada par de indices, esta suma sera igual a la suma
de los elementos de B entre los indices andlogos, pues dichas sumas seran los elementos de los arreglos finales
y ambos deben ser iguales.

Luego, podemos demostrar lo que buscamos usando contradicciéon; suponga que I = 41,02, ...,0, ¥ J =
1,72, ---, J» 1O son las secuencias O6ptimas de compresion, es decir, existen dos secuencias de compresion,
K =Fki,ky,....ky y L =1,ls,...,1y, tales que K, L son secuencias 6ptimas y, ademas, producen arreglos méas
largos que I, J.

Si K es mejor que I, sabemos que se debe cumplir que y > x, pues mas indices significa que hay menos
compresiones (en el mejor de los casos x = n, lo que significa que todos los segmentos del arreglo tienen
tamafio 1y, por lo tanto, no hay compresiones) lo que lleva a un arreglo mas largo.

Como ambas secuencias son diferentes, deben haber al menos dos indices i4, kg tales que iq # kg y
que ademas cumplen con que ig < kg, pues maxlength comprime/corta el arreglo en cuanto encuentra una
igualdad.

Por otra parte, tenemos que sum(A[ig_1,%4]) = sum(B[ji—1, ja]) y ademas sum(Alkq_1, kq]) = sum(Blla—1, ld)),
sin embargo, como i4 y kg son los primeros indices donde difieren las secuencias, sabemos que i4_1 = kq_1,
lo que significa a su vez que:

sum(Alkq—1, ka]) = sum(Alig—1, ka))
= sum(Alig_1,iq]) + sum(Aliq + 1, kq])



Anélogamente:

sum(B[lg—1,14]) = sum(B[ja—1,1d))
= sum(B[ji-1,7a)) + sum(B[ja + 1,14])

Luego, como sum(Alig—1,i4)) = sum(B[jq—1,ja]), podemos deducir de las dos ecuaciones anteriores que
sum(Aliqg + 1, kq]) = sum(B[jq + 1,14))

Siguiendo esta idea, podremos subdividir las sumas de A[kq—1,kq] v Blla—1,l4] en dos, creando nuevas
secuencias de indices K' = ki, ko, ..., ka—1,%4, ka, ... ky vy L = 11,12, ..., la—1, Ja, las - Uy

Dado que encontramos nuevas secuencias que generan arreglos méas largos, hemos llegado a una con-
tradicciéon, por lo que nuestra hipoétesis original “Existen secuencias 6ptimas, K, L, que producen arreglos
més largos que I, J” es falsa, lo que quiere I, J deberan ser las secuencias 6ptimas y, por lo tanto, nuestro
algoritmo encontrara el mayor largo posible para los arreglos.



