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Programaciéon dinamica

Problema 1

Konigsberg era una ciudad en Prusia, hogar de miltiples mateméaticos famosos, y hogar del problema de los
puentes de Konigsberg, un problema cléasico de teoria de grafos el cual consiste en encontrar un camino en
Konigsberg que pase por cada uno de sus siete puentes exactamente una vez.

Euler, en 1736, dio la solucién a este problema de forma negativa, no existe algtin camino que cumpla esas
condiciones. Hay méas preguntas que se pueden hacer sobre el multigrafo con el cual se abstrae el problema,
mostrado en la Figura 2. Una de ellas es contar la cantidad de caminos que pasan por N aristas con la
posibilidad de repetir aristas. Este ultimo es el problema que tienen que solucionar, especificamente sobre
el multigrafo de la Figura 2.

En otras palabras, deben disenar un algoritmo que, dado un nimero N, debe retornar la cantidad de
caminos de largo N existentes en el multigrafo, considerando que se pueden repetir aristas en los caminos.
La complejidad del algoritmo dado debe estar en O(log(NV))

KONINGSBERGA

Figure 1: Puentes de Konigsberg

Figure 2: Multigrafo asociado al problema

Solucién: Es claro que la cantidad de caminos en el grafo serd igual a sumar la cantidad de caminos
salientes desde cada nodo. Observando el caso base para N = 1, podemos ver que la cantidad de nodos que
tendremos sera:

nN=5+3+3+3=14

Lo que es consistente con la cantidad de caminos que podemos contar.

Observando ahora los caminos de largo 2, podemos ver que la cantidad de caminos salientes de cada nodo
seran la cantidad de caminos salientes de tamano 1 por la cantidad de caminos salientes de cada uno de sus
vecinos, ponderados por la cantidad de aristas desde el nodo a dicho vecino.

Siguiendo esta misma idea, los caminos de largo IV salientes de un nodo seran los caminos de largo N — 1
de sus vecinos por la cantidad de aristas de cada vecino. Asignando un orden arbitrario a los nodos (de
izquierda a derecha y arriba a abajo en la figura 2) tenemos:
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Con las recursiones anteriores podemos ver que solamente necesitamos guardar un resultado anterior en
memoria, pues cada nY depende solamente de los valores para N — 1, sin embargo se puede ver también que
para obtener el N-ésimo resultado, simplemente tendremos que aplicar cada una de las 4 recursiones N — 1
veces a los valores de base.

Esta estrategia se traduce perfectamente a una matriz, M, en que las filas representan los valores de n? y
las entradas son los pesos de las recursiones anteriores, de esta manera, para obtener n® bastara multiplicar
el vector de pesos iniciales, v, por MY ~! v luego sumar sus entradas. Dados los valores del ejercicio, M y
V1 son:
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Finalmente, para lograr la complejidad logaritmica que buscamos, bastard con usar el algoritmo de
exponenciacion rapida para calcular MV~ que tendra una complejidad logaritmica respecto a N, pues,
dado que tanto la multiplicacién de M por v como la suma de entradas del vector resultante tendran una
cantidad constante de operaciones, el tiempo del algoritmo estara dado por el tiempo de computo de MN 1,
es decir, O(log(N)).

Problema 2

Dadas dos matrices de ntimeros enteros, Asyxy y Bgxn, €l algoritmo usual para calcular A - B realiza f-g-h
multiplicaciones de nimeros enteros.

Disenie un algoritmo que dada una secuencia de m matrices, A;, As, ..., A, entregue el nimero minimo
de multiplicaciones necesarias para encontrar A = A; - As - ... - A,, en tiempo polinomial.

Solucién: Sean f(A) y ¢(A) funciones que entregan la cantidad de filas y columnas de la matriz A,
respectivamente. Definimos la recursion:

0 m=1

min (NMul(Ay, ..., Ay)
NMul(Aq,...,Ap) =  1Sk<m
+NMul(Ag, ..., Am)

+f(A1) - e(Ap) - e(Ap)) m>1

Esta recursion prueba exhaustivamente todas las posibles combinaciones de pares de matrices para la
multiplicacién, pues itera el valor de ¢ probando todas las posibles divisiones, resolviendo cada una de forma
recursiva y quedandose con el valor minimo entre todas ellas.

A pesar de que el algoritmo anterior funciona, es claro que no se ejecuta en tiempo polinomial, pues
cada llamada recursiva itera sobre todos los posibles ¢ y ademéas hace més llamadas en cada una de estas
iteraciones.



A pesar de lo anterior, es facil ver que tenemos una enorme cantidad de llamadas repetidas, por lo que
podemos optimizar este algoritmo usando programaciéon dindmica. Para esto, necesitaremos una tabla M
de m x m, donde iremos almacenando los resultados de NMul, de forma que M[i, j] = NMul(A4,, ..., 4;).

Usando esta tabla, podemos utilizar el siguiente algoritmo para llenarla iterativamente y obtener el
resultado:

1.
2.

5.

Llenamos la diagonal de ceros.

Llenamos las entradas de M[i, i+ 1] para las que tendremos que realizar solamente dos multiplicaciones
en cada una, dadas por el ultimo término del paso recursivo f(A1) - ¢(4;) - ¢(Anm).

Llenamos las entradas de M][i,i + 2] para las que tendremos que realizar cuatro multiplicaciones,
correspondientes a calcular NMul(A;, A; 1) + f(4;) - e(Aip1) - c(Air2) y NMul(A;p1, Ai2) + f(A4;) -
c(Ait1) - c(Aita).

. Repetimos el proceso k = m — i — 2 veces maés, llenando las entradas de M[i,i + k] y realizando 2k

multiplicaciones en cada celda.

Retornamos M1, m], que corresponde a NMul(Ayq, ..., A;,)

En el peor de los casos, haremos 2m multiplicaciones por celda (lo que solo ocurre en la celda M[1,m]) y,
dado que tenemos m? celdas, la complejidad del algoritmo estara en O(m?), por lo que tenemos un algoritmo
polinomial.

Cabe senialar que para esta complejidad estamos considerando como operacion bésica la multiplicacion
de nameros enteros, pero incluso si agregamos las operaciones de suma de enteros y lecturas/escrituras en
la tabla, seguiremos teniendo una polinomial de operaciones, pues al igual que para las multiplicaciones, la
cantidad de sumas y la cantidad de accesos a la matriz sera de orden lineal en cada celda y escribiremos
cada celda una sola vez.



