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Ayudantia 3

Dividir para conquistar y Teorema Maestro

1. Utilice el teorema maestro para resolver las siguientes recurrencias, suponiendo que todas las ecuaciones
cumplen con que T'(1) = 1.

(a) T(n) =9T (g) + n Para utilizar el teorema maestro, identificamos:
a=9,b=3, f(n)=n
o plogy(@) _ plogs(9) _ 2
Luego, tomando ¢ = 1 se cumple que f(n) € O(n'°8:()=¢) y por lo tanto T'(n) € O(n?).
(b) T(n) =3T (%) + n log(n) Similarmente, tenemos:
a=3,b=4, f(n) =nlog(n)
= n10gb(a) — n10g4(3)

Dado que 0 < log,(3) < 1, tomando ¢ = 1 — log,(3) encontramos que 7n'°:()+¢ = n 1o que a su
vez significa que f(n) € Q(nlogs(@)+e),

Por otra parte, necesitamos que f sea regular.

or(3) =351 (3)
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Luego, f(n) es regular con ¢ = 3/4 y, por lo tanto, T'(n) € ©(nlog(n))
(¢) T(n)=2T (g) + n log(n) Nuevamente podemos identificar:
a=2,b=2, f(n) =nlog(n)
= nlogb(a) — nlog2(2) =n
Es facil ver que f(n) € Q(ns'°8(?)) pero no se cumplira que f(n) € Q(n'o8s(@)+e),

Sup, que nlog(n) € Q(n'+e):

< nlog(n) > c- (n'™9)

nlte

< 1 >c-
og(n) > ¢ -

< log(n) > c-nf

Sin embargo, demostramos en la ayudantia 1 que esto no es posible, lo que significa que n log(n) ¢
Q(n!*e) y, por lo tanto, no podemos utilizar el teorema maestro en este caso.



2. Considere la ecuaciéon de recurrencia:

1 n=1
T“”:{a-Tq;J)w-T(wwk-m n>3

Entregue la clasificacion de T'(n) en notacién © para los distintos valores de a, 8y v

e 1([3]) < wn((3]) <2 7([3]) < en-r(3)

Es claro que:

Luego, sean:

1 n=1
Tf(n){(a+ﬁ)-T(LgJ)+k-n7 n>3

1 n=1

= Ty(n) <T(n) <Te(n)
= Tp(n) € ©(f) A Te(n) € ©(f) = T(n) € O(F)

Ademas, es claro que si aplicamos el teorema maestro sobre 7, y Ty obtendremos el mismo resultado,
por lo que identificamos:

a:(a+ﬁ)7b:2a f(n):knv

Dado lo anterior, queremos comparar k - nY con n'°%2(®+8) y es claro que tanto para v < log,(a + B)
como para 7y = log,(a + ) podremos usar directamente el teorema maestro. Nos falta evaluar el caso
en que v > log,(a + /), para el cual tendremos que evaluar la regularidad de f(n).

Podemos ver que:

¥ ¥
@8-k (|5]) <@k (3)
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Es decir, f es regular con ¢ = a;zﬁ y, por lo tanto:

o Siy <logy(a+ fB), T(n) € O(n's2(oFH)
e Siy=logy(a+ ), T(n) € O(nlos2(a+h)logz(n))
e Siy >logy(a+ B), T(n) € O(nY)



3. Demuestre usando induccién constructiva que T'(n) € O(n'°¢2()), con T'(n) dado por:

e n<3
T“‘)_{T<L;J>+T<(zl>+m’ﬂ+1>+62'“ s

Hint: Demuestre que 3c € RT.3d € Rt.3ng € N.Vn > ng :

T(n) < c-n'e2B) _d.pn

Para demostrar el Hint usando induccién, comenzamos por los casos bases. Los casos para n < 4 son
triviales, sin embargo necesitamos el caso base n = 4 para la induccion.

TA4)=T2)+T2)+T3B)+e2-n

= 3e; + e - n € nloe23)

Luego, sup. que para todo k < n:
T(k) < c- k982 —d.k

Sean=2-k

T(n)=Tk)+T(k)+Tk+1)+2k- e
< 2¢- k922G —9dk + (k4 1)°%20) — d(k 4+ 1) + 2k - eo
= 2¢- k%2 4 o(k +1)1982:0) — 3dk —d + 2k - ey

Por simplicidad, definimos d’ = d/2 y encontramos que lo que queremos demostrar es:

2¢ - K9820) 4 o(k 4 1)) _ 3dk — d + 2k - ey < - (2k)1°52() — 2dk
2¢ - ko820) 4ok +1)0%20) — ¢ (2k)1082) L ok ey < dk 4 d
2¢ - k1o223) (k4 1)1082(0) — ¢ 3k1082) 4 9k ey < 2dk + 24
c(k +1)182) ¢ plos2() Lok ey < d'(k+2) 4+ d'k

Es facil ver que lo anterior se cumple si se cumplen dos condiciones:

(a) ek +1)°523) _ ¢ jloga(3) < g@/(k 4 2)
(b) 2k -es < d'k

De (b) podemos encontrar que es < d, asegurando la existencia de d, y desarrollando (a) encontramos
que es equivalente a:
(k + 1)1052(3) — k10g2(3) d
<

k+2 ¢

k 1 log,(3) _ k10g2(3)
Luego, podemos calcular el limite: lim (k+1)

concluir que podemos acotarlo por la constante d’/c y, por tanto asegurar la existencia de c.

y, al encontrar que su valor es 0,



A pesar de lo anterior, el limite mostrado no es facil de calcular sin utilizar algin software, por lo
que podemos demostrar esta desigualdad utilizando la generalizacion del teorema del binomio, que nos
dira:

oo

(k + l)logQ(S) _ Z (10g2(3)) (k + 1)log2(3)7i1i
2

=0

— }om(3) | log,(3) . KlOm) -1 4 logy(3) - (10'g2(3) - 1)k10g2(3)72 4o
2!

Reemplazando ahora esta expresion en la desigualdad desarrollada para (a), podemos ver que el primer
término se cancelara con —k'°22() mientras que el resto de los términos consistira de una constante
acompanada de un polinomio con exponente menor a 1, dejando claro que la funcién sera decreciente
y, por lo tanto, podra ser acotada por d'/c.

Por otra parte, al inicio de la demostracién supusimos que n es un nimero par, sin embargo el caso
impar es analogo y, por tanto, podemos decir que 3¢ € R*.3d € R*.3ng € N.Vn > ng :

T(n) < c-n'eB) _d.n
Finalmente, se sigue que ¢ - nl°220) — . n < ¢ nlog2(3)

= T(n) < c-n'°20) —d.n < c.nlos0)

- T(n) € O(nloe23))



