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Ayudantia 2

Notacion asintética y ecuaciones de recurrencia

1. Demuestre las siguientes afirmaciones:

e nleQ(2m).
Es claro que:

n=1-2-3-4-5-...-n
=1-2-3-(2-2)-5 n
=2-2-3-2-5-.
>2-2:2-2-2-...-2
—on

Luego, considerando ¢ = 1 y n = 4, tendremos que n! € (2").
o n" ¢ O(n!).

Podemos demostrar esta afirmacion utilizando limites. Es facil ver que:

Ademas:

nl n-(n—-1)-..-1

S =

Por otra parte, es claro que:

1
lim 0=0 A lim — =0

n—oo n—oo n
. n!

= lim — =0
n—oo N

Por lo tanto, n! € O(n™) y n™ ¢ O(n!)



e log(n™) € O(log(n!)). Podemos desarrollar log(n!) como:

log(n!) =log(n) +log(n — 1) + ... + log(n/2) + log(n/2 — 1) + ... + log(2) + log(1)
> log(n/2) +log(n/2) + ... + log(n/2) + log(n/2 — 1) + ... + log(2) + log(1)

. g -log(n/2) +log(n/2 — 1) + ... + log(4) + log(3) + log(2) + log(1)
= 5 10g(n/2) +10g(n/2 = 1) + ... +105(2%) +10g(3) + og(2) + 0

> 5 +log(n/2) + log(n/2 — 1) +... + og(2) + log(3) + log(2) + log(2)
- g log(n/2) + glog@)

_ g - (log(n) — log(2) + log(2))

- g log(n)

Por tanto, si consideramos ¢ = 1/2 y ng = 8, tenemos que log(n™) € O(log(n!))

2. El tiempo que demora el algoritmo de MergeSort se puede expresar con la siguiente recurrencia:

1 n=1
T(n){Q-T(’;)Jrf(n) n>1

Donde f(n) es el tiempo utilizado por la subrutina merge. Asumiendo que n = 2F, resuelva la recur-
rencia para los siguientes casos:

(a) El merge se implemento6 como es usual, f(n) = C-n, con C una constante tal que C' > 0 Podemos
expandir la recurrencia, encontrando:

T(2F) = 2T(2" 1) 4 O2F
=227 (2F7%) + C2F 1)) + o2*
=2°T7(2"%) + 02F + C2*
=22(2T(2F73) 4 C2+=%) + Cc2F + Cc2*
=237 (283) 4 O2% + C2F + C2F
=27 (2" i 02
=2k7(1) + k- O2*
=n+n-logy(n) -C

2. T(n) € O(n-log(n))



(b) El merge se implement6 de forma ineficiente, resultando en f(n) = C' - n?, con C una constante
tal que C' > 0. Similarmente, la recurrencia puede ser expandida como:

T(2F) = 2121 + C(2%)?
=202T(2"?) + C(2"1)*) + C(2*)°

=227 (2" 2) + C(z(zk—l)2 - (2’“)2)
=22(2T(2"%) + C(2"72)%) + 0(2(2’6—1)2 + (2’“)2>

= 2572573 + O<22(2k2)2 +2(2F71)2 4 (2’“)2)

i—1
=272 ) +C ) 2 (2M)?
j=0
k—1 . ]
=2kT(1)+C Y 2(2")?
j=0
k—1 1
_ ok 2k A+
=2k 402 ) o
=0
1
=n+n?-C- %

- T(n) € O(n?)

(c) El merge se implement6 de forma innovadora (practicamente magica) y funciona en tiempo
f(n) = C, con C una constante tal que C' > 0 De la misma forma que en las anteriores, encon-
tramos:

T(2F) =272 ) +C
=202T2" %) +C)+C
=2’T(2"%) +20+C
=222T(2" )+ C)+2C+C
257 (2F73) 4 C(2% + 2 + 29)

k—1
=272 +C) Y

Jj=0

k—1
=2kT(1)+C> Y
j=0

=281 C(2F -1)
=n+C(n-1)

~.T(n) € O(n)



