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Ayudantía 1
Notación asintótica

1. Demuestre que para todo ε ∈ R+ y para todo k, a ∈ N, con a ≥ 2, se cumple que:

logka(n) ∈ O(nε)

Hint: Puede asumir que loga(x) ≤ x para todo x > 0

Queremos demostrar que ∃c ∈ R ∃n0 ∈ N.∀n > n0 : logka(n) ≤ c · nε.

Para se cumpla que logka(n) ≤ c · nε, se debe cumplir que:

logka(n) ≤ c · nε

loga(n) ≤ (c · nε)
1/k

loga(n) ≤ k
√
c · nε/k

1
k
√
c
· loga(n) ≤ nε/k

loga(n
1/ k

√
c) ≤ nε/k

Luego, para utilizar el Hint, necesitamos que se cumpla:

n1/ k
√
c = nε/k

⇔ 1
k
√
c
=

ε

k

⇔ k
√
c =

k

ε

⇔ c =

(
k

ε

)k

Finalmente, si consideramos c =
(
k
ε

)k
, bastará que tomemos n0 = 1 y podremos concluir que

logka(n) ∈ O(nε)
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2. Suponga que lim
n→∞

f(n)

g(n)
existe y es igual a ℓ. Demuestre que:

• Si ℓ = 0, entonces f ∈ O(g) y g /∈ O(f).

Por definición de límite tenemos que lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 0 significa que ∀ε > 0∃N ∈ R.∀n > N :∣∣∣∣f(n)g(n)

∣∣∣∣ < ε

⇒ f(n) < ε · g(n)

Luego, tomando n0 = max(0, ⌈N⌉) y c = 1, se cumple que f ∈ O(g).
Por otra parte, si suponemos que g ∈ O(f), esto implica que ∃c > 0∃n0 > 0.∀n > n0:

f(n)

g(n)
≤ c

⇒ g(n)

f(n)
≥ 1

c

Finalmente, considerando ε = c es claro que encontramos una contradicción con la definición de
límite, por tanto g /∈ O(f)

• Si ℓ = ∞, entonces g ∈ O(f) y f /∈ O(g).

Sabemos que si lim
n→∞

f(n)

g(n)
= ∞ entonces lim

n→∞

g(n)

f(n)
= 0, por lo que esta demostración es análoga

a la anterior.

• Si ℓ ∈ R+, entonces f ∈ Θ(g).

Por definición de límite tenemos que lim
n→∞

f(n)

g(n)
= ℓ significa que ∀ε > 0∃N ∈ R.∀n > N :∣∣∣∣f(n)g(n)
− ℓ

∣∣∣∣ < ε

⇒ f(n)

g(n)
− ℓ < ε

⇒ f(n) < (ε+ ℓ) · g(n)

Luego, tomando n0 = max(0, ⌈N⌉) y c = ℓ+ 1, se cumple que f ∈ O(g).
Por otra parte, a partir de la misma definición de límite, tenemos que::

−
(
f(n)

g(n)
− ℓ

)
< ε

−f(n)

g(n)
< ε− ℓ

⇒ f(n) > (ℓ− ε) · g(n)

Finalmente, considerando n0 = max(0, ⌈N⌉) y c = ℓ − ε, con ε < ℓ, se cumple que f ∈ Ω(g) y,
por lo tanto, f ∈ Θ(g).
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3. Demuestre las siguientes afirmaciones:

• n! ∈ Ω(2n).
Es claro que:

n! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · ... · n
= 1 · 2 · 3 · (2 · 2) · 5 · ... · n
= 2 · 2 · 3 · 2 · 5 · ... · n
> 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · ... · 2
= 2n

Luego, considerando c = 1 y n = 4, tendremos que n! ∈ Ω(2n).
• nn /∈ O(n!).

Podemos demostrar esta afirmación utilizando límites. Es fácil ver que:

0 <
n!

nn

Además:

n!

nn
=

n · (n− 1) · ... · 1
n · n · ... · n

= 1 · n− 1

n
· ... · 1

n

≤ 1 · 1 · ... · 1
n

=
1

n

Por otra parte, es claro que:

lim
n→∞

0 = 0 ∧ lim
n→∞

1

n
= 0

⇒ lim
n→∞

n!

nn
= 0

Por lo tanto, n! ∈ O(nn) y nn /∈ O(n!)

• log(nn) ∈ O(log(n!)). Podemos desarrollar log(n!) como:

log(n!) = log(n) + log(n− 1) + ...+ log(n/2) + log(n/2− 1) + ...+ log(2) + log(1)

≥ log(n/2) + log(n/2) + ...+ log(n/2) + log(n/2− 1) + ...+ log(2) + log(1)

≥ n

2
· log(n/2) + log(n/2− 1) + ...+ log(4) + log(3) + log(2) + log(1)

=
n

2
· log(n/2) + log(n/2− 1) + ...+ log(22) + log(3) + log(2) + 0

≥ n

2
· log(n/2) + log(n/2− 1) + ...+ log(2) + log(3) + log(2) + log(2)

=
n

2
· log(n/2) + n

2
log(2)

=
n

2
· (log(n)− log(2) + log(2))

=
n

2
· log(n)

Por tanto, si consideramos c = 1/2 y n0 = 8, tenemos que log(nn) ∈ O(log(n!))
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