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ESCUELA DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

[1C2213 — Légica para Ciencia de la Computacion —
[1C2214 — Teoria de la Computacion —

Guia Légica

. Sea ¥ un conjunto de oraciones y ¢ una oracién. Demuestre que ¥ |= ¢ si y sélo si

Y U {—¢} no es satisfacible.

Demuestre que Equiv <,,, Val. Es decir, dadas dos oraciones arbitrarias ¢ y 1, cons-
truya una oracién a,,, tal que:

¢ y ¥ son equivalentes <=« es vélida.

.Son las estructuras (N, 0) y (Z,0) isomorfas?
Demuestre que las estructuras (N, <) y (Q, <) no son isomorfas.
;Son las estructuras (N, +) y (Z, +) isomorfas? ;Qué pasa con (N,-)y (Z,-)?

;Son las estructuras (Z, +) y (Q, +) isomorfas?

. Demuestre que S = {0} no es definible en (N). (aca el vocabulario £ es vacio.)

Demuestre que S = {0} es definible en (N;-).

. Demuestre que S = {(n,m) | n es divisible por m} es definible en (N, ).

Demuestre que S = {p | p > 2 es primo} es definible en (N, ).
Demuestre que el conjunto S = N no es definible en (R, <).
Demuestre que la funcién sucesor no es definible en (N, 0).
Demuestre que la funciéon + no es definible en (N, -).
Demuestre que la relacién < no es definible en (R, +).

Sea £ un vocabulario y 2 una L-estructura con dominio A. Sean S y T relaciones de
aridad k sobre A. Demuestre que si S 'y 1" son definibles sobre 2, entonces las relaciones
S, SUT, SNT, también lo son. (recordar que S = AF\ S.)
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16. Sea £ un vocabulario y 2l una L-estructura con dominio A. Sean S y T relaciones
binarias sobre A. Demuestre que si S y T son definibles sobre 2, entonces la relaciéon
S o T también lo es. Recordar que la relacion composicién S o T se define como:

SoT ={(a,b) € Ax A|existe c € A tal que (a,c) € Sy (¢,b) € T}.

17. Sea el vocabulario £ = {<} con < relacién binaria. Demuestre que las siguientes
propiedades son definibles en la logica de primer orden.
a) < es un orden parcial (refleja, transitiva, antisimétrica).

b) < es un orden total (refleja, transitiva, antisimétrica, todo par de elementos son
comparables).

¢) < un lattice. Un lattice es un orden parcial en donde cada par de elementos a,b
tiene una cota superior mas pequena y una cota inferior mas grande.

d) < tiene un uinico maximo.
e) < tiene un elemento maximal.
f) < es denso.

18. Sea el vocabulario £ = {0,1,+,-} con + y - funciones binarias. Demuestre que las
siguientes propiedades son definibles en la logica de primer orden.

a) 0 es el unico elemento neutro para +. Un elemento a es neutro para + si para
cada b, se tienea+b=0b+a =b.

b) Todo elemento tiene un inverso para +. Un elemento b es inverso de a para + si
a+b=b+a=0.

¢) + es conmutativo.
d) + es asociativo.

e) 0 es el unico elemento absorvente para -. Un elemento a es absorvente para - si
para cada b, se tiene a-b="b-a = a.

f) La operacion - distribuye sobre la operacion +.

19. Sea el vocabulario £ = {f, <} con f funcién unaria y < relacién binaria. Demuestre
que las siguientes propiedades son definibles en la logica de primer orden.

a) f es inyectiva.

b) f es sobreyectiva.

c) f es creciente con respecto a <.

d) f es estrictamente creciente con respecto a <.
e) f tiene un punto fijo.
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Sea £ un vocabulario y Py Q propiedades. Demuestre que si P y Q son definibles en
lgica de primer orden, entonces las propiedades P, P U Q y P N Q también lo son.
(acd P = Struct[L] \ P.)

Sea L un vocabulario y P y Q propiedades. Suponga que P y Q son cerradas bajo
isomorfismos. ;Es cierto que las propiedades P, P U Q y P N Q también son cerradas
bajo isomorfismos?

Sea £ un vocabulario arbitrario. En clases vimos que la siguiente propiedad no es
definible en légica de primer orden:

Prn = {2 € Struct[L] | A tiene una cantidad finita de elementos}.
Definamos la siguiente propiedad:
Pinfin = {2 € Struct[L] | A tiene una cantidad infinita de elementos}.

Demuestre que Pinsn no es definible en logica de primer orden.

Considere el vocabulario £ = {E}, con E relacién binaria. Definimos la siguiente
propiedad:

Peyee = {2 € Struct[L] | A tiene un ciclo dirigido finito}.
Un ciclo dirigido finito en una L-estructura 2 es una secuencia uq, ..., u,, con n > 1,

tal que uy = u, y
(wy, ), - .o, (U1, Up ), (U, uy) € B

Demuestre que Peycle 10 es definible en légica de primer orden.

Considere el vocabulario £ = {E}, con E relacién binaria. Definimos la siguiente
propiedad:

Phin-degree = {21 € Struct[L] | A tiene un elemento con grado de salida finito}.

Para una L-estructura 2l con dominio A, el grado de salida de un elemento a € A, es
la cardinalidad del conjunto Ny (a), donde

Nows(a) = {b e A (a,b) € E*}.

Si vemos 2 como un grafo dirigido (potencialmente infinito), el grado de salida de a
es la cantidad de elementos que son apuntados por a.

Demuestre que Phy-degree N0 €s definible en 16gica de primer orden.



