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Pregunta 1
Definamos el siguiente lenguaje sobre {0, 1}:
Non-Empty = {(M) | M es una MT y L(M) # 0}.
Recuerde que el lenguaje Halting se define como:
Halting = {(M,w) | M es una MT, w € {0,1}" y M se detiene con w}.

Demuestre que Non-Empty es indecidible. Para esto, debe presentar una reduccién mucho
a uno desde Halting a Non-Empty: dada una MT M y un w € {0,1}*, debe construir una
MT N, tal que (M, w) € Halting <= (Naw) € Non-Empty. Debe argumentar por qué
su reduccién es correcta (es decir, por qué se cumple el <= anterior).

Solucidon

Podemos definir la siguiente reduccién f desde Halting a Non-Empty. Para cada MT M y
w € {0,1}*, definimos la MT Ny, como sigue:

Sobre entrada u € {0, 1}*:

1. Borrar la entrada w.
2. Escribir w en la cinta.
3. Simular M sobre w.

4. Si M se detiene con w, aceptar.

Vemos que si M se detiene con w, entonces el paso (3) de Ny, siempre se detiene, y
siempre se llega al paso (4), para toda posible entrada u. Sigue que Ny, acepta todas las
palabras y en particular, L(Nys.,) # 0. Por otra parte, si M no se detiene con w, el paso
(3) de Njs, nunca se detiene, y nunca se llega al paso (4), para toda posible entrada w.
Sigue que Ny, no acepta ninguna palabra y en particular, L(Nys,,) = 0. Concluimos que
(M,w) € Halting <= (N1) € Non-Empty.

Distribucién de puntaje:



= 5.0 pts por dar una reduccién correcta, 1.0 pts por argumentar la correctitud. Des-
cuentos a criterio del corrector.

Pregunta 2

(a) (3.0 pts) Sean ¢ y 1 dos oraciones satisfacibles. ;Es cierto que ¢ A 1 es satisfacible?
Argumente su respuesta.

(b) (3.0 pts) Sea el vocabulario £ = {f} donde f es un simbolo de funcién unaria. De-
muestre que la siguiente propiedad es definible en légica de primer orden:

Punicopt = {2 € Struct[L] | f* tiene un tinico punto fijo}.

Acé, un punto fijo de una funcién g : A — A es un elemento a € A tal que g(a) = a.
(basta que presente la oracién que define a Pupico-pt-)

Solucion

(a) No es cierto. Como ¢ es satisfacible, existe una estructura 2 tal que 2 = ¢, y como 1
es satisfacible, existe una estructura B tal que B |= 1. Las estructuras 2 y B podrian ser
distintas, luego no es claro que exista una estructura que satisfaga simultaneamente a ¢ y ¥
(es decir, que ¢ A 1) sea satisfacible).

Como contraejemplo, podemos tomar £ = {P} con P una relacién unaria. Podemos tomar
¢ =Vx P(x)y ¢ = Vo P(z). La oracién ¢ es satisfacible, basta tomar una estructura en
donde todos los elementos estén en P (por ejemplo 2 = ({0}, {0})). La oracién 1) también es
satisfacible, basta tomar cualquier estructura en donde hay algin elemento afuera de P (por
ejemplo 2 = ({0, 1},{0})). Pero ¢ A9 no es satisfacible ya que sobre cualquier estructura ¢
o 1 debe ser falsa (una es la negacién de la otra).

(b) Una posible oracién que define Pynico-pf:

Jz (fla)=aAVy (fly) =y —y=1)).

Distribucién de puntaje:

= (a) 1.0 pts por decir que no es cierto, 2.0 pts por argumentar la correctitud. Descuentos
a criterio del corrector.

= (b) 3.0 pts por dar una oracién correcta. Descuentos a criterio del corrector.

Pregunta 3

(a) (3.0 pts) Demuestre que S = {n | n > 2 es primo} es definible en (N, 0, 1, -, <).
(basta que presente la férmula que define a S.)

(b) (3.0 pts) Demuestre que S = Q no es definible en (R, <).



Solucién
(a) Una posible oracién que define S = {n | n > 2 es primo}:
() :ﬂ(ﬂyEIz (y-z=z ANl<y /\y<x)).

(b) Por contradiccién, supongamos que existe una férmula ¢(x) que define S = Q en (R, <).
Es decir, para todo a € R, se cumple

(R, <) F ¢pla) <= acQ

Tomemos la funcién h : R — R definida como h(x) = x4+ 7. (acé basta sumarle a = cualquier
irracional, en este caso, escogimos el niumero 7.) Tenemos que h es una biyeccién. Ademés
para todo a,b € R se cumple que:

a<b < a+7m<b+7m <= h(a) <h(b).

Sigue que h es un isomorfismo de (R, <) a (R, <). Por el teorema de isomorfismo, para todo
a € R, se cumple que:

(R, <) ¢la) <= (R, <) = ¢(h(a)).

Como 0 € Q sabemos que (R, <) | ¢(0) y como m ¢ Q sabemos que (R, <) [~ (7). Pero
h(0) = 7, lo cual contradice el <= anterior.

Distribucién de puntaje:
= (a) 3.0 pts por dar una férmula correcta. Descuentos a criterio del corrector.

= (b) 3.0 pts por argumentar correctamente. Descuentos a criterio del corrector.



