Unidad II: Légica de Primer Orden

VAL es indecidible

Clase 13 - Légica para Ciencia de la Computacién/Teoria de la Computacién

Prof. Miguel Romero



Entscheidungsproblem (El problema de decisién)

VAL = {{¢) | ¢ es una férmula valida}.

Teorema:
VAL es indecidible.

1/21



VAL es indecidible

Consideremos el siguiente lenguaje indecidible:

Accept, = {(M) | M es MT, M acepta ¢}.

Demostraremos que Accept, <, VAL.
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VAL es indecidible

Dado:
M=(Q,{0,1},{0,1,~,B},1,n,8) MT codificable con Q = {1,...,n}.

Construiremos una oracién ¢y tal que:

M acepta ¢ <= ¢ es valida.

Definiremos @y, por partes, usando varias oraciones intermedias...
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VAL es indecidible

Utilizamos el siguiente vocabulario:
Relaciones unarias: Py, Ei,..., E,.

Relaciones binarias: <, So, S1, S, Sg, C.
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VAL es indecidible

- < es un orden total estricto, tal que cada elemento tiene sucesor.
< es anti-refleja:

anti

@M = Vx —(x < x).
< es transitiva:
OY =VxVyVz ((x<yAny<z)—>x<z).
< es total:
Pt =VxVy(x=y vx<yVy>x).

Todo elemento tiene un sucesor:

succ

P = Vx3y Ysucc(X,y)

donde
Psucc(X,y) =x<yA-3z (x<zAz<y).
Definimos:
A _ , .anti Atr _tot _succ
P< =P NP N Pe P<
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VAL es indecidible

©o: hay un dnico elemento en Pq.

Yo = HX(PO(X) AVy (Po(y) =y = x))
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VAL es indecidible

Sea 2l una estructura arbitraria con dominio A.
Supongamos 2 E v A @o.

i Qué podemos deducir de 2(7?

Existe una secuencia infinita de elementos en A:

D) D D) D
ao < ai = an < as & oo

tal que:
:DQl = {ao}.

ais1 es el sucesor de a;, para todo i > 0. Es decir, 2 = psucc(ai, ais1)

Pensaremos {ap, a1, a2, 33, ... } € A como si fueran los naturales y

los usaremos para indexar tiempo y posiciones de la cinta de la MT M.
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VAL es indecidible

Escribiremos oraciones para forzar las siguientes interpretaciones:

So(t,p) : lacinta de M tiene un 0 en la posicién p en tiempo t.

Si(t,p) : lacinta de M tiene un 1 en la posicién p en tiempo t.

S.(t,p) : lacinta de M tiene un + en la posicién p en tiempo t.

Se(t,p) : lacinta de M tiene un B en la posicién p en tiempo t.
Ei(t) : M estd en estado i (1< i< n) en tiempo t.

C(t,p) : la cabeza de M estd en la posicién p en tiempo t.

Estamos forzando a que la interpretacién de estos simbolos sobre
{40, a1, a2, as, . .. } codifique la ejecucién de M sobre ¢.
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VAL es indecidible

©.ux: La maquina funciona correctamente.

En cada tiempo estamos en un sélo estado:

ptates _ (l\:n/l(E(t /\lﬁEj(t)))

En cada tiempo, la cabeza siempre apunta a una séla posicion:
head / 14 ’
pa =Vtap (C(t,p) AVP (=p=p' = -C(t,p"))).

En cada tiempo, cada celda tiene un sélo simbolo:

gt =vevp (V) (Sitp)n A =Si(tp)):

ae{0,1,~,B} ae{0,1,~,B}
b#a

.. states head __symb
Deflnlmos Paux = Paux N Paux N Paux -
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VAL es indecidible

©winic © En el tiempo 0, estamos en la configuracién inicial.
Estamos en el estado inicial 1:
i =Vt (Po(t) - Ex(t)).
La cabeza estd en la posicién 1:
pread = Vvt (Po(t) A psuce(t, t)) - C(t,t)).
El contenido de la cinta es — BB

g’ =Vt (Po(t) > (S-(t,) AVp (t < p > Ss(t,p)))).

. states head symb
Definimos winie = 07,7 A it Ao
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VAL es indecidible

s : La maquina funciona acorde a §.

Entre configuraciones consecutivas, las celdas no apuntadas por la

cabeza quedan intactas:

_same _

Ps
VEVEYp ((puuec(t, ) A=C(,p)) > A (Sa(t,p) = Silt',p))).

a¢{0,1,~,B}

Entre configuraciones consecutivas, la celda apuntada por la cabeza se
actualiza segln 4, junto con el estado y la posicién de la cabeza:
_head

P50 =y A A,
donde § ={r,...,rm} ¥ o, se encarga de la transicién ry.
. same _head
Definimos 5 = 057" A
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VAL es indecidible

Entre configuraciones consecutivas, la celda apuntada por la cabeza se
actualiza seglin J, junto con el estado y la posicién de la cabeza:

head
O =y A A,
donde 6 = {r1,...,rm} y a, se encarga de la transicién ry.

Si 1, tiene la forma (i, a) = (j. b,>):

o, -

VeV VP’ ((psuce(t,) A Pauce (p, P') A Ei(t) A C(£,p) A Salt, p)) =
(E(t) A C(t,p') A So(t,p))).
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VAL es indecidible

Entre configuraciones consecutivas, la celda apuntada por la cabeza se
actualiza seglin J, junto con el estado y la posicién de la cabeza:

head
O =y A A,
donde 6 = {r1,...,rm} y a, se encarga de la transicién ry.

Si 1, tiene la forma (i, a) = (. b, <):

o, -

VeV pY P’ ((psuce(t,) A pace (P, P) A Ei(t) A C(£,p) A Salt, p)) =
(E(t) A C(t,p') A So(t,p))).
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VAL es indecidible

Definimos la oracién

Pejec = P< NP0 AN Paux N Linit N Q6§ -

Tenemos que si 2 = @pejec, entonces A codifica la ejecuciéon de M sobre €.

Formalmente:

Existe secuencia infinita de sucesores ag <> a1 < a, <® -+~ en 2l con
2
PO = {30}.

Las interpretaciones s, E*, C* codifican la ejecucién de M sobre €.
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VAL es indecidible

Finalmente, escribimos la siguiente oracién.

Vaccepr - La mdquina acepta.

Paccept = 3t (Po(t) A (t=t' viE<t') AE(L)).
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VAL es indecidible

La oracién final ¢, se define como:

PM = Pejec = Paccept

Tenemos que:

M acepta ¢ <= ¢ es valida.
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VAL es indecidible

M acepta € = pum es vidlida.

Supongamos que M acepta € y sea 2 una estructura arbitraria.
Debemos verificar que si 2l = e, entonces 2 = ©occep:.

Supongamos que 2 = pjec.
Existe secuencia infinita de sucesores ag <2 ar <& a <*...en A con
:DOgl = {a()}.
Las interpretaciones S2', EX*, C* codifican la ejecucién de M sobre e.

Como la ejecucién de M sobre € es de aceptacion, tenemos que 2l = ©accepr-

Concluimos que 2 = ¢, y luego pum es vélida.
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VAL es indecidible

pm es vilida = M acepta e.

Supongamos que @ es vélida.

Tomemos la siguiente estructura 2A:

El dominio de 2 son los naturales N.
<™ es la relacién < de los naturales, y Py = {0}.
Las relaciones S2, EX*, C* se definen segtin la ejecucién de M sobre €.

Por construccién, tenemos que

Como es valida, sigue que

Concluimos que la ejecucion de M sobre € es de aceptacion.
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VAL es indecidible

Corolario:

VAL no es recursivamente enumerable.

Demostracion:

Como Accept, <, VAL, tenemos que Accept, < VAL.

Como Accept, no es recursivamente enumerable, concluimos el resultado.

iEs VAL recursivamente enumerable?
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El problema SAT

Recordar el lenguaje SAT para LPO:

SAT = {{¢) | ¢ es una férmula satisfacible}.

Corolario:

SAT no es recursivamente enumerable.
Demostracion:

La reduccién ¢ a —p prueba que VAL <, SAT (;por qué?).
Luego VAL <., SAT. Concluimos que SAT no es recursivamente enumerable.

Corolario:
SAT es indecidible.
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Equivalencia y consecuencia légica son indecidibles

Definimos los siguientes problemas:

EQUIV = {{p, %) | p y 1 son férmulas equivalentes}.
CONS = {(X, ) | X conjunto finito de férmulas, ¢ una férmula, y X = ¢}.

Corolario:
EQUIV y CONS son indecidibles.

Ejercicio: Demuestre el corolario.
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