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Enumeradores: idea

Un enumerador es una máquina con las siguientes caracteŕısticas:

Tiene dos cintas: la cinta de trabajo y la cinta de impresión.

La cinta de trabajo funciona como en una MT normal.

La cinta de impresión es sólo de escritura y la cabeza siempre se mueve

a la derecha.

La máquina NO recibe palabra de entrada.

La máquina imprime palabras en la cinta de impresión, separadas por

un śımbolo especial $.
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Enumeradores: definición

Definición:

Un enumerador es una tupla E = (Q,Σ,Γ,$,q0, δ), donde:

Q es un conjunto finito de estados.

Σ es el alfabeto de impresión.

Γ es el alfabeto de la cinta de trabajo, donde Σ ⊆ Γ, y ⊢,B ∈ Γ / Σ.

$ /∈ Γ es el śımbolo delimitador.

q0 es el estado inicial.

δ ∶ Q × Γ→ Q × Γ × {⊲,⊳} × (Σ ∪ {ε,$}) es la función parcial de

transición.

Idea de una transición δ(q, a) = (q′,b,D, k):

Si el estado actual es q y el śımbolo en la cinta de trabajo es a, entonces:

Actualizamos el estado a q′.

Reemplazamos a por b.

La cabeza de la cinta de trabajo se mueve en la dirección D.

Escribimos el śımbolo k en la cinta de impresión. (k = ε corresponde a no escribir nada.)
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Configuración de un enumerador

Sea E = (Q,Σ,Γ,$,q0, δ) un enumerador.

Definición:

Una configuración de E es un par (uqv , z) con u, v ∈ Γ∗q ∈ Q y

z ∈ (Σ ∪ {$})∗ , donde:

q es el estado actual de E .

∣u∣ es la posición actual de la cabeza lectora en la cinta de trabajo.

uv es el contenido de la cinta de trabajo.

z es el contenido de la cinta de impresión.

La configuración (uqv , z) es de detención si δ(q, a) no está definido, donde

v = av ′.
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Relación siguiente configuración

Definición:

Sea E = (Q,Σ,Γ,$,q0, δ) un enumerador. Se define la relación siguiente

configuración
E
z→ entre configuraciones de E como:

C
E
z→ C ′ si y sólo si

Existe transición δ(q, a) = (q′,b,⊲, k) tal que C y C ′ tienen la forma:

● C = (u d q a v , z) C ′ = (u q′d b v , z) si k = ε

● C = (u d q a v , z) C ′ = (u q′d b v , zk) si k ∈ Σ ∪ {$}

O existe transición δ(q, a) = (q′,b,⊳, k) tal que C y C ′ tienen la forma:

● C = (u q a v , z) C ′ = (u b q′ v , z) si k = ε

● C = (u q a v , z) C ′ = (u b q′ v , zk) si k ∈ Σ ∪ {$}
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Ejecución de un enumerador

Sea E = (Q,Σ,Γ,$,q0, δ) un enumerador.

Definición:

Una ejecución ρ de E es una secuencia de configuraciones

ρ = C0,C1,C2, . . . (no necesariamente finita)

tal que Ci
E
z→ Ci+1 para todo i ≥ 0.

Decimos que ρ = C0,C1,C2, . . . es la ejecución de E si:

● ρ es una ejecución de E .

● C0 = (⊢ q0,$). (configuración inicial de E)

● Si ρ = C0, . . . ,Cm es finita, entonces Cm es de detención.
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Lenguaje enumerado por un enumerador

Sea E = (Q,Σ,Γ,$,q0, δ) un enumerador y sea ρ = C0,C1,C2, . . . su

ejecución.

Definición:

El lenguaje enumerado por E se define como:

L(E) = {w ∈ Σ∗ ∣ existe un Ci = (uqv , x$w$) en ρ, con x ∈ (Σ ∪ {$})∗}.
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Ejemplos

Enumerador para L = {0n1n ∈ {0,1}∗ ∣ n ≥ 0}.

q0 q1 Shift a la derecha

q2

0,⊳,0

1,⊳,1

B/1,⊲,$

{0,1},⊲, ε

⊢,⊳, ε

B/0,⊲, ε⊢,⊳, ε
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Una caracterización de RE

Teorema:

Un lenguaje L es recursivamente enumerable si y sólo si existe un

enumerador E tal que L = L(E).
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Una caracterización de RE

Demostración (⇐):

Sea un enumerador E tal que L = L(E). La siguiente MT M acepta L.

Concluimos que L es recursivamente enumerable.

M tiene 3 cintas, donde:

Cinta 1: siempre contiene la entrada w .

Cinta 2: simula la cinta de trabajo de E .

Cinta 3: simula la cinta de impresión de E .

Sobre entrada w ∈ Σ∗:
Ejecutar E en las cintas 2 y 3.

Si E imprime una palabra x en la cinta 3, comparar la entrada w con x .

● Si w = x , aceptar.
● Si no, continuar con la ejecución de E .

¿Por qué la construcción de M es correcta?
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Una caracterización de RE

Demostración (⇒):

Sea una MT M tal que L = L(M). El siguiente enumerador E cumple que

L(E) = L.

Enumerador E :

Para cada palabra w ∈ Σ∗ (iteramos según el orden lexicográfico):

● Ejecutar M sobre w .

● Si M acepta w , imprimir w en la cinta de impresión.

● Si no, pasar a la siguiente palabra.

¿Algún problema con la construcción?
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Una caracterización de RE

Demostración (⇒):

Sea una MT M tal que L = L(M). El siguiente enumerador E cumple que

L(E) = L.

Enumerador E :

Para cada natural i = 1,2,3, . . . :
● Ejecutar i pasos de M sobre cada una de las i primeras palabras

{w1, . . . ,wi} (según el orden lexicográfico).
● Si M acepta algún wj , imprimir wj en la cinta de impresión.

¿Por qué la construcción de E es correcta?
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Una caracterización de RE

Demostración (⇒):

L(E) ⊆ L(M): directo.

L(M) ⊆ L(E):

Sea w ∈ L(M), tenemos que:

M acepta w , digamos en ℓ ≥ 1 pasos.

w es la m-ésima palabra según el orden lexicográfico, con m ≥ 1.

Esto implica que existe k ≥ 1 (basta tomar cualquier k ≥ max{ℓ,m}) tal que:

M acepta w , dentro de k pasos.

w está entre las primeras k palabras {w1, . . . ,wk}.

Concluimos que E debe imprimir w en la iteración i = k, y luego w ∈ L(E).
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