Unidad |: Computabilidad
Modelos alternativos: No-determinismo

Clase 03 - Légica para Ciencia de la Computacién/Teoria de la Computacién

Prof. Miguel Romero



i Cémo podemos extender una maquina de Turing?

1. Cinta infinita en ambas direcciones.
2. Muiltiples cintas, cada una con su cabeza lectora.
3. No-determinismo.

4. Cinta 2D, miquinas RAM, ...

Todos estos modelos computan lo mismo que una MT.
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Mdquinas de Turing deterministas

Definicién:
Una mdquina de Turing (determinista) (MT o MTD) es una tupla
M=(Q,%,T,qo,qr,d), donde:

Q es un conjunto finito de estados.

Y es el alfabeto de entrada.

I es el alfabeto de la cinta, donde X c I, y +,Bel \ X.

qo es el estado inicial.

gr es el estado final.

0:(Q\{gr})xT > Q@ xT x{«,>} es una funcidn parcial llamada la

2/28



Mdquinas de Turing no-deterministas

Definicién:
Una maquina de Turing no-determinista (MTN) es una tupla
M=(Q,%,T,qo,qr,A), donde:

Q es un conjunto finito de estados.

Y es el alfabeto de entrada.

I es el alfabeto de la cinta, donde X c T, y —,Bel \ X,

qo es el estado inicial.

gr es el estado final.

Ac(Q\{gr})xITxQxT x{a,>} esla
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Configuraciones de una MTN

Definicién:
Sea M =(Q,X%,T,qo,qr, A) una MTN. Una configuracién de M es

representada por una palabra de la forma uqv, con u,vel " y g€ Q, donde:

q es el estado actual de M.
|u| es la posicién actual de la cabeza lectora.

uv es el contenido de la cinta.

Igual que para una MT determinista.
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Configuraciones de una MTN

Definicion:

Decimos que una configuracién uqv es:
de aceptacion si g = gr.
de detencién si no existe tupla (g,a,q’,b,D) € A, donde v = av’.

de rechazo si es de detencién y g # gr.

Igual que para una MT determinista.
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Configuraciones de una MTN

Definicion:
Sea M =(Q,X,I,qo,qr, A) una MTN. Se define la relacién siguiente
configuracion L, entre configuraciones de M como:
c ¢ si y sélo si
Existe transicién (q,a,q’,b,<) € A, u,vel™ y deT tal que:
C=udqgav C'=uq'dbv
O existe transicién (q,a,q’,b,>) € Ay u,v el tal que:

C=uqgav C'=ubq'v

Ahora la configuracién C puede tener varias siguientes configuraciones C’.

6/28



Ejecuciones de una MTN

Sea M =(Q,%,T,qo,qr, A) una MTN y we X*.
Definicion:
Una ejecucion p de M es una secuencia de configuraciones
p =G, Ci, G, ... (no necesariamente finita)
tal que G; M, Ci+1 para todo i > 0.
Decimos que p = Gy, Ci, Gy, ... es una ejecucion de M sobre w si:
® p es una ejecucién de M.
° Co =+ qow. (configuracion inicial de M sobre w)

® Sip==Co,...,Cn es finita, entonces C,, es de detencidn.

Ahora es posible tener varias ejecuciones de M sobre w.
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Lenguaje de una MTN

Sea M =(Q,%,l,qo,qr, A) una MTN y we X",
Definicion:
M acepta w si existe una ejecucién p de M sobre w que cumple:

® p==Co,...,Cn esfinita. (M se detiene con w)
® Cp es una configuracién de aceptacion.

® Decimos que p es una ejecucion de aceptacion para My w.

El lenguaje aceptado por M se define como:

L(M)={weX"|M acepta w}.
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Visualizando MTNs

Las ejecuciones de M sobre w forman el arbol de configuraciones T v -

Los nodos estan etiquetados con configuraciones.

La raiz tiene la configuracién inicial.

Los hijos de un nodo con etiqueta C estdn etiquetados con las siguientes
configuraciones de C.

Las hojas estan etiquetadas con configuraciones de detencidén

(aceptacién o rechazo).
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Visualizando MTNs

Las ejecuciones de M sobre w forman el arbol de configuraciones Ty, w.

M acepta w <= existe una ejecucién de aceptacion para My w
<> existe una rama en Tu,w

que termina en una configuracién de aceptacién

(rama = camino que comienza en la raiz y termina en algin nodo)
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Visualizando MTNs

Una forma dtil de pensar en una MTN M:
Dada una entrada w € X, comenzamos en la configuracién inicial.

Si M se encuentra con mds de una opcidén de transicidn,

escoge sélo una de las transiciones.
El objetivo de M es “adivinar’ una ejecucién de aceptacion.

M tiene la habilidad especial de tener mucha suerte:
si existe una ejecucion de aceptacion, M adivina correctamente.
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Ejemplos de MTNs

L={we{0,1}" | w = uu para algin u}.
Pseudocédigo de una MTN que acepta L:

Sobre entrada w € {0,1}":

1. Adivinar dénde estd la mitad de w. Usar marcas / y D para marcar las
mitades.

2. Si ambas mitades son iguales, aceptar. En caso contrario, rechazar.
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Ejemplos de MTNs

L={we{0,1}" | w = uu para algin u}.

0/0',> 0/0%, > 0/0°, > 0',1',0%,1° <
@ - B,< g =, MTD que verifica que
\_J las mitades sean iguales
D
11> Ll 1/1°, >
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Ejemplos de MTNs

L={we{0,1}" | w = vuu para algin u}.
Pseudocédigo de una MTN que acepta L:

Sobre entrada w € {0,1}":

1. Adivinar dénde estén los tres tercios de w. Usar marcas I, M y D para
marcar los tercios.

2. Si los tres tercios son iguales, aceptar. En caso contrario, rechazar.
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Ejemplos de MTNs

L={we{0,1}" | w = vuu para algin u}.

MTD que verifica que
las 3 partes sean iguales

i Cémo aceptaria este lenguaje con una MTD?

15 /28



iUsar no-determinismo nos da mds poder?

Teorema:
Para toda MT no-determinista M, existe una MT determinista S, tal que:

L(M) = L(S)

i Qué ganamos con programar con MTNs?
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Demostracidn

Sea M =(Q,%,l,qo,qr, A) una MTN y we X",

M acepta w <> existe una rama en el arbol de configuraciones Tu,w

que termina en una configuracién de aceptacion

Idea MTD simuladora S:
Dada una entrada w,
buscar una rama de 7Tu,w que termine en configuracién de aceptacién.
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Demostracidn

Sea M =(Q,%,T,qo,qr, A) una MTN y w e X%,

Definimos:
£(q,3) = {(q,b.D) € @x T x {4,5} | (,2,q', b, D) ¢ A}.

m=max{|A(qg,a)| |ge Q,acT}.

Enumeramos los triples de A(q, a), comenzando desde 1.

Cada triple en A(q, a) recibe su propia en {1,...,m}.
Cada rama de Ty,w se puede representar como una palabra en {1,...,m}".
( )

18/28



Demostracidn

Ramas de aceptacién: y

Ramas de rechazo: y
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Demostracidn

Sea M =(Q,%,l,qo,qr, A) una MTN y we X",

Ordenaremos las secuencias de direcciones segtn el orden lexicografico <:

Si u=uiUpyV=vivg son palabras en {1,...,m}", entonces:

u<v < |u<|v|o

|u| = |v| y uk < vk donde k es la lera posicidn tal que ux # vi.

Ejemplo orden < para m = 3:
1,2,3,11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33, 111, 112, 113, 131, ..., 333, 1111, ...

iA qué corresponde el orden < en el arbol de configuraciones Ty, ?

20/28



Demostracidn

Dado: M =(Q,%,l,qo,qr, Am) una MTN.

La MTD simuladora S tiene 3 cintas:

Cinta 1: mantiene la palabra de entrada w sin modificarla.

Cinta 2: secuencia de direcciones que indica qué transiciones tomar.

Cinta 3: ejecuta M segin las direcciones en Cinta 2.

Actualizamos la secuencia de direcciones de la Cinta 2 segtn el orden
lexicogréfico <.
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Demostracidn

Estructura de la MTD S:

—>  Inicializar 2 ——> Copiar Entrada a 3——> Ejecutar M —>

Siguiente Direc en 2 «—— Borrar Cinta 3

Inicializar 2:

Escribimos el simbolo 1 en la Cinta 2. (ler simbolo segiin <)

Copiar Entrada a 3:

Copiamos la entrada de la Cinta 1 a la Cinta 3.
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Demostracidn

Estructura de la MTD S:

—> Inicializar 2 —> Copiar Entrada a 3——  Ejecutar M —>

Siguiente Direc en 2 «—— Borrar Cinta 3

Borrar Cinta 3:

Borramos el contenido de la Cinta 3.

i Cémo sabemos dénde termina el contenido de la Cinta 37

23/28



Demostracidn

Estructura de la MTD S:

—>  Inicializar 2 ——> Copiar Entrada a 3 ——> Ejecutar M —>

Siguiente Direc en 2 «—— Borrar Cinta 3

Siguiente Direc en 2:
Actualizamos la palabra uve {1,...,m}" de la Cinta 2.

Reemplazamos u por su sucesor u’, segiin el orden <.

i Cémo hacemos la actualizacién de u a u'?
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Demostracidn

Estructura de la MTD S:

—>  Inicializar 2 —> Copiar Entrada a 3——> Ejecutar M |—

Siguiente Direc en 2 «—— Borrar Cinta 3

Ejecutar M:

Ejecutamos M en la Cinta 3, segln las direcciones de la Cinta 2.

i Cémo ejecutamos M con las direcciones de la Cinta 27
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Demostracidn

i Cémo ejecutamos M con las direcciones de la Cinta 27

Por cada estado g de M, hay un estado g° en el médulo Ejecutar M.
El médulo comienza en g3, donde qo es el estado inicial de M.

El estado final de la MTD S es gz, donde gr es el estado final de M.
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Demostracidn

i Cémo ejecutamos M con las direcciones de la Cinta 27

Por ejemplo, si An(q,a) = {(q1, b1,D1), (g2, b2, D2)}, entonces ds

tiene las siguientes transiciones:

35(q°, (x,1,a))
35(q°, (x,2,a))
35(q°, (x,3,a))
35(q°, (x,B,a))

(q7,(x,1,b1), (v, >, D))
(3, (x,2,b2), (v, >, D2))
transiciéon a Borrar Cinta 3

transiciéon a Borrar Cinta 3

Vxel
Vxel
Vxel

Vxel

27/28



Demostracidn

i Cémo ejecutamos M con las direcciones de la Cinta 27

Por ejemplo, si Aw(q,a) ={(q1, b1,D1), (g2, b2, D2)}, entonces ds
tiene las siguientes transiciones:

F, 1,a/b1,v,|>, Dy

r,2,a/by,v,>, D,

[ B,a,v,v,v I3,av,vv

Borrar Cinta 3
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