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Computabilidad

i Qué problemas pueden ser resueltos por un algoritmo?

i Cémo definimos la nocién de algoritmo?
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Problemas computacionales
Un problema computacional especifica, dada una entrada, cual debe
ser la salida.
Problemas de decision: dada una entrada, la salida debe ser si o no.
Ejemplos:

SAT
Entrada: una férmula proposicional ¢.
Salida: decidir si ¢ es satisfacible.

Primos
Entrada: un ndmero natural p.
Salida: decidir si p es primo.

Nos enfocaremos en problemas de decision.
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Problemas de decision como lenguajes

Formalizamos los problemas de decisién como lenguajes sobre un alfabeto ¥:

Un alfabeto X es un conjunto finito de simbolos.
® Ejemplo: X ={0,1}.

Un palabra w sobre ¥ es una secuencia finita de simbolos de X.
® Ejemplo: w =1101001.

Denotamos por > * al conjunto de todas las palabras sobre X.

Un lenguaje L sobre ¥ es un conjunto de palabras sobre ¥
(es decir, un subconjunto L ¢ X*).

® Ejemplo: L={we{0,1}" |la cantidad de 0's en w es par}.
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Problemas de decision como lenguajes

Problema de decisién asociado a un lenguaje L sobre alfabeto X:

Dada una palabra w € X7, decidir si w € L.

Ejemplos:
Para SAT podemos usar el alfabeto
Y ={-,A,V,>,<,(,),x,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Podemos asumir que las variables proposicionales siempre estdn en el

conjunto {xi, X2, X3, ... }. Cualquier férmula se puede representar con
una palabra sobre ¥.

® (x1V-x2) = (x3 A Xx2) se representa como (x1Vv -x2) - (x3 A x2).
Algunas palabras no representan ninguna férmula.

® v A x34-x54- —— 100xx

SAT = {w € X" | w representa una férmula y w es satisfacible}.
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Problemas de decision como lenguajes

Problema de decisién asociado a un lenguaje L sobre alfabeto X:

Dada una palabra w € X7, decidir si w € L.

Ejemplos:
Para Primos podemos usar el alfabeto X = {0,1}.
Cada nimero natural p se puede representar con su representacién
binaria.
° 5~ 101 13~ 1101 1058 ~ 10000100010

Primos = {w € X* | w es la representacién binaria de un niimero primo}.
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La nocién de algoritmo

Turing (1936): On Computable Numbers with
an Application to the Entscheidungsproblem
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Mdquinas de Turing: componentes

Las componentes de una Mdaquina de Turing son:

Memoria para lectura y escritura.

¢ Cinta infinita hacia la derecha, dividida en posiciones.
(las posiciones parten desde el 0)

Mecanismo de control.

® Cabeza lectora, conjuntos de estados, estado inicial, estado final.
® Conjunto de transiciones.
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Mdquinas de Turing: funcionamiento

Inicializacién:

La posicién 0 de la cinta siempre tiene el simbolo inicio +.

La palabra de entrada w sobre alfabeto ¥ se coloca en las posiciones
1,...,|wl
El resto de las posiciones |w|+ 1,|w|+2,... tienen el simbolo blanco B.

La cabeza lectora se ubica al comienzo de la palabra w, es decir, en la
posicién 1 de la cinta.

Comenzamos en el estado inicial qo.
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Mdquinas de Turing: funcionamiento

En cada paso:

La maquina estd en un estado q, y la cabeza lectora esta en una
posiciéon p con simbolo a.
Buscamos alguna transicién para (q, a).
® Si no existe tal transicién, entonces la mdquina se detiene.
® Si existe tal transicién, entonces se ejecuta:
se cambia el estado, se escribe un simbolo en la posicién p, y la
cabeza se mueve a la izquierda o a la derecha.
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Mdquinas de Turing: funcionamiento

Si la maquina se detiene en el estado final, entonces la maquina
acepta la entrada w.

Si la maquina se detiene en un estado que no es final, entonces la
maquina rechaza la entrada w.

Ojo: puede ser que la maquina, no se detenga (se quede en loop infinito).

10/39



Maquinas de Turing: definicién

Definicién:
Una maquina de Turing (determinista) (MT) es una tupla
M=(Q,%,T,qo,qr,d), donde:
Q es un conjunto finito de estados.
Y es el alfabeto de entrada.
I es el alfabeto de la cinta, donde X c I, y +,Bel \ X.
qo es el estado inicial.
gr es el estado final.

0:(Q\{gr})xT > Q@ xT x{«,>} es una funcidn parcial llamada la
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Mdquinas de Turing: observaciones

Algunas observaciones:

¢ es parcial y no estd definida para gr

5:(Q\{gr}) xT > @xT x {a,5}

+ indica el comienzo de la cinta. Asumiremos lo siguiente:
® Nunca nos movemos a la izquierda del simbolo inicio +.

Si 5(qg,+) esta definido, entonces §(q,+) = (q',+,>).
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Ejemplos
Considere la MT M =(Q, X%, T, qo, gr, ), donde:
r={0}yT={0,~B}
Q={q0,q,9r, 9}

6 se define como:

5(q0,0) = (q1707‘>) 5(q170) = (q0,0,1>)
6(q07B) = (Qf,B,D) 6(‘71,8) = (qf7B7[>)

Visualmente:

i Qué palabras acepta M?
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Ejemplos

Considere la MT M = (Q, X%, T, qo, gr, ), donde:

Y ={0,1} y I ={0,1,X,+,B}.
Q= {q07 q07 ql, Qreset qf}

6 se define como:

5(qo,X) = (qo,X,>)
5(q0,0) = (¢°,%,>)
6(qo,1) = (g, %,>)
5(qo,B) = (gr,B,>)
6(Greset; X) = (Qreset, X, <)
6(Qreset, 0) = (Qreset, 0, <)
8(Greset; 1) = (Greset, 1, <)
5(Qreset, ) = (qo, +,>)

5(q°,%) = (¢°, %,»)
5(q°,0) = (q°,0,)
5(q°,1) = (Greset, X, <)
5(q",%) = (¢, X,»)
5(q',1) = (q",1,»)
5(q",0) = (Qreset, X, )
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Ejemplos

i Qué palabras acepta M?
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Formalizando el funcionamiento de una MT

Una configuracién de una MT esta dada por:
El estado actual de la MT.
La posicién actual de la cabeza lectora.

El contenido de la cinta (ignorando B irrelevantes hacia la derecha).

Definicién:
Sea M =(Q,X%,T,qo,qgr,6) una MT. Una configuracién de M es
representada por una palabra de la forma uqv, con u,vel " y g€ Q, donde:
q es el estado actual de M.
|u| es la posicién actual de la cabeza lectora.

uv es el contenido de la cinta.
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Ejemplos

- XXqgo011

Qreset — XXO]-]-

- XX1xq!

~ XXXXBgr

90

ERIAEETE] -

qI’ESEt

BEECEEEE] -

g

EEEMEEEE] -

qr

EEEEEEEE] -
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Formalizando el funcionamiento de una MT

Definicion:

Decimos que una configuracién uqv es:
de aceptacion si g = gr.
de detencién si §(q, a) no estd definido, donde v = av'.

de rechazo si es de detencién y g # gr.
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Ejemplos

Rechazo

Aceptacién

- XXqo01l1

Greset — XX011

- XX1xq!

~ XXXXBgs

q0

BEECAEEE] -

qf eset

BEECAEEE] -

qt

EEEAEEEE] -

qr

EEEEEEELE] -
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Formalizando el funcionamiento de una MT

Definicién:
Sea M =(Q,X%,T,qo,qgr,d) una MT. Se define la relacién siguiente
configuracién L, entre configuraciones de M como:
c M ¢ siy sélosi
Existe transicién §(q,a) = (q', b,<), u,vel™ y deT tal que:
C=udgav C'=uqg'dbv

O existe transicién 6(q,a) = (q', b,>) y u,v e tal que:
C=ugqgav C'=ubq'v
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Ejemplos

- XXgo01l %+ XxXq'11
= XXXqO 11 ﬂ’ = XeresetXX1
- XXXXgo %  + XXXXBgr
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Formalizando el funcionamiento de una MT

Sea M =(Q,%,l,qo,qr,0) una MT y we X",
Definicién:
Una ejecucion p de M es una secuencia de configuraciones
p =Gy, Ci, G, ... (no necesariamente finita)

M .
tal que C; — Cj;1 para todo i > 0.

Decimos que p = Gy, Gi, Gy, ... es la ejecucion de M sobre w si:

® p es una ejecucién de M.
° Co =+ qow. (configuracién inicial de M sobre w)

® Sip==Co,...,GCny es finita, entonces C,, es de detencidn.

En caso que p sea finita, decimos que M se detiene con w.
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Ejemplos

i Cuadles son las ejecuciones de M sobre 01110 y 0111007
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Ejemplos

Ejecucién de M sobre 01110:

- qo01110
- Xq°1110
F QresetXX110
Greset — XX110
- goXX110
+ XqoX110
- XXqo110
- XXXq'10
- XXX1q'0
- XXXGreset 1X
 XXQreset X1X
+ XQreset XX1X
F QresetXXX1X
Qreset - XXX1X

F goXXX1X
- XgoXX1X
— XXqoX1X
- XXXgolX
- XXXXg'X
- XXXXXq!

(rechaza)
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0011100
- Xg°11100
 QresetXX1100
Qreset — XX1100
 goXX1100
- XqoX1100
 XXqp1100
+ XXXg'100
- XXX1g'00
+ XXX qreset 1X0
- XX(reset X1X0
F XQreset XX1X0
F Greset XXX1X0
Greset — XXX1X0

Ejecucién de M sobre 011100:

- goXXX1X0
- XgoXX1X0
 XXqoX1X0
- XXXqo1X0
- XXXXq'X0
- XXXXXq'0
 XXXXqreset XX
 XXXGreset XXX
= XXqreset XXXX
+ Xreset XXXXX
 Qreset XXXXXX
Qreset — XXXXXX

~ goXXXXXX
~ XgoXXXXX
~ XXqoXXXX
~ XXXqoXXX

- XXXXqoXX

~ XXXXXqoX
~ XXXXXXqo

~ XXXXXXBgr

(acepta)
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Formalizando el funcionamiento de una MT

Sea M =(Q,%,I,qo,qgr,0) una MTy we X",
Definicién:
M acepta w si la ejecucién p de M sobre w cumple que:

®* p=0GC,...,Cnes finita. (M se detiene con w)

® Cn es una configuracién de aceptacion.

El lenguaje aceptado por M se define como:

L(M)={weX"|M acepta w}.

i Cudndo ocurre que M no acepta w?
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Ejemplos

L(M)={0"€{0}*| n es un nlmero par}.
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Ejemplos

L(M) ={we{0,1}" | la cantidad de 0’'s y 1's en w es la misma}.
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Ejemplos de MTs

Queremos aceptar el lenguaje L= {w € {0,1}" | w = uu para algin u}.

Idea:

“Dividir" la entrada w en dos mitades.

“Zigzaguear” entre las dos mitades, y verificar que las posiciones
correspondientes coinciden.

¥ ={0,1} r=1{0,1,0",0°,1 1% x,~,B}
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Ejemplos de MTs

“Dividir" la entrada w en dos mitades.

0,1,

0/0',1/1" >

0/0°,1/1° «
0P.1P B, «

01 « q,cD MT que verifica que
T =, > las mitades sean iguales
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Ejemplos de MTs

“Zigzaguear” entre las dos mitades, y verificar que las posiciones
correspondientes coinciden.

I 41
0,1 ,X,>

I 11
0',1,X,«
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Ejemplos de MTs

Queremos aceptar el lenguaje L = {0'#0/#0% € {0,#}* | i xj = k}.
Idea:
Verificar que la entrada tiene la forma 0'#0/#0%, para i,j, k > 0.

Verificar que 7 x j = k.

Z:{O#} r:{os#aF7B}
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Ejemplos de MTs

Verificar que la entrada tiene la forma 0'#0/#0%, para i,j, k > 0.

0, 0, 0,> 0,#,<
b e Baa B
qo \q-lj @ @ MT que verifica i x j = k
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Ejemplos de MTs

Verificar que i x j = k.

0’ #7>
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Algunas técnicas para programar con MTs

Almacenar informacién en los estados.
Almacenar informacién en los simbolos de la cinta.

Separar la MT en mddulos o subrutinas.
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Describiendo MTs

Descripcién formal: Alfabetos, conjunto de estados, funcién de

transicion.

Descripcién informal: Pseudocdédigo que explica el funcionamiento de
la MT en términos de la cinta y la cabeza lectora, sin hacer referencia

a estados ni transiciones.

Muchas veces la descripcion informal serd suficiente.
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Pseudocddigos de MTs: ejemplos

L(M) ={we{0,1}" | la cantidad de 0’'s y 1's en w es la misma}.
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Pseudocddigos de MTs: ejemplos

Pseudocddigo de M:

Sobre entrada w € {0,1}":

1. Mover la cabeza hacia la derecha, hasta encontrar un simbolo
be{0,1}. Recordar by tacharlo en la cinta.

2. Sien el paso (1), no se encuentra b, aceptar.

3. Mover la cabeza hacia la derecha, hasta encontrar 1 — b. Tacharlo en la

cinta.
4. Si en el paso (3), no se encuentra 1 — b, rechazar.

5. Mover la cabeza al inicio de la cinta. Ir al paso (1).
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Pseudocddigos de MTs: ejemplos

Pseudocédigo de MT M que acepta L = {O'#0/#0% € {0, #}* | i xj = k}.

Sobre entrada w € {0, #}":

1.

Mover la cabeza hacia la derecha y verificar que w tiene la forma
0'#0/#0". Si no tiene esta forma, rechazar.

2. Mover la cabeza al inicio de la cinta.

3. Borrar un 0 del primer bloque.

4. Si no hay 0 para borrar en el paso (3), verificar que no queden 0's en el

tercer bloque y aceptar. En caso contrario, rechazar.

5. Borrar un 0 del segundo bloque.

. Si no hay 0 para borrar en el paso (5), restaurar todos los 0's borrados

del segundo bloque, mover la cabeza al inicio de la cinta, ir al paso (3).

. Si no quedan Q’s en el tercer bloque, rechazar. En caso contrario,

borrar un 0 del tercer bloque e ir al paso (5).
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