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Ejercicio 1 Sea a una férmula proposicional cualquiera. Escribimos o« = 3 para decir que
a vy (3 son la misma féormula. Considere el siguiente lenguaje:

SAT+a = {(5) | 8 es una férmula proposicional que es satisfacible o 8 = a}.
Demuestre que SAT+a es NP-completo.
Solucion

Para demostrar que SAT+a es NP-completo, debemos probar que pertenece a la clase NP
y que es NP-hard.

1. SAT+a € NP: Sea () una instancia del lenguaje. Un verificador polinomial puede
operar de la siguiente forma:

= Primero, comprueba si la cadena representa sintacticamente de forma exacta a
la formula « (es decir, si § = «). Dado que « es una constante fija del lenguaje,
esta verificacién toma tiempo constante O(1) con respecto al tamano de (. Si se
cumple, el verificador acepta inmediatamente.

» Si B # «, el verificador utiliza como certificado una asignacion de variables para
B. Luego, evalia si dicha asignacion satisface a 3, lo cual se puede realizar en
tiempo polinomial respecto al tamano de la formula.

Por lo tanto, existe un verificador en tiempo polinomial, lo que implica que SAT+a €
NP.

2. SAT+a es NP-hard: Realizaremos una reduccion desde el problema SAT clasico, el
cual ya sabemos que es NP-completo. Queremos definir una funcién computable en
tiempo polinomial f tal que § € SAT < f(5) € SAT + «.

Para cualquier formula (3, definimos f(5) = (8, donde 3’ se construye de la siguiente
manera: Escogemos una variable proposicional totalmente nueva x que no aparezca en
la formula fija «. Luego, definimos:

Br=pnV )
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Esta modificacion sintactica trivial exactamente el estado de satisfacibilidad de 3 y se
puede construir en tiempo polinomial. Demostramos su correctitud:

» (=) Supongamos que 3 € SAT. Entonces existe una asignacion que la satisface.
Como la cldusula (x V —x) siempre es una tautologia, cualquier extensién de dicha
asignacién que incluya a x también satisfara a (3'. Por lo tanto, 8’ es satisfacible,
lo que por definicién implica que 5’ € SAT + a.

» (<) Supongamos que ' € SAT + «. Por definicién del lenguaje, esto significa
que (' es satisfacible o bien 5’ = «. Sin embargo, por construccion, 4’ contiene la
variable x, la cual explicitamente se escogié de modo que no perteneciera a «.. Por
ende, estructuralmente es imposible que 8 = «a. Esto nos obliga a concluir que 5’
debe ser satisfacible. Como ' = 3, se deduce directamente que [ es satisfacible,

es decir, 5 € SAT.
Al ser un problema en NP y NP-hard, concluimos que SAT+« es NP-completo.

Ejercicio 2 Sea S una coleccién de conjuntos finitos. Un packing de & de tamano k es una
subcoleccién C € S de k conjuntos de S tal que C N C’" = (), para todo C # C" en C. Es
decir, todos los conjuntos de C son disjuntos entre si. Considere el siguiente lenguaje:

Set-Packing = {(S, k) | S es una coleccién de conjuntos finitos con un packing de tamano
Demuestre que Set-Packing es NP-completo.

Solucién

1. Set-Packing € NP: Dada una instancia (S, k), definimos nuestro certificado como
una subcoleccién C. El verificador realiza los siguientes pasos en tiempo polinomial:

» Comprueba que la cardinalidad de la subcoleccién sea exactamente k (|C| = k).

» Para cada par de conjuntos distintos C,C" € C, calcula su interseccion y verifica
que CNC" = . Como hay (g) pares y los conjuntos son finitos, este proceso toma
tiempo polinomial en el tamano de la entrada.

Dado que el certificado es de tamano polinomial y el proceso de verificacion es eficiente,
Set-Packing € NP.

2. Set-Packing es NP-hard: Reduciremos el problema de Clique, conocido por ser
NP-completo, a Set-Packing.

Sea (G, k) una instancia de Clique, donde G = (V, F) es un grafo no dirigido y queremos
determinar si existe un subconjunto de k£ vértices completamente conectados entre si.
Construimos una instancia (S, k') de Set-Packing de la siguiente forma:

= Consideremos el grafo complemento G' = (V, E), donde las aristas son exactamente
aquellas que no existen en G. Es decir, £ = {{u,v} | u,v € Viu # vy {u,v} ¢
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E}.

» Para cada vértice v € V, definimos un conjunto S, compuesto por todas las aristas
en el grafo complemento que inciden en v. Formalmente, S, = {e € F' | v € e}.

» La coleccién final serd S = {S, | v € V}.
» Fijamos el tamano del packing requerido como k' = k.

Esta transformacién toma tiempo polinomial, ya que calcular el grafo complemento
y construir los conjuntos requiere a lo mas iterar sobre todos los pares posibles de
vértices, lo cual toma tiempo O(]V|?). Demostramos la correctitud de la reduccién:

» (=) Supongamos que G tiene un clique V' C V de tamano k. Por definicién de
clique, para todo par de vértices distintos u,v € V', existe la arista {u,v} € E.
Esto implica que {u,v} ¢ E, por lo que en el grafo complemento no existe ninguna
arista que conecte a u y v. Por lo tanto, los conjuntos S, y .S, no comparten
ninguna arista incidente en comun, es decir, S, NS, = (). Asi, la subcoleccién
C ={S, | v € V'} forma un packing de tamano k en S.

» (<) Supongamos que S tiene un packing C C S de tamano k. Cada elemento en
C corresponde a un conjunto S, asociado a algtin vértice. Definimos el conjunto
de vértices V! = {v € V | S, € C}, por lo que |V’| = k. Como los elementos de
C son mutuamente disjuntos, se cumple que para todo par u,v € V' distintos,
S, NS, = 0. Esto significa que u y v no comparten ninguna arista incidente en el
grafo complemento G, por lo que {u,v} ¢ E. En consecuencia, la arista si debe
existir en el grafo original, es decir, {u,v} € E. Como esto se cumple para todos
los pares de vértices en V', concluimos que V' es un clique de tamano k en G.

Por lo tanto, Set-Packing es NP-completo.

Ejercicio 3 Sea G = (V,E) un grafo (no dirigido). Un k-coloreo de G es una funcién
c: V= {1,...,k} tal que c(u) # c¢(v) para toda arista {u,v} € E. Considere el siguiente
lenguaje:

3-COL = {(G) | G es un grafo que tiene un 3-coloreo}.
Demuestre que 3-COL es NP-completo.
Solucién

1. 3-COL € NP: Dada una instancia (G), el certificado es una funcién de asignacién
de colores para los vértices c¢: V. — {1,2,3}. El verificador simplemente recorre la
lista de aristas E del grafo y comprueba para cada una de ellas si sus extremos tienen
asignados colores diferentes (c(u) # c(v)). Esta verificacién toma tiempo lineal O(|E|)
con respecto al tamano del grafo, por lo que el problema esta en NP.
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2. 3-COL es NP-hard: Procederemos mediante una reduccién desde el problema 3-SAT.
Sea ¢ una férmula booleana en formato 3-CNF con variables zy,...,z, y clausulas

Ch, ..

., Cyy. Construiremos un grafo G = (V) E) que admita un 3-coloreo valido si y

solo si ¢ es satisfacible.

Asociaremos los 3 colores disponibles con las etiquetas T (True), F (False) y B (Base).
La reduccion se compone estructuralmente de tres partes:

El triangulo de control: Creamos tres nodos especiales interconectados en un
triangulo elemental, denotados como 7', F'y B. Al estar mutuamente conectados,
cualquier coloracién valida del grafo los forzard a tener tres colores completamente
diferentes.

Gadgets de variables: Para cada variable independiente x; € ¢, creamos un par
de nodos correspondientes a los literales x; y —x;. Conectamos estos dos nodos
entre si mediante una arista, y ademas los conectamos al nodo de control B.

Triangulo de Control Gadget de Variable

Gadgets de clausulas: Para cada clausula C; = (I; V Iy V [3), introducimos un
subgrafo auxiliar interconectado entre los literales I, lo, I3 v los nodos globales F'y
B. Las conexiones internas de este subgrafo estan disenadas para que la estructura
sea 3-coloreable si y solo si al menos uno de los tres literales de entrada posee el
color de T'.

Esquema Gadget de Clausula

Esta construccion requiere agregar un numero acotado de vértices y aristas por cada
variable y clausula, realizandose de forma evidente en tiempo polinomial.
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Correctitud de la reduccién:

» (=) Si ¢ € 3-SAT, existe una asignacion de verdad que satisface la férmula.
Coloreamos el tridngulo base asignandole los tres colores correspondientes. Evaluamos
los literales de acuerdo a la asignacion: si un literal es verdadero, toma el color
de T’; si es falso, toma el color de F. Al estar cada clausula satisfecha, al menos
un literal de entrada en cada gadget de clausula tendra el color T', lo que permite
extender el 3-coloreo de manera consistente a los nodos intermedios del subgrafo
sin generar conflictos con F' ni B.

» (<) Si G admite un 3-coloreo, fijamos la semantica de los colores mediante los
nodos T', F'y B. La restriccién sobre los pares de nodos z; y —z; garantiza que
cada variable reciba una asignacién booleana consistente (es decir, una es T y
la otra es F, ya que ambas estdn conectadas a B). Por el diseno del gadget de
clausula, si los tres literales tuvieran el color F', forzarian a los nodos internos a un
conflicto de colores al conectarse al nodo global B y al nodo global F'. Por ende,
la coloracion sélo es realizable si al menos uno de los literales de la clausula esta
pintado con el color de T'. La asignacion derivada satisface todas las clausulas de
v, demostrando que ¢ € 3-SAT.

Al cumplir con ambas condiciones, queda demostrado que el problema 3-COL es NP-completo.



