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Problema 1

1. Demuestre que la suma no es definible en (N, -).

2. Demuestre que el conjunto de los naturales S = N no es definible en (R, <).
Solucién

1. Por contradiccién, supongamos que la suma es definible en (N,-) por una férmula
o(x,y,2).

Recordemos que todo niimero natural n > 2 tiene su representacién en factores primos:
n = 2%.3%...p%% para algin k > 1 con a; > 0. Consideremos la funcién h: N — N
tal que

0 sin=20
h(n) =<1 sin=1
2023 . pik sip =27 . 3% . ik
Notemos que h es un isomorfismo:

» Es biyectiva: es claro que si h(z) = h(y) entonces x = y por lo que es inyectiva;
y para y = 2% - 3% . p'* tenemos que x = 2% - 32 . pi* es tal que h(x) =y por lo
que también es sobreyectiva.

= Respeta la multiplicacion. Hay tres casos:
e Siz =00y =0 entonces h(z-y) =h(0) =0=h(x) - h(y)

e Six =10y =1 (sin pérdida de generalidad digamos y = 1) entonces
h(z - y) = h(x) = h(z) - h(1) = h(z) - h(y).
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e Six,y > 2 (sin pérdida de generalidad digamos = < y entonces

h(l’ . y) — h(2a1+b1 . 3a2+b2 . _ka+bk . pz,f/)

_ 2a2+bz i 3a1+b1 . ap+by by
- k

-~p pk/
= 2® . 302 .__ka . 2b1 '3b2"'p]b§k"'pzlf/
= h(z) - h(y)

Por teorema de isomorfismo, tenemos que A = p(z,y, z) <= A = o(h(z), h(y), h(z)).
Sin embargo, para z = 1,y = 2 tenemos que 2 |= ¢(1, 2, 3) pero A = o(h(1), h(2), h(3))
©(1,3,2). Concluimos que la suma no es definible en (N, -).

2. Supongamos que el conjunto S = N es definible en (R, <) por una férmula ¢(z).

Consideremos el isomorfismo h: R — R tal que h(z) = z — 1. Es claro que es una
biyeccién, y ademads respeta <: para todo par x,y tal que x < y tenemos que e” < €.
Por teorema de isomorfismo, tenemos que 2 = p(x) <= A = p(h(x)). Sin embargo,
con x = 0 tenemos que 2A = ¢(0) pero A = ¢(h(0)) = p(—1). Concluimos que S = N
no es definible en (R, <).

Problema 2 Para cada par de estructuras, determine si son isomorfas o no:
1. (N, +) y (Z,+).
2. (N, y (Z,-).
3. (RY, )y (R, +).

Solucion

1. No son isomorfas. La idea es capturar la propiedad esencial que diferencia a estas dos
estructuras, que en este caso es el hecho de que en los naturales no hay inverso aditivo.
Consideremos la oracion

p=drxdy(r+rx#rz A Nyt+ty#yAz+y+zrz+y=z+y)

Esta formula representa que existen dos elementos distintos de 0 que sumados dan 0.
Tenemos que (Z,+) = ¢ pero (N, +) = ¢, por lo que no puede existir un isomorfismo
entre las estructuras, o contradeciria al teorema de isomorfismo.

2. No son isomorfas. En este caso la propiedad esencial es que en los naturales los
elementos pueden tener a lo mas una raiz cuadrada, mientras que en los enteros pueden
tener dos (positiva y negativa). Consideremos la oracién

JrdyFz(z A yANx#zANyF#zANy-y=x Nz z2=1)

Tenemos que (Z,-) = ¢ pero (N, -) & ¢, con lo que las estructuras no son isomorfas.
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3. Si son isomorfas. Consideremos la funcién h: R — R* tal que h(z) = e”. Es claro que
es una biyeccién, y ademds tenemos que h(x +y) = e*¥ = e® - e¥ = h(z) - h(y), con lo
que es un isomorfismo.

Problema 3 Decimos que un grafo G = (N, E) contiene un camino dirigido de ¢ a d si
existen nodos ay, ...a, € N(n > 1) tal que para todo i € [1,n —1] se tiene que (a;,a;+1) € £
y ademds a; = ¢y a, = d. Sea el vocabulario £ = {¢,d, E} con ¢,d constantes y E una
relacion binaria. Demuestre que la siguiente propiedad no es definible en LPO:

Poath = {2 € STRUCT|L] | A contiene un camino dirigido de A a dm}

Solucion

Demostraremos por contradiccion. Supongamos que existe una L-oracion ¢ tal que para toda
L-estructura 2 se cumple que

AEp <= A€ Poan

Construiremos un conjunto de oraciones ¥ no satisfacible que contenga a ¢. Consideremos
la férmula

pn =321 ... Jxy 1 (E(c,z1) A AN E(x,-1,d)))
esto es, A = p, <= no existe un camino dirigido de ¢ a d de largo n. Con ello, tenemos
que A = {p, | n > 1} <= no existe un camino dirigido de ¢ a d en .

Consideremos ahora el conjunto ¥ = {¢} U {p, | n > 1}. Claramente es inconsistente. Sin
embargo, es finitamente satisfacible, ya que para cualquier subconjunto finito de oraciones
A C 3 tendremos que A C {p} U{p, | 1 < n <k} para algin k > 1. Asi, podemos crear
una estructura B que tenga un camino dirigido de ¢ a d de longitud k + 1, y sera tal que
B = A, con lo que ¥ es finitamente satisfacible.

Por teorema de compacidad tenemos entonces que ¥ es satisfacible, lo que es una contradiccion.
Concluimos que Ppatn no es definible en LPO.

Problema 4 Considere el vocabulario £ = {E}, con E relacién binaria. Definimos la
siguiente propiedad:

Phin-degree = {2 € Struct[L] | 2 tiene un elemento con grado de salida finito }.

Para una L-estructura 24 con dominio A, el grado de salida de un elemento a € A, es la
cardinalidad del conjunto Ny (a), donde

Now (a) = {be A| (a,b) € E*}.
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Si vemos 2 como un grafo dirigido (potencialmente infinito), el grado de salida de a es la
cantidad de elementos que son apuntados por a. Demuestre que Ppin_qegree 10 €s definible en
l6gica de primer orden.

Solucion

Se demuestra nuevamente por contradiccién con teorema de compacidad. La idea es andloga
al problema anterior; solo cambia el conjunto > que planteamos. Notese que ahora tenemos
que ser cuidadosos con especificar que todos los elementos son distintos (para que cuenten
para el grado de salida). Consideremos la férmula definida para n > 1

Pn = _‘(ElleylzlyQ s Elynvz(

A N\ vi #vin
i=1j=1
J#i

((/\z # y) — —E(x, Z))

)

que expresa que no existe ningin elemento con grado de salida exactamente n. Definimos el
caso especial de n = 0 como

po = VaVy(—E(z,y))

Finalmente, definimos ¥ = {¢}U{p, | n > 0}. Tenemos que ¥ es inconsistente; sin embargo,
si tomamos cualquier subconjunto finito A C ¥ tendremos que

A CH{etU{p, | 0<n <k} para algin k > 0

Luego, podemos construir una estructura 8 que tenga un elemento con grado de salida
k41, y tendremos que 8 = A. Con ello, todo A es satisfacible, con lo que X es finitamente
satisfacible.

Por teorema de compacidad, X es satisfacible, lo que es una contradiccién. Concluimos que
Phin-degree 10 €s definible en LPO.



