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Problema 1 Sea £ = {E(-,-)} un vocabulario utilizado para representar grafos dirigidos.
Para cada una de las siguientes propiedades, escriba una L-oraciéon que la represente:

1. El grafo contiene un ciclo dirigido de largo 3.

2. Existe un nodo que no es alcanzable desde ningin otro nodo.

3. Existe un nodo en el grafo que esta a distancia exactamente 2 de otro nodo.
4

. Desde cualquier nodo del grafo podemos alcanzar cualquier otro nodo en a lo mas 3
pasos.

Solucién

CdxFyIz(r FyAcF 2 NyF# 2 NE(x,y) NE(y,2) NE(z,x))

2. JaVy(x #y — -E(y,x))

3. xTy(x AyANJz(z#xANz#yANE(y,2z) N E(z,x) AN—E(y,x)))
4

—_

VaVy(z # y — (

E(z,y)Vv

oz #ax ANz ZyNE(x,2) AN E(z,y))V

zyTzg(z1 2o ANz1 AT N2t ZFYN2zo £ X N2g FYyNE(x,21) N E(21,20) A E(22,9))

)

Problema 2 ;Cuales de las siguientes afirmaciones son validas? Justifique su respuesta.
1. {V23yR(z,y)} |= xVyR(z,y)
2. {JaVyR(z,y)} |= Vz3yR(z,y)
3. {FzP(x),IyQ(y)} = Fz(P(z) A Q(x))
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4. {VoIyS(z,y)} E IyS(y,y)

Solucién

» No es valida. Sea 2 = (A = {a,b}, R* = {(a,b), (b,a)}). Notemos que para cualquier
o, (A,0) | X pero (A, 0) = ¢.

= No es valida. Sea 2 = (A = {a,b}, R* = {(a, a), (a,b)}). Notemos que para cualquier
o, (A,0) E 5 pero (2,0) I .

» No es vdlida. Sea A = (A = {a, b}, P* = {a}, Q* = {b}}). Notemos que para cualquier
o, (A,0) | X pero (A, 0) = ¢.

» No es vélida. La misma estructura del inciso (1) sirve como contraejemplo.

Problema 3 Sean ¢ y v dos oraciones. Argumente su respuesta a las siguientes preguntas:
1. ;Es cierto que si ¢ V 9 es satisfacible, entonces ¢ es satisfacible o v es satisfacible?
2. jEs cierto que si ¢ V 9 es vélida, entonces ¢ es valida o ¢ es valida?
Solucion
1. Si. Como ¢V es satisfacible, por definicién existe una estructura 2l y una asignacién o
tal que (2, 0) = ¢ V. Por definicién de V, esto significa que (A, 0) = p o (A, 0) = 1,
con lo que ¢ es satisfacible o 1 es satisfacible.
2. No. Sea £ = {a} y ¢ = ay » = —a. Tenemos que ¢ V¢ = P(a) V =P(a) es vélida,
pues es una tautologia que cumple que (2(,0) | ¢ V 1) para cualquier estructura 2
y asignacién o. Sin embargo, ¢ no es valida, pues si tomamos P* = & tenemos que

(A, 0) £~ ¢ (sin importar o); por otra parte, ¢ tampoco es valida por un argumento
anélogo con P* = {a}.

Problema 4 Considere el vocabulario £ = { P}, donde P es un simbolo de relacién binaria.
Sea ¢ la oracion:

p =VaIy(P(z,y))
AVavyYz((P(z,y) A P(y, 2)) = P(z, 2))
AVz(=P(x,x)).
1. Demuestre que existe una estructura infinita 20 (es decir, cuyo dominio es infinito) tal
que ¢ es verdadera sobre 2.

2. Demuestre que ¢ es falsa sobre toda estructura finita.

Solucién
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1. Consideremos 2 = (A = R, P* =<), donde < es la relacién “menor que” usual en los
reales. Podemos escribir ¢ = ¢ A 2 A 3, con

1 = Vay(P(z,y))
g = VaVyVz((P(z,y) A P(y, z)) — P(x,z))
3 =V (=P(z,x))

» En ¢, tenemos que para cualquier z, y := = + 1 cumple P(x,y), con lo que

A = ¢.
» En @y, tenemos que < es transitiva, por lo que 2 = .
» En @3, tenemos que < es irrefleja, entonces A = 3.
Por definicién de A, 2 = ¢.

2. Por contradiccién, supongamos que existe una estructura finita 2 tal que A E .
Sea ap € A un elemento cualquiera. Como 2l = ¢y, tenemos que Ja; € A tal que
(ap,a;) € P*. Similarmente, existe ay tal que (a1, ay) € P*. Esto se puede generalizar
para cualquier a;. Luego, surge una secuencia ag,ay, ... tal que (a;,a;.1) € P* para
todo ¢ > 0. Sin embargo, 2 es finita, con lo que es imposible que todos los a; sean
distintos. Luego, existen ¢, j distintos tales que a; = a;. Como 2 |= ¢, tenemos que
(ai,a;) € P, pero como a; = a; esto contradice 2 |= 3, por lo que obtenemos
una contradiccion. Concluimos que no existe tal estructura finita 2A, con lo que toda
estructura que satisface a ¢ debe ser infinita.



