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Problema 1 Sea L = {E(·, ·)} un vocabulario utilizado para representar grafos dirigidos.
Para cada una de las siguientes propiedades, escriba una L-oración que la represente:

1. El grafo contiene un ciclo dirigido de largo 3.

2. Existe un nodo que no es alcanzable desde ningún otro nodo.

3. Existe un nodo en el grafo que está a distancia exactamente 2 de otro nodo.

4. Desde cualquier nodo del grafo podemos alcanzar cualquier otro nodo en a lo más 3
pasos.

Solución

1. ∃x∃y∃z(x ̸= y ∧ x ̸= z ∧ y ̸= z ∧ E(x, y) ∧ E(y, z) ∧ E(z, x))

2. ∃x∀y(x ̸= y → ¬E(y, x))

3. ∃x∃y(x ̸= y ∧ ∃z(z ̸= x ∧ z ̸= y ∧ E(y, z) ∧ E(z, x) ∧ ¬E(y, x)))

4.

∀x∀y(x ̸= y → (

E(x, y)∨
∃z1(z1 ̸= x ∧ z1 ̸= y ∧ E(x, z1) ∧ E(z1, y))∨
∃z1∃z2(z1 ̸= z2 ∧ z1 ̸= x ∧ z1 ̸= y ∧ z2 ̸= x ∧ z2 ̸= y ∧ E(x, z1) ∧ E(z1, z2) ∧ E(z2, y))
))

Problema 2 ¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son válidas? Justifique su respuesta.

1. {∀x∃yR(x, y)} |= ∃x∀yR(x, y)

2. {∃x∀yR(x, y)} |= ∀x∃yR(x, y)

3. {∃xP (x),∃yQ(y)} |= ∃x(P (x) ∧Q(x))
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4. {∀x∃yS(x, y)} |= ∃yS(y, y)

Solución

No es válida. Sea A = ⟨A = {a, b}, RA = {(a, b), (b, a)}⟩. Notemos que para cualquier
σ, (A, σ) |= Σ pero (A, σ) ̸|= φ.

No es válida. Sea A = ⟨A = {a, b}, RA = {(a, a), (a, b)}⟩. Notemos que para cualquier
σ, (A, σ) |= Σ pero (A, σ) ̸|= φ.

No es válida. Sea A = ⟨A = {a, b}, PA = {a}, QA = {b}}⟩. Notemos que para cualquier
σ, (A, σ) |= Σ pero (A, σ) ̸|= φ.

No es válida. La misma estructura del inciso (1) sirve como contraejemplo.

Problema 3 Sean φ y ψ dos oraciones. Argumente su respuesta a las siguientes preguntas:

1. ¿Es cierto que si φ ∨ ψ es satisfacible, entonces φ es satisfacible o ψ es satisfacible?

2. ¿Es cierto que si φ ∨ ψ es válida, entonces φ es válida o ψ es válida?

Solución

1. Śı. Como φ∨ψ es satisfacible, por definición existe una estructura A y una asignación σ
tal que (A, σ) |= φ∨ψ. Por definición de ∨, esto significa que (A, σ) |= φ o (A, σ) |= ψ,
con lo que φ es satisfacible o ψ es satisfacible.

2. No. Sea L = {a} y φ = a y ψ = ¬a. Tenemos que φ ∨ ψ = P (a) ∨ ¬P (a) es válida,
pues es una tautoloǵıa que cumple que (A, σ) |= φ ∨ ψ para cualquier estructura A
y asignación σ. Sin embargo, φ no es válida, pues si tomamos PA = ∅ tenemos que
(A, σ) ̸|= φ (sin importar σ); por otra parte, ψ tampoco es válida por un argumento
análogo con PA = {a}.

Problema 4 Considere el vocabulario L = {P}, donde P es un śımbolo de relación binaria.
Sea φ la oración:

φ =∀x∃y(P (x, y))
∧ ∀x∀y∀z((P (x, y) ∧ P (y, z)) → P (x, z))

∧ ∀x(¬P (x, x)).

1. Demuestre que existe una estructura infinita A (es decir, cuyo dominio es infinito) tal
que φ es verdadera sobre A.

2. Demuestre que φ es falsa sobre toda estructura finita.

Solución
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1. Consideremos A = (A = R, PA =<), donde < es la relación “menor que” usual en los
reales. Podemos escribir φ = φ1 ∧ φ2 ∧ φ3, con

φ1 := ∀x∃y(P (x, y))
φ2 := ∀x∀y∀z((P (x, y) ∧ P (y, z)) → P (x, z))

φ3 := ∀x(¬P (x, x))

En φ1, tenemos que para cualquier x, y := x + 1 cumple P (x, y), con lo que
A |= ϕ1.

En φ2, tenemos que < es transitiva, por lo que A |= φ2.

En φ3, tenemos que < es irrefleja, entonces A |= φ3.

Por definición de ∧, A |= φ.

2. Por contradicción, supongamos que existe una estructura finita A tal que A |= φ.
Sea a0 ∈ A un elemento cualquiera. Como A |= φ1, tenemos que ∃a1 ∈ A tal que
(a0, a1) ∈ PA. Similarmente, existe a2 tal que (a1, a2) ∈ PA. Esto se puede generalizar
para cualquier ai. Luego, surge una secuencia a0, a1, . . . tal que (ai, ai+1) ∈ PA para
todo i ≥ 0. Sin embargo, A es finita, con lo que es imposible que todos los ai sean
distintos. Luego, existen i, j distintos tales que ai = aj. Como A |= φ2 tenemos que
(ai, aj) ∈ PA, pero como ai = aj esto contradice A |= φ3, por lo que obtenemos
una contradicción. Conclúımos que no existe tal estructura finita A, con lo que toda
estructura que satisface a φ debe ser infinita.
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