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Problema 1. Considere el vocabulario £ = {E'}, con E relacién binaria. Definimos la siguiente propiedad:
Phin-degree = {2 € Struct[L] | A tiene un elemento con grado de salida finito }.

Para una L-estructura 24 con dominio A, el grado de salida de un elemento a € A, es la
cardinalidad del conjunto Nyt (a), donde

Nout (a) = {be Al (a,b) € Em}

Si vemos 2l como un grafo dirigido (potencialmente infinito), el grado de salida de a es la
cantidad de elementos que son apuntados por a. Demuestre que Phn-degree 1O €s definible en
l6gica de primer orden.

Solucién: Por contradiccién, supongamos que existe una L-oracién ¢ que define a Phy-degree, €5 decir, una
L-estructura A = (A, E*) satisface ¢, sf solo si el grafo dirigido representado por 2 posee al menos un nodo
con un grado de salida finito.

Definimos ahora, para todo n > 1 la siguiente L-oracién en LPO:

Ao =V2dyr - Ty | N E@uy) AN\ N\ vi# s
i=1 i=1j=1,j#i

Esta oracién plantea que para todo nodo x € A deben existir n nodos y; € A, distintos entre si, que son
apuntados por z, es decir, todo nodo debe tener un grado de salida de al menos n. Nétese que una L-estructura
que satisfaga a esta L-oracién puede representar a un grafo que posea nodos con un grado de salida mayor a
n, puesto que A, solo solicita que existan n nodos distintos apuntados por x, no que estos sean los tinicos que
cumplan esta condicién. Formalmente, tenemos que para toda estructura 2, 2l = A, si solo si todo elemento
de 2 tiene grado de salida al menos n.

En base a lo anterior podemos definir el conjunto de L-oraciones X;,5 = {A, | n > 1}. Nétese que para toda
estructura 2 se tiene que A = X;, <= todo elemento de 2 tiene grado de salida infinito. Lo anterior se
debe a que para todo natural n mayor a 1, se exige que los nodos del grafo representado por 2 tengan un grado
de salida mayor o igual a n. Sin embargo, al existir infinitos niimeros naturales, ningin nodo puede tener un



grado de salida finito k, puesto que para todo grado de salida k € N, se tiene que Ap11 € {\, | n > 1} = ;5.
Asi, una estructura que posea al menos un nodo con un grado de salida finito no satisface a X;, ;. En base
a esto, definimos ¥ = @ U X, 7. Como ¢ y X,y = {\, | n > 1} expresan propiedades contrarias, no puede
existir una L-estructura A tal que A = ¢ y A = X;,, 5. Por lo tanto X no es satisfacible.

Por otra parte, veamos que X es finitamente satisfacible. Sea A C ¥ finito, tenemos que existe un k > 1 tal
que A C pU{\, |1 <n <k} Esto, dado que al considerar un subconjunto finito de ¥ y en particular de
Yins, €s necesario que exista una L-oracion Ay tal que k sea el maximo valor de ¢ para el cual A\; € A, de no
ser asi, el conjunto no estaria acotado superiormente y seria infinito.

Notese asi, que todo A C ¥ finito es satisfacible, puesto que podemos tomar cualquier L-estructura donde
cada elemento tenga grado de salida exactamente k, dado que asi cada nodo cumple con tener un grado de
salida finito (satisfaciendo ¢) de al menos k (satisfaciendo el subconjunto de X;,5 en A).

Por ejemplo tenemos que 2 = (A4, E?) tal que: A = {1,...,k} y E®* = {(i,5) | 1 < 4,5 < k} cumple con
AEpU{A |1 <n <k} yluego A = A. En base a esto concluimos que A es satisfacible, y luego ¥ es
finitamente satisfacible. Finalmente, por teorema de compacidad, concluimos que ¥ es satisfacible, lo cual
nos lleva a una contradiccién, demostrando que Pn-degree 10 €s definible en légica de primer orden.

Problema 2. Un lenguaje L C X* es cerrado bajo concatenacion si para todo u,v € 3* se cumple:

uelyvel = wvelL.

Definimos el siguiente lenguaje sobre {0,1}:
Concat = {(M) | M es una MT y L(M) es cerrado bajo concatenacién}.

(a) Demuestre que Concat no es recursivamente enumerable.

(b) Demuestre que Concat no es recursivamente enumerable.

Solucion:

(a) Para esto se construye una reduccién desde el lenguaje Accept, que no es recursivamente enumera-
ble. Dado que una reduccién respeta la pertenencia entre lenguajes (y sus complementos) tenemos que
Accept <,,, Concat es equivalente a Accept <,, Concat, por lo que construiremos una reduccién entre
estos lenguajes. Asi, dada una entrada (M, w) nuestra reduccién computa f((M,w)) = (Chs.,), donde
(Ca,w) es la maquina de Turing con el siguiente pseudocédigo:

1. Si u = 0, borrar u, escribir w y ejecutar M sobre w. Aceptar o rechazar segtiin M.
2. En caso contrario, rechazar.

Noétese que Ciy . siempre rechaza {0,1}*/{0}, gracias al paso (2). Asi, L(Chs,w) €s a lo mas {0}. Demos-
tremos que la reduccion es correcta.

e Si (M,w) € Accept: M accepta w, por lo que en el paso (1) cuando u = 0 y se ejecuta M sobre
w, Chw acepta u, como (2) rechaza todas las demds palabras L(Cys.) = {0}. Véase asi que este
lenguaje no es cerrado bajo concatenacién, dado que existen u = v = 0 tales que u,v € L(Car,y), Pero
su concatenacion, es decir, uv = 00 ¢ L(Chs,y). Asi, (Char) ¢ Concat, es decir, (Cps,.) € Concat.




e Si (M,w) ¢ Accept: M rechaza w, por lo que en el paso (1) cuando v = 0 y se ejecuta M sobre w,
Ch,w rechaza u y como (2) rechaza todas las demds palabras L(Chps.) = @. Asi, como no existe
ningin par u,v € L(Chr,y), se tiene que el lenguaje es cerrado bajo concatenacién y (Charw) €
Concat, es decir, (Ch,) ¢ Concat.

Como la reduccién es correcta y computable, concluimos que Accept se reduce a Concat, es decir,
Accept se reduce a Concat. Por propiedades de reducciones concluimos que Concat no es recursivamente
enumerable.

(b) Para esto se construye una reduccién desde el lenguaje Accept, que no es recursivamente enumera-
ble. Dado que una reduccién respeta la pertenencia entre lenguajes (y sus complementos) tenemos que
Accept <,,, Concat es equivalente a Accept <,, Concat, por lo que construiremos una reduccién entre
estos lenguajes. Asi, dada una entrada (M, w) nuestra reduccién computa f((M,w)) = (Chs,,), donde
(Chrw) es la méquina de Turing con el siguiente pseudocédigo:

1. Si u = 00, borrar u, escribir w y ejecutar M sobre w. Aceptar o rechazar segin M.
2. En caso contrario, aceptar.

Noétese que Ciy,. siempre acepta {0,1}*/{00}, gracias al paso (2). Demostremos que la reduccién es
correcta.

e Si (M,w) € Accept: M accepta w, por lo que en el paso (1) cuando u = 00 y se ejecuta M sobre w,
Cum,w acepta u, como (2) acepta todas las demds palabras L(Cas ) = {0, 1}*. Véase asi que como este
lenguaje contiene todas las palabras posibles compuestas de 1s y 0s, es cerrado bajo concatenacion,
dado que para todo par u,v € L(Chs,w), Su concatenacion, es decir, uv € L(Chsw), puesto que todas
las palabras posibles se encuentran en el lenguaje aceptado por la méquina. Asi, (Cis,.) € Concat.

e Si (M,w) ¢ Accept: M rechaza w, por lo que en el paso (1) cuando u = 00 y se ejecuta M sobre w,
C,w rechaza u y como (2) acepta todas las demds palabras L(Car,) = {0, 1}*/{00}. Asi, véase que
dado el par u = v = 0 con u,v € L(Cpr,), se tiene que uv = 00 ¢ L(Chs4), por lo que el lenguaje
no es cerrado bajo concatenacién y (Chr,w) ¢ Concat.

Como la reduccién es correcta y computable, concluimos que Accept se reduce a Concat, es decir,
Accept se reduce a Concat. Por propiedades de reducciones concluimos que Concat no es recursivamente
enumerable.

Problema 3. (a) Demuestre que S = {n | n > 2 es primo} es definible en (N, 0,1, -, <).
(basta que presente la férmula que define a S.)
(b) Demuestre que S = Q no es definible en (R, <).

Solucion:

(a) Se propone la férmula p(z) = = (Fy3z (y-2 = A1l < yAy < z)), la cudl senala que x es un nimero primo
si no es posible descomponerlo en una multiplicacién entre dos factores y, z € N, tales que y es mayor a
1 y menor a z. Recordemos que todo nimero natural puede decomponerse como la multiplicacién entre
1 y si mismo, por lo que de no agregar esta condiciéon para y, ningin nimero seria considerado primo,
dado que siempre existe esta factorizacién.



(b) Por contradiccién, supongamos que existe una férmula ¢(z) que define S = Q en (R, <). Es decir, para

todo a € R se cumple que: (R, <) E ¢(a) < a € Q.

Consideremos la funcién h : R — R definida como h(z) = z+m. Nétese que en este caso, bastaria sumarle
a x cualquier irracional. Esta funcién es un isomorfismo de (R, <) a (R, <), puesto que es una biyeccién
(por propiedades de la suma) y para todo a,b € R se cumple que: a < b <= a+7 <b+71 < h(a) <
h(b), (por propiedades de las desigualdades).

Ahora bien, por el teorema de isomorfismo, sabemos que, dado que h es un isomorfismo, para todo a € R,
se cumple que: (R, <) E ¢p(a) <= (R, <) E ¢(h(a)).

Asi, como 0 € Q tenemos que (R, <) = ¢(0). Sin embargo, como 7 ¢ Q tenemos que (R, <) ¥ p(7) =
©(h(0)). Por lo que se contradice el teorema anterior, y queda demostrado que S = Q no es definible en
(R, <).

Problema 4. (a) Sean ¢ y 1) dos oraciones satisfacibles. Es cierto que ¢ A1) es satisfacible? Argumente su

respuesta.

(b) Sea el vocabulario £ = {f} donde f es un simbolo de funcién unaria. Demuestre que la
siguiente propiedad es definible en logica de primer orden:

Punico-pf = {2 € Struct[L] | f* tiene un tnico punto fijo}.

Acé, un punto fijo de una funcién g : A — A es un elemento a € A tal que g(a) = a.
(basta que presente la oracién que define a Punico-pt-)

Solucion:

(a)

Si @ es satisfacible significa que existe una estructura 2 tal que 2 |= ¢. Anédlogamente si ¥ es satisfacible,
existe una estructura B tal que B | . Nétese asi que estas estructuras no son necesariamente iguales,
por lo que, si bien, es posible que ¢ A v sea satisfacible, puede no serlo.

Para demostrar lo anterior, consideremos el siguiente contraejemplo: sea £ = { P} un vocabulario con P
un predicado unario. Sea ¢ = Vo P(x) y v = Jx—P(x), es decir, ¢ = —p. Véase que ambas oraciones son
satisfacibles, porque las estructuras 2 = (4, P%) = ({0},{0}), B = (B, P?) = ({0,1}, {0}) satisfacen a
© v 1 respectivamente, es decir, 2% = ¢ y B = 1. Sin embargo, como una oracién es la negacién de la
otra tenemos que para toda estructura €: € = ¢ <= CF —p <= € F 1), por lo tanto no existe una
L-estructura que satisfaga a ¢ A 9, por lo que la oracién es insatisfacible.

Se propone la siguiente oracién: ¢ = Jz(f(x) = 2 AVy(f(y) = y — y = x)). Nétese asi, que esta definicién
expresa la existencia (hay un z que es punto fijo) y la unicidad (si un y es punto fijo, debe ser el mismo
x) pedidas. Utilizando propiedades de conectivos l6gicos se pueden obtener oraciones equivalentes que
expresan la unicidad de una manera distinta como son: ¢ = Jz(f(z) =z AVy(=(fly) =y)Vy=1x)) o

o =3(f(z) =2 A =Fy(fly) =y A=(y =1))).



