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Importante: En la solucién de los problemas no se argumenta porqué las reducciones planteadas son efecti-
vamente computables, pero lo son. En ese sentido, nétese que si es posible definir una méquina de Turing, es
posible computar su codificacién siguiendo el procedimiento discutido en clases, de modo que la codificacién
de las MTs construidas e incluso MTs fijas utilizadas en las reducciones (Mg, Mioop ), puede ser calculada sin
problema, de modo que las salidas de las reducciones pueden ser computadas, realizando los ajustes necesarios
(por ejemplo, shifts).

Problema 1. Sea k£ > 1 un nimero natural fijo. Definimos el siguiente lenguaje sobre {0, 1}:
Stepss), = {(M,w)| M es una MT, w € {0,1}", M se detiene con w en k 0 mas pasos}
a) Demuestre que Stepss, estd en RE.

Solucién: Para esto debemos demostrar que Stepss, es un lenguaje recursivamente enumerable, es decir,
que existe una maquina N que acepta Stepss, y no necesariamente se detiene con todo input. Se propone el
siguiente pseudocédigo para la MT N, considerando que recibe como entrada un par (M, w) donde M es una
MT y w € {0,1}* (esta definicién puede expandirse a cualquier entrada en {0, 1}* agregando una verificacién
adicional que rechace las entradas que no son de la forma (M, w)).

1) Ejecutar M sobre w.
2) Si M se detiene en menos de k pasos, rechazar.

3) Si M se detiene posteriormente, aceptar.

Véase que si (M, w) € Stepssy, la ejecucién de M sobre w es finita y cuenta con k o mds pasos, por lo que
una vez terminado el paso (1) N acepta el par (M, w) en el paso (3). Por otro lado, si (M,w) & Stepss,
debemos considerar 2 casos. En primera instancia, es posible que la ejecucién de M sobre w se detenga antes
de los k pasos, en este caso la ejecucién en (1) termina, y la entrada se rechaza en el paso (2). En el segundo
caso M puede no detenerse al ejecutarse sobre w, de este modo, la MT N se queda estancada en la ejecucién
realizada en el paso (1) y tampoco se detiene, por lo que esta entrada también es rechazada.

b) Demuestre que Stepss), es indecidible.

Solucién: Para esto se realiza una reduccion desde el lenguaje Halting, que es indecidible, la cual dada una
entrada (M, w) computa f({M,w)) = (Sy,w), donde Sy corresponde a la maquina de Turing que para toda
entrada u € {0, 1}*, realiza lo siguiente:



1. Avanza k posiciones a la derecha y luego retrocede k posiciones a la izquierda sin modificar el contenido
de la cinta.

2. Ejecuta M sobre u.
3. Si M se detiene, acepta.

Esta construccion respeta la pertenencia entre lenguajes, puesto que:

» Si (M, w) € Halting: M se detiene al ejecutarse sobre w en n € N pasos. Asi, en el paso (1), la mdquina

S realiza un total de 2k pasos, independientemente del valor de u, en los que no modifica la entrada.
Como S realiza la misma cantidad de pasos hacia la derecha que hacia la izquierda, al final del paso (1)
el cabezal se encuentra en la posicién 1 de la cinta, siendo esta su posicién inicial, por lo que la ejecucién
de M sobre u = w se realiza con normalidad en n pasos y el total de pasos ejecutados por Sjs sobre w
es de 2k + n. De modo que, (Spr,w) € Stepss;,.
Noétese que se podria haber utilizado una cota mds ajustada haciendo que en el paso (1) Sps se moviera
% posiciones a la derecha e izquierda (k pasos totales), en caso de ser par o % posiciones de ser impar
(k + 1 pasos totales). Sin embargo, dado que solo se pide que la cantidad de pasos realizados por Sy,
sobre w sea mayor o igual a k, se prefiere hacer k pasos por simplicidad.

» Si (M, w) ¢ Halting: M no se detiene al ejecutarse sobre w, por lo que al ejecutar M sobre u = w en el
paso (2) Sy tampoco se detiene y entra en un loop. De este modo, (Sar, w) ¢ Stepss,

Como la reduccion planteada es computable y respeta la pertenencia entre lenguajes, concluimos que Hal-
ting se reduce a Steps>,. Finalmente, dado que Halting es un lenguaje indecidible queda demostrado, por
propiedades de las reducciones, que Steps>, también es indecidible.

De lo anterior podemos concluir que Stepss, ¢ co-RE, dado que un lenguaje L y su complemento L son
recursivamente enumerables si solo si L es decidible. Asf, como Stepss; ¢ R, pero Stepss, € RE, necesaria-
mente debe cumplirse que Steps~.; ¢ RE, es decir que Stepss;, ¢ co-RE. Véase que intuitivamente esto tiene
sentido, puesto que Stepss; contiene todos los pares (M, w) con M una méquina de Turing y w € {0,1}*,
tales que al ejecutarse M sobre w, M se detiene en menos de k pasos o no se detiene. Este lenguaje es similar
a Halting, que contiene a todos los pares (M, w) con M MT y w € {0,1}* tales que M no se detiene con w
y también corresponde a un lenguaje no recursivamente enumerable.

Problema 2. Definimos el siguiente lenguaje sobre {0, 1}:
Write = {{M)| M es una MT, en la ejecucién de M con € en algin momento se escribe 0 en la posicién 1}

a) Demuestre que Write estd en RE.

Solucién: Para esto debemos demostrar que Write es un lenguaje recursivamente enumerable, es decir,
que existe una maquina N que acepta Write y no necesariamente se detiene con todo input. Se propone el
siguiente pseudocddigo para la MT N, considerando que recibe como entrada (M) con M una MT:

1) Ejecutar M sobre e.
2) Si M escribe 0 en la posicién 1, aceptar.

3) Si M se detiene, rechazar.

Véase que si (M) € Write, en algin momento de la ejecucién de M sobre ¢ M escribe un 0 en la posicién
1, asf la entrada es aceptada en el paso (2). En caso contrario, M es rechazada al detenerse sin realizar esta
escritura en el paso (3) o N entra en un loop en el paso (1) si la ejecucién de M sobre w es infinita.



b) Demuestre que Write es indecidible.

Solucién: Para esto se realiza una reduccién desde el lenguaje Halting, que es indecidible. La reduccién
dada una entrada (M, w) computa f((M,w)) = (W), donde Wy, corresponde a la méquina de Turing
que para toda entrada u € {0,1}*, realiza lo siguiente:

1. Borrar u de la cinta.

2. Escribir - wy - - - w,, entre posiciones 2 y n 4 2 de la cinta, de modo que el contenido de la cinta sea:
FBFw - w,

3. Llevar la cabeza lectora a la posicién 3.
4. Ejecutar M sobre w.

5. Si M se detiene, escribir un 0 en la posicién 1 y aceptar.

Esta construccion es correcta, puesto que:

» Si (M,w) € Halting: M se detiene al ejecutarse sobre w, por lo que una vez terminado el paso (4), Wz .
escribe un 0 en la posicién 1, y (Wys ) € Write.

» Si (M, w) ¢ Halting: M no se detiene al ejecutarse sobre w, por lo que Wy, ,, entra en un loop en el paso
(4), de modo que no logra llegar al paso (5) que modifica la posicién 1 de la cinta. Ahora bien, como la
ejecucién de M sobre w se realiza desde la posicién 2 en adelante, sabemos que esta no altera la posicion
1 de la cinta, puesto que para efectos de la ejecucién la posicién 1 de la cinta es la posicién 3 (la posicién
2 tiene el simbolo de inicio). De este modo, nuna se escribe un 0 en la posicién 1y Warw v (Warw) ¢
Write.

Como la reduccién planteada es computable y respeta la pertenencia entre lenguajes, concluimos que Halting
se reduce a Write. Finalmente, dado que Halting es un lenguaje indecidible queda demostrado, por propiedades
de las reducciones, que Write también es indecidible.

De lo anterior podemos concluir que Write ¢ co-RE, dado que un lenguaje L y su complemento L son
recursivamente enumerables si solo si L es decidible. Asi, como Write ¢ R, pero Write € RE, necesariamente
debe cumplirse que Write ¢ RE, es decir que Write ¢ co-RE.

Problema 3. Definimos el siguiente lenguaje sobre {0, 1}:
EQUIV = {<M1,M2>| M1 y M2 son MT's y L(M1> = L(Mg)}
a) Demuestre que EQUIV no pertenece a RE.

Solucién: Para esto se realiza una reducciéon desde el lenguaje All, un lenguaje que no es recursivamente
enumerable. Esta reduccién dada una entrada (M) computa f({(M)) = (M, M), donde M, corresponde a
una méiquina de Turing arbitraria que acepta todas las palabras posibles en {0, 1}*.

Esta construccion respeta la pertenencia entre lenguajes, puesto que:

» Si (M) € All: El lenguaje aceptado por M es L(M) = {0,1}*, el cual, por definicién, corresponde al
mismo lenguaje aceptado por Myy. Asi, L(M) = L(Myy) v (M, My;) € EQUIV

» Si (M) ¢ All: Existe al menos una palabra v € {0,1}* que es rechazada por M, es decir, u ¢ L(M).
Sin embargo, por la definicién de M,;; sabemos que esta MT acepta todas las palabras en {0,1}*, por lo

que u € L(Myy), de este modo los lenguajes aceptados por las maquinas no son iguales y (M, My;;) ¢
EQUIV.



Como la reduccién planteada es computable y respeta la pertenencia entre lenguajes, concluimos que All se
reduce a EQUIV. Finalmente, dado que All no pertenece a la clase RE concluimos por propiedades de las
reducciones que EQUIV tampoco pertenece a RE.

b) Demuestre que EQUIV no pertenece a RE.

Solucién: Nétese que, por propiedades de reducciones tenemos que si K <,, L, entonces K <,,, L, puesto
que al respetar una reduccion la pertenencia entre lenguajes, también respeta la pertenencia entre sus com-
plementos (recordar que una reduccién f cumple que w € K + f(w) € L, es decir, que w € K — f(w) € L
ywé¢ K — f(w) ¢ L), por lo que la misma reduccién puede ser utilizada entre los complementos de K y L.
En base a esto, de la reduccién de All <,,, EQUIV construida en el apartado anterior se puede concluir que
All <, EQUIV, y como All también es un lenguaje que no pertenece a la clase RE, podemos concluir por
propiedades de reducciones que EQUIV no es un lenguaje recursivamente enumerable.

Asi, podemos notar que los lenguajes EQUIV y EQUIV no pertenecen a la clase RE ni co-RE.

Problema 4. Definimos el siguiente lenguaje sobre {0,1}:
D = {{My, w1, M2, w3)| M; se detiene con wy, Ma no se detiene con ws}
a) Demuestre que D no pertenece a RE.

Solucién: Para esto se realiza una reduccién desde Halting, un lenguaje que no es recursivamente enumerable.
La reduccién calcula, dada una entrada (M, w) f((M,w)) = (Muy,w, M,w), donde M, es una miquina de
Turing que acepta todas las palabras en {0, 1}*.
Nétese que la pertenencia del resultado de la reduccién ((Myy, w, M,w)) a D, depende dnicamente del
comportamiento de la ejecucién de M sobre w, puesto que M,;; acepta y en particular se detiene, con todas
las palabras posibles en {0,1}* , entre las que se encuentra w. Asi, M; siempre se detiene con wy, por lo que
(Myy, w, M, w) pertenecerd o no a D, dependiendo solo del comportamiento de (M, w). Demostremos asf que
la reduccién es correcta:

» Si (M,w) € Halting: M no se detiene con w, por lo que en (M, w, M, w) se tiene que My no se detiene

con wy y como M; siempre se detiene con wy, (Myy, w, M, w) € D

» Si (M,w) ¢ Halting: M se detiene con w, por lo que en (Mg, w, M, w) se tiene que My se detiene con
wa y (Mg, w, M,w) ¢ D
Como la reduccién planteada es correcta y computable, concluimos que Halting se reduce a D. Dado que
Halting es un lenguaje que no pertenece a la clase RE y por propiedades de reducciones concluimos que D
tampoco pertenece a RE.

b) Demuestre que D no pertenece a RE.

Solucién: Nétese que en este caso, no nos sirve utilizar la propiedad utilizada en 3b (una reduccién entre dos
lenguajes, también es una reduccién entre sus complementos), puesto que, con esta concluimos que Halting
<, D, sin embargo, como Halting es un lenguaje indecidible, pero recursivamente enumerable, esta reduccién
solo nos permite demostrar que D es indecidible y no que estd fuera de la clase RE.

Para demostrar lo pedido se realiza nuevamente una reduccién desde Halting, la reduccion calcula, dada una
entrada (M, w) f((M,w)) = (M, w, Misep, w) siendo Mj,,, una maquina que entra en loop infinito con toda
entrada en {0,1}*



Nétese que la pertenencia del resultado de la reduccién ((M,w, Mjoep, w)) a D, depende tnicamente del
comportamiento de la ejecucién de M sobre w, puesto que My, NO se detiene con ninguna entrada, en
particular, no se detiene con w. Asi, My nunca se detiene con ws, por lo que (M, w, Mjoop, w) pertenecerd o
no a D, dependiendo solo del comportamiento de (M, w). Demostremos asi que la reduccién es correcta:
» Si (M, w) € Halting: M no se detiene con w, por lo que en (M, w, Mj,op, w) se tiene que M7 no se detiene
con wy por lo que (M, w, Mjoop, w) ¢ D, es decir, (M, w, Mjoop, w) € D
» Si (M, w) ¢ Halting: M se detiene con w, por lo que en (M, w, Mjs0p, w) se tiene que M; se detiene con
w1 y (M, w, Mjoop, w) € D, es decir, (M, w, Mjoop, w) ¢ D
Como la reduccién planteada es correcta y computable, concluimos que Halting se reduce a D. Dado que
Halting es un lenguaje que no pertenece a la clase RE y por propiedades de reducciones concluimos que D
tampoco pertenece a RE.

Asi, podemos notar que los lenguajes D y D no pertenecen a la clase RE ni co-RE.



