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Capitulo 1

Introducci on

1.1. Modelos Probabilsticos y Determiristicos

La Teofia de Probabilidades una rama de las Matéticas que permite estudiar todo tipo de
fenbmenos en que aparecen conceptos como indeterminismo, incertidumbrejeoiiples hete-
rogeneidad, variabilidad, errores de mediiGiimprecisbn y azar. En esta seéti desarrollamos
algunas de estas ideas para motivar el estudio de dicha.teor

1.1.1. Determinismoy leyesiicas

La imposibilidad pactica de conocer los valores de todas las variables que influyen $obre e
comportamiento de un sistema hace quenosielos determisticostengan urambito de aplicaéin
limitado. En estos modelos, el cumplimiento de ciertas condiciones garantizartaregia de un
hecho dado. El paradigmaaglico es la Me&nica de Newton, donde se puede predecir exactamente
la trayectoria de un objeto, una vez especificadas la @osiaicial, la velocidad inicial y todas
las fuerzas que agan sobretl. Desde un punto de vista filofico, la idea es quei tuvieramos
toda la informadin y confiramos con un modelo adecuado, padios determinar completamente
todos los acontecimientos relacionadonflentro debmbito de la ksica, tal idea eéten abierta
contradicobn con las tedas nas modernas, como la Ma&gica Ci@ntica.

Si somos tan afortunados como para disponer de un modwicdeperfecto que vincula los
valores de ciertas variables con los de otras, su aplinag ve entrabada por la imposibilidad de
conocer estos valores con absolatacisbn, es decir, cuando hagrrores de medicéin. Losmodelos
probabilisticosconstituyen una alternativa atractiva a los modelos detéstitas en situaciones de
este tipo.

Por otra parte, muchas de las leyes que rigen lasnfiemos fisicos y qiimicos han sido descu-
biertos experimentalmente. Este es el caso de la ley de BBYie= «T", que relaciona la presn
P, el volumenV, y la temperaturd” de un gas. Los errores de medicihacen que la®Hfmulas
matenaticas no se verifiguen de manera exacta con datos experimentafae. austar modelos
tedricos a datos experimentales onto rechazar te@as a partir de estos datos es un problema
importante que se ataca utilizand&todos estadticos,para los cuales la Telar de Probabilidad



CAPITULO 1. INTRODUCCION

sirve de base. Cabe hacer notar, adsngue leyes experimentales como la ley de Boyle rigén s
aproximadamente y para ciertos rangos de valores de las variables.

1.1.2. Probabilidad y leyes cierificas

La Teoiia de Probabilidad proporciona nols un marco conveniente para estudiar el ajuste de
modelos mategticos a datos que contienen errores de medja@ino tamk#n una base para desa-
rrollar modelos téricos en ciertas ciencias. Tal es el caso de las leyes de la Teanuda) donde
se vinculan la preén y la temperatura de un gas con la eiergrética total de un enormdimero
de mokculas, cuyo movimiento individual es obviamente impredecible. En otragasjaoexiste
una gran incertidumbre a nivel micr@gico con una virtual certeza a nivel macrygico del gas.
Algo ardlogo ocurre con las poblaciones humanas, donde la libertad del imligglaompatible
con un comportamiento bastante predecible a nivel agregado. La hartan@®ica que permite
fundamentar estas aseveraciones dslade los Grandes INneros popularmente conocida como
la Ley de los Promedio£lla establece que, bajo ciertas condiciones, se puede predeciramiin ex
tud el valor del promedio,(m cuando los valores individuales sean por completo inciertos. Hemos
privilegiado la discugin de ejemplosi§icos, donde higéticamente los modelos deterristicos han
tenido bastantéxito. En las ciencias biobicas y sociales los modelos deterisifitos son &lo
interpretables eretminos de urcomportamiento promedidnteresa definir @i significa prome-
dio en este contexto y deducir el comportamiento promedio a partir de supuessimples de
naturaleza probaldtica.

1.1.3. Heterogeneidad y variabilidad

Una dificultad para emplear modelos deterfisticos es la presencia deterogeneidad va-
riabilidad. A modo de ejemplo, consideremos las siguientes situaciones: (a) la corapaigciin
lote de mineral vda entre un lote y otro; (b) los tubos ddtcos en mil televisores de un fabrican-
te determinado no teng@in exactamente las mismas especificaciones; (c) lalsldde mil equipos
presenta gran variabilidad; (d) elimero de auto@viles que pasan por una interséstio sed el
mismo en dos intervalos de cinco minutos tomados aproximadamente a la misma hora.

Las leyes Bsicas se refieren generalmente a medios hémegs, por ejemplo, gasesiguidos
ideales. La heterogeneidad complica notablemente la forndnlacatenatica y rara vez se dispone
de informacbn precisa que permita tomarla en cuenta en el modelo.

1.1.4. Ferdmenos caéticos y probabilidad

Los fenbmenos caticosson aquellos en que una pequsima perturbaéin de las condiciones
iniciales de un sistema genera grandes cambios en el estado final del misnateiatico Henri
Poincaé estudd este tipo de feimenos a principios de siglo y utifizel caacter impredecible de
estos fedbmenos como un modeldsfco para la probabilidad. El lanzamiento de una moneda, el
lanzamiento de un dado, o el hacer girar la ruleta, son ejemplos familiarageesl gesultado se
puede interpretar como el estado final de un sistema cuya edolesicéatica.

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 2



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1.5. Vocabulario asociado a la probabilidad

El terminoprobabilistico se usa vagamente como contrapd@sichdeterminsticoy se le aso-
cia implicitamente con palabras conmierto, impredecible variable y presencia de errarHay
incertezaen la respuesta a preguntas tan diversas comoép@s el culpable de un crimen?,
¢ Tende cancer?, ¢ Acertarel disparo en el blanco?, ¢ &é&ombre o mujer mi futuro hijo?, ¢ Apro-
baé el examen?. Laariabilidad aparece en los lotes de material, en la diversidactism en
el clima y en las posturas ptitas. Como ya se ha mencionado, &rsores de mediéin apare-
cen en variablesigicas, pero tambn en eamenes de laboratorio y en la determigacdel nivel
socioecoHmico.

A menudo la incerteza se refiere a la respuesta correcta a ciertastpgegua la verdad o fal-
sedad de ciertas proposiciones. Cuando la pregunta aimitéo por respuesta, ella tiene asociada
la proposicbn la respuesta es afirmativael suceso que ocurre si 9Is si la respuesta correcta es
positiva. Si la pregunta es ¢ Se quemkarampolleta la fxima vez que se la encienda? el suceso
asociadoA ocurre cuando la ampolleta se quema. Del mismo modo, el suceso asocigdi@ea la
gunta ¢ Saldr un as al lanzar un dado? Bs: Sale un asLas probabilidades de estos sucesos se
escriben en modo subjuntivo, e(A) es la probabilidad que spiemda ampolleta yP(B) es la
probabilidad quealgaun as.

Muchos modelos determisticos son causales, por lo quedhhinoprobabilisticose asocia con
ausencia deausaEn otras palabras, atribuimos un hechazdr, palabra que el lector hadbencon-
trado en reladin a losjuegos de azarEn estos juegos, suelen intervenir procedimientosameos
de caacter cético, como lanzar un dado, tirar una moneda al aire, barajar un naig, diear la
ruleta, o elegir una bolita en juegos como el KINO, el LOTO y otros. Elltada de tal juego es
claramente incierto, impredecible, y variable.

1.2. Interpretaciones del Concepto de Probabilidad

1.2.1. Interpretacion frecuentista

Lainterpretacbn frecuentista o enipica de la probabilidad se aplica directamente en aquellos
casos donde es posible repeimidamente un experimento muchas veces y bajo condiciones contro-
ladas. Cuando para cada repéticdel experimento se determina uimmero real, como el valor de
cierta variable cuantitativa, se sabe éngamente que, bajo ciertas condiciones, los promedios ex-
hiben una gran estabilidad a medida quelghero de repeticiones aumenta. Este es un ejemplo de
regularidad estatsticay se conoce popularmente bajo el nombreé_de de los promediod.ey de
los grandes iimeros en teda de probabilidad). Ya hemos mencionado que esta idea sirve de base
para la tedia estaibstica de la termodimmica. Ella es tambn clave para los étodos de simulatn
computacional, conocidos comamdos de Monte Carlo.

Para fijar ideas, consideremos un ejempksrpedestre, pero sencillo de llevar a cabo, — insta-
mos al lector a hacerlo — que consiste en lanzar repetidamente un dadel:Regimo lanzamiento
anotamos el resultada que muestra el dado — urimero entre 1y 6 — y calculamos secuencial-
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

mente para = 1,2, 3, ... el promediat,, de los primeros nUmeros obtenidos, i.e.

1 n
1=

El grafico det,, versusn, donde se unen los puntos consecutivos por segmentos rectositagrese
inicialmente gran inestabilidad, pero para valores grandesadse asemeja a una curva suave que
tiende asiniticamente a una recta horizontal, a una altura aproximada de 3.50.

Una modificaddbn del ejemplo anterior es determinar en cada lanzamiento si ocurre un seis o
no. Definiendar; = 1 en caso positivo y; = 0 en caso negativa,, coincide con la proporén p,,
de veces que sale un seis en los primertenzamientos del dado. La Ley de los Grandéséros
implica quep,, tiene un valorimite, el cual coincide con la probabilidad que salga seis al lanzar
un dado. Si el dado es equilibrado ebfjco dep,, versusn presenta una amtota horizontal, a
una altura de aproximadamente 0.167. La interpretetecuentistalefineesta probabilidad como
ese valorimite. Como la Ley de los Grandedihieros es un resultado matatico, que depende
de ciertos axiomas pero no de una interprémagarticular, no queda claro si tenemos derecho a
utilizar a priori la existencia delrite sin caer en un argumento circular.

Por el momento denominemasicesca algo cuya ocurrencia o no queda determinada por el
resultado de un experimento repetible. $eal conjunto deresultados posiblesn cualquiera de
estas repeticiones— que se denonénaosteriormentespacio muestrat y sead C Q el conjunto
de resultados favorableal suceso de intés, es decir, aquellos para los (gste tiene lugar. Los
elementos del conjunto complement&afig, A son, entonces, los resultados desfavorables. La pro-
babilidad del suceso depende exclusivamente del conjigtao de la descripéin en palabras del
suceso de intés. Tiene sentido adenotarla po(A) y, de hecho, podemos identificar al suceso
con A silo deseamos.

Para entender mejor la interpretacide P(A) e introducir la notadin, consideremos un milh
de lanzamientos de un dado. Los resultados posibles son 1, 2, 3, 4L.8 gé&gunda columna de la
siguiente tabla muestra elimero de veces que ocuirtada imero (los valores son ficticios para
simplificar la aritngtica). La tercera columna muestra las proporcionedriap, las que debieran
parecerse bastante a los valoiestes, o sea, a las probabilidades correspondientes, dado el elevado
nimero de repeticiones del experimento (lanzamientos del dadojmBbk / en las restantes
columnas indica los resultados favorables para diversos sucessnithal las dodiltimas filas
cuantas veces ocudrcada uno y la proporon respectiva.

w Ny(w) | pp(w) |lw>5|wes|w<4|wentre
(en miles) par 3y4
1 200 20 v
2 180 .18 vV vV
3 170 17 v v
4 160 .16 vV V
5 150 5 V
6 140 14 vV vV
Namero 290 | 480 | 710 330
(en miles)
P,(A) 29 | 48 | .71 .33
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Denotemos pow a un resultado posible del experimento y supongamosegtese repite
veces. Denotemos padY,, (w) al numero de veces que ocurre el resultadgor N,,(A) al nume-

ro de veces que ocurre el suceso representado por el subcodjugt@or p,(w) = N”T(“) y

P,(A) = N”T(A) a las proporciones respectivas. Si lmsites existen, las probabilidades que ocurra
el resultadaw y el suceso representado pbise definen por

p(w) def li)m pn(w)  probabilidad que ocurra.

P(A) =y nlirgo P,(A) probabilidad que ocurrd.

La funcion P que asigna a cada suce4su probabilidad se denomidastribucion de probabilidad
La funcion p(-) se denominduncion de probabilidady se expresa normalmente como una tabla o
como unadrmula materatica. Cuando los elementos@eson los valores de una variable aleatoria
X, lafuncibn P se denomina tamén distribucbn de probabilidad d& y se suele denotar pdty .

ClaramenteN,,(4A) = > N,(w). Dividiendo por el @imero de repeticiones y tomando el
weA
limite cuandar — oo, la definicbn frecuentista de la probabilidad implica que ellmesegativa

y satisface, ade#s, las importantes igualdades
P(Q) = 1 (1.2.1)
P(A) = > pw). (1.2.2)
weA

La igualdad (1.2.2) se traduce en la siguiente regfida por ahora $lo para la interpretacdn
frecuentista

Para un espacio muestral finito la probabilidad que un suceso ocurta gsma de las
probabilidades de los resultados favorables

Las propiedades
P®) = 0, (1.2.3)
> opw) = 1, (1.2.4)
weN

pueden obtenerse de la misma forma, pero tambe desprendebdicamente a partir de (1.2.1)
y (1.2.2). Por (1.2.2), la funéh de probabilidad permite calcular las probabilidades de todos los
sucesos asociados con el experimento. La afimagdproca es trivialmente cierta. Por lo tanto:

La funcbn de probabilidad determina la distribum de probabilidad y viceversa.

Siwi,ws,...,w, €S una enumerdam de los elementos de, se acostumbra escrilpr en vez de
p(w;) para simplificar la notadin, con lo cual (1.2.2) queda
PA) = > (1.2.5)
{ijw;c A}
dopio= 1L (1.2.6)
i=1
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Un concepto probabiitico clave es el de sucespmituamente excluyentess decir, que la
ocurrencia de uno de ellos torna imposible qudialgtro ocurra. Para una familia de sucesos
esta condi@n equivale a qua lo mas uno de ellos puede ocurrldn resultadav no puede ser
favorable a mltiples sucesos de esta familia, lo que significa que los conjuntos que leseafan
son disjuntos. Réprocamente, si los conjuntos de resultados favorables a dos suorslisjgntos,
los sucesos son mutuamente excluyentes. Se deduce de (1.2.2) la plaiitiga:

P(AUB) = P(A)+ P(B) siAy B son disjuntos (1.2.7)

lo que se generaliza a una @nidisjunta de unimero finito de sucesos. Cuando convenga, escri-
biremos una ur@in de conjuntos d|SJuntos reemplazandoigit®lo U por el suma+{ 0 ), i.e.
A+ BenvezdeAU By Z A; envez deU A;. Con esta convengn notacional, la propiedad de

=1 =1
aditividad puede escribirse de manera sugerente como

k k
P <Z Ai> = P(4). (1.2.8)
=1 1=1

1.2.2. Interpretacion subjetiva

La interpretadin frecuentista es muy especulativa cuando la probabilidad se refigtaa s
ciones de cdicter irrepetible, como conseguir empleo durante &kipro mes, que un familiar se
case con su pareja actual, que el candidato XYZ gane tadgnpas elecciones presidenciales, etc.
Cuando la probabilidad se aplica en casos como estos, ella se interpsetden comarado de
certeza.Dado que estéiltimo vafia entre un sujeto y otro, aunque se refiera a un mismo hecho,
esta interpretabn se denominaubjetiva Para precisar el valor de esta probabilidad subjetiva pa-
ra un sujeto determinado, podemos plantearle otros sucesos de probaimhdatia y establecer
comparaciones.

En la vida cotidiana es raro poder contestar preguntas importantesismnadéggen de duda, lo
gue genera expresiones coestoy casi seguro quene inclino a pensar qye otras por el estilo,
de caacter cualitativo. La interpretam de la probabilidad como grado de certeza, expresado en
una escala continua entre 0 y 1, representa una cuantificeeilas expresiones anteriores.

El enfoque subjetivo de la telarde probabilidad ha sido el tema de muchas investigaciones
matenaticas y filogficas, sobre las cuales no podemos extendernos. Lo que harenamtues fos
resultados intuitivos de la interpretanifrecuentista en un sistema de axiomas, los cuales son apli-
cables a cualquier interpretaai de la probabilidad, incluyendo la subjetiva. Cabe hacer notar, sin
embargo, que los axiomas se pueden obtener a partir de consideranbregl comportamiento
racional frente a la toma de decisiones con incertidumbre.

De esta manera, suponemos que las propiedades (1.2.1), (1.2.2),%11223%) siguen siendo
aplicables. El espacio muestral se interpreta como un listado de todas |nataléerposibles (es-
cenario en la terminoldg de los economistas). Por ejemplo, si se quiere apostar en una carrera d
caballos, pese a no estar seguro dd va a ganar, se debe asignar una probabilidad de ganar a cada
uno. Si se piensa en invertir dinero en comprar dolares, para vesderines des@s, se tiene in-
certeza sobre el futuro valor del dolar, que puede identificarse»cdambin se puede simplificar
el problema y atribuir una probabilidad a que el alza del dolar excedaataaeterminada.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

A nivel intuitivo, si la ocurrencia del suces® implica la del suces®, debéramos tener un
mayor grado de certeza €B que enA. Identificando los sucesos con conjuntos, la afirdmci
anterior corresponde a

ACB= P(A) < P(B).

Esta propiedad de monotonicidad parece un supueistionm cuando lo que interesa es decidiaku
de dos sucesos esasiprobable. En la interpretaci frecuentista las probabilidades se comportan
como proporciones Yy satisfacen un supuesto de aditivid@d U D) = P(C) + P(D). El or-
den relativo entre dos probabilidades se preserva si aplicamos usBbtraacon g estrictamente
creciente definida sobifé, 1]. En otras palabras,

P(A) < P(B) = g(P(A)) < g(P(B)).
Si denotamos pgy a la probabilidad de un suceso, una transforiragtil y que tiene importancia
historica esg(p) = %p. En ingks se le llama g(p) oddsy no existe una tradua@n universal-
mente aceptada. En algunos libros se usaretiinomomios Aungque sea un anglicismo usaremos
la palabrachancesdado su uso en apuestas, como carreras de caballos o concupsliszie A§,
si uno cree alg® a 2, lo que significa es

_p _3
1—p 2
lo que implicap = 3%2 = 0,6. Una apuestd a 1 corresponde @ = 0,5. A diferencia de la

probabilidad, las chances no son aditivas.

1.2.3. Equiprobabilidad y la regla de Laplace
1.2.3.1. Reglade Laplace

Hay situaciones muy especiales en las que se puede argumentar quesoessitados posibles
sonequiprobableses decir, tienen la misma probabilidad. Este argumento se justifica habitualmen-
te apelando a un argumento de sirfeey puede interpretarse de manera frecuentista o subjetiva.
Por ejemplo, las caracisticas georatricas y fsicas de una moneda permiten sospechar que el su-
puesto de equiprobabilidad se cumple aproximadamentegrBnirtos frecuentistas, esto significa
que para un iimero grande de lanzamientos, la propamadle caras sea muy parecida a la de sellos,
aunque los ameros de caras y de sellos sean muy distintos. Desde el punto de vistavspulgje
equiprobabilidad indica que nos es indiferente apostar a que sale sekcsalgcara, lo que puede
sustentarse tanto en consideraciongisds como en la experiencia eimga previa que tengamos.
Por cierto, no podemos esperar que la equiprobabilidad se cumpla exaidaioe monedas reales,
sino de manera aproximada. Mataisamente hablando, umaoneda ideab moneda equilibrada
arroja resultados equiprobables por defimciAlgo parecido pasa con un dado ideal, donde las 6
caras son equiprobables.

Desde el punto de vista frecuentista la equiprobabilidad significa quedifude probabilidad
es constante. Por (1.2.4) su valor es elpamco de la cardinalidad del espacio muestral y aplicando
(1.2.2) se llega a la famosa regla, atribuida a Laplace:
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Cuando los resultados posibles son equiprobables, la probabilidad deiceso es el
nimero de casos favorables dividido por éhmero de casos posibles,

donde la palabra casos se usa comorsmo de resultado. En libros antiguos de Algebra, esta regla
suele aparecer como defirdai de probabilidad. Esto es muy peligroso, ya que se puilenente
caer en contradicon con la interpretabn frecuentista.

1.2.3.2. Algunos modelos equiprobables

Un modelo fsico para la generai de resultados equiprobables es el de una urré fiehas,
de las cuales se extrae una al azar. Cada ficha tiene proba%idkﬂser elegida. Si se extraen
al azar y de manera independientéichas de la urna, el resultado es representable por un arreglo
0 muestra ordenadg = (y1,v2,---,¥yn). El elementay; es la ficha o cualquier identificador. Sin
pérdida de generalidad, podemos enumerar las fichas de la uinhad#a/NV y usar este imero
comoy;. Los arreglos de larga son equiprobables, tanto si el muestreo se kateeposicbn (se
restituye a la urna la ficha seleccionadajam reposigbn (cuando se la restituye). Elmero de
tales arreglos e (N —1) x--- x (N —n+1)y N", respectivamente. Cuando el suceso deéster
se refiere 8lo al nimero de fichas de cada color en la muestra, el orden en que aparecelotes
es irrelevante. Sin embargia equiprobabilidad de las muestras no ordenadak ocurre para
muestreo sin reposian. En este caso, cada una de estas muestras correspahdeeglosy, por
lo que su probabilidad es

n! 1

N(N=-1)x--x (N—n+1) (V)

n

Este resultado implica que h@g) muestras no ordenadas. Como cada una se puede representar por
un subconjunto de tama made otro de tama ngy, (]X) es tambén el umero de estos subconjuntos.

Otro modelo corin es el dex lanzamientos de un dado equilibradoMecaras. Probalidtica-
mente,él equivale a una muestra con repa@icden fichas de una urna que contienévafichas.
Fisicamente, el dado se puede lograr para muy pocos valored it moneda es equivalente a un
dado de dos caras.

Ejemplo 1.2.1 Calcular la probabilidad de obtener una suma @tlanzar dos dados,
dondel < k < 6.

Como los 36 pareér, y) son equiprobables, basta con contar aquellos que son favora-
bles. Pero un tal par satisfacet+ y = k, de modo que toma la forma, k — x). Por
ejemplo, paré = 4, los resultados favorables séh 3), (2,2) y (3,1) y la probabili-
dad esg = 5. El resultado general es

k—1

Ejemplo 1.2.2 Calcular la probabilidad de obtener una suma de 6 al lanzar tres dados.
Seax; el resultado del-ésimo dado y sea = (z1, 22, z3). El espacio muestral consta
de63 = 216 resultados equiprobables. SBa= {x/z1 + z2 + 25 = 6} y sea4, el
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sucesasalej en el primer dado y la suma es 8i z; = j, x es favorable si y@o si
x9 + 23 = 6 — j. EntoncesB = By + Bs + B3 + By. Pero card (B;) =5 — i, de
modo quecard (B) = 4 + 3 + 2+ 1 = 10. La probabilidad buscada é§B) = .

Finalmente, muchos problemas interesantes involucran permutacionesr Baraaipe de:
cartas significa elegir al azar uno de ldsordenes posibles, lo que equivale a elegir al azar una
permutacdn. Probabilticamente, esto equivale a obtener una muestra ordenada de tanteno
una urna cork fichas.

Ejemplo 1.2.3 Se baraja al azar un naipe de 4 cartas, @sidole a cada una las letras
a, b, cy d. A continuacon mostramos un listado exhaustivo de las 24 permutaciones de
estas letras.

bcde bced bdce bdec becd bedé
cbde cbhed cdbe cdeb cebd cedb
dbce dbec dcbe dceb adebc dedd
ebcd ebdc ecbd ecdb edbc edch

La probabilidad de cualquier suceso se obtiene contando casoshlagoyalividiendo
por 24.

= Por inspecdin, hay 6 resultados en que la primera letrabede modo que la
probabilidad que esto ocurra ez% = %. Analogamente, la probabilidad que la
segunda letra seees tambén i La probabilidad que alguno de estos dos sucesos
ocurra no es}, debido a que estos sucesos no son mutuamente excluyentes. En
efecto, abcd y abdc son los dos casos en que ambos sucesos.deorierianto,
hay6 + 6 — 2 = 10 resultados favorables y la probabilidad buscad%es

= La probabilidad que la letfaaparezca antes dedaes% = % lo que es evidente
por simetfa.

= La probabilidad que ninguna de las letras caiga en su ubicagitural, i.e. 1 para
b, 2 parac, 3 parady 4 para e,%s lo que se obtiene marcando estos casos en
el listado y contando cuantos hay.

= Se deja al lector con paciencia repetir esto para las 120 permutacionedede 5
mentos, que aparecen en la siguiente tabla.

abcde abced abdce abdec abecd abedc acbde acbed acdbe | acdeb
acebd acedb adbce adbec adcbe adceb adebc adecb aebcd | aebdc
aecbd aecdb aedbc aedcb bacde baced badce badec baecd | baedc
bcade bcaed bcdae bcdea bcead bceda bdace bdaec bdcae | bdcea
bdeac bdeca beacd beadc becad becda bedac bedca cabde | cabed
cadbe cadeb caebd caedb cbade cbaed cbdae cbdea chead | cbeda
cdabe cdaeb cdbae cdbea cdeab cdeba ceabd ceadb cebad | cebda
cedab cedba dabce dabec dacbe daceb daebc daecb dbace | dbaec
dbcae dbcea dbeac dbeca dcabe dcaeb dcbae dcbea dceab | dceba
deabc deacb debac debca decab decha eabcd eabdc eacbd | eacdb
eadbc eadcb ebacd ebadc ebcad ebcda ebdac ebdca ecabd | ecadb
ecbad ecbda ecdab ecdba edabc edacb edbac edbca edcab | edcha

12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
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Contrario a la intuiddn de la mayda, el timero obtenido e%i, gue es leve-
mente inferior a;.

1.3. Modelo de Probabilidad Finito

1.3.1. Caso general

La funcion de probabilidad y la distribu@n de probabilidad ya fueron ya definidas en el con-
texto frecuentista, obtefmdose la serie de relaciones (1.2.1)—(1.2.8).

Definicion 1.3.1 Sea? un espacio muestral finito. Se&) una funcén no negativa con dominia
gue satisface las condiciones:

> pw) =1, pw)>0. (1.3.1)

weN

La distribucbn de probabilidad generada pgfr) es la funcon P(-) que asigna a todd C 2 el
valor

P(A) = > pw). (1.3.2)

wEA

Por (1.3.2), la distribuéin de probabilidad’(-) determinap(-), pues
p(w) = P({w}), w € . (1.3.3)

Todas las ecuaciones (1.2.1)—(1.2.8) rigen por definioicomo consecuenciadica. En particular,
la probabilidad de un suceso es la suma de las probabilidades de los msidiaables.

Ejemplo 1.3.1 Por ejemplo, el Teorema del Binomio indica que
(p+q" = f: ")t
k=0 & ‘

Por lo tanto, sp > 0,¢ > 0, p + ¢ = 1, la funcibn

n _
p(k‘):(k)pkqn k? k:()’]""'?n?

se puede usar como la fubai de probabilidad de cierta distriboai. De hecho, ella
corresponde a la famosa distribdiciBinomial, que estudiaremos posteriormente.

Cuando la fundn de probabilidad se entrega como un listado de resultados y de lasiprobab
lidades correspondientes, basta marcar los resultados favorablegempplo, cony/, y sumar las
probabilidades respectivas para obtener la probabilidad de un s@esto se desea automatizar
el procedimiento computacionalmente, conviene generar una columna @dftdanal, en que los
V/ se reemplazan por 1y los blancos por 0, la que se interpreta como larfundicatriz del suceso.
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Ejemplo 1.3.2 Un equipo tiene dos componentes (a) y (b) e interesa si ellas est
operativas o no. Definamos

x1 = 1 si(a) funcionag; = 0 en caso contrario.
x9 = 1 si (b) funciona;zs = 0 en caso contrario.

El estado del equipo eésdeterminado por el pdr;, x2), al cual podemos considera
como el resultado del experimento. Los resultados se pueden enuom@imdica la
tabla. Las probabilidades asignadas ealtema columna son positivas y suman 1, de
modo que tal asignatin es \alida.

Resultado z; | z2 | Probabilidad
w1 1 1 0,6
w2 1 0 0,2
w3 0] 1 0,1
w4y 00 0,1

Consideremos ahora los sucesos:

S1:  (a) esh operativa.

Ss . (b) esh operativa.

S3 :  Exactamente una componentegesperativa.
Sy : Al menos una componente agiperativa.

La tabla siguiente muestrédmo representar estos sucesos usando las variables como
subconjuntos.

Sl I 1 Al == {(1,0), (1, 1)} B1 == {wl,(.L)Q}
SQ | X = 1 AQ = {(0, 1), (1, 1)} Bg = {wl,W3}
Sy3:|xy+a=1 A5:{(0,1),(1,0)} BgZ{WQ,CL)3}
Syi:|lx+a>1 A4:{(0,1),(1,0),(1,1>} B4:{w1,w2,w3}
La tabla siguiente muestramo representar esta misma inforntacde una manera
mas émoda:
Resultado 1 I2 Sl : SQ : Sg : S4 :
z1=1 20=1 z1+29=1 21 4+222>1
v |1 1] v v
w2 1 o] v vi vi
ws [0 1 v v v
w4 0 0

Reemplazando en la columna correspondientg al Smbolo / por 1 y un blanco
por 0, se obtiene una nueva columna. Multigfidola &rmino a érmino por la colum-
na de probabilidades se obtiene la probabilidacdbdd a siguiente tabla ilustra este
procedimiento.

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 11



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Resultado

T z2 Di n Piy1 Y2 Piy2 Y3 Piy3 Ya PilY4

1 1 0,6 1 0,6 1 0,6 0 0 1 0,6

1 0 0,2 1 0,2 0 0 1 0,2 1 0,2

0 1 0,1 0 0 1 0,1 1 0,1 1 0,1

0 0 0,1 0 0 0 0 0 0 0 0
1,0| P(S1)= 08 | P(S2)= 0,7 | P(S3)= 03 |P(Sy)= 09

1.3.2. Resultados favorables equiprobables
Cuandopara un suceso dadmdos los resultaddavorablesson equiprobables, es decir,
p(x) =p(z’) Va,2' € A, (1.3.4)
la probabilidadP(A) se puede encontrar mediante darhula
P(A) = card (A) x p(xo), dondexyec A. (1.3.5)

En otras palabras, la probabilidad del suceso se obtiene multiplicanddokbdrdad de un resul-
tado favorable (cualquiera de ellos da lo mismo) porleharo de resultados favorables. Blaulo
de card A requiere habitualmente de las herramientas déa@ombinatoria.

Ejemplo 1.3.3 Se lanzan 5 monedaséidticas, pero no necesariamente equilibradas.
Nos interesa la probabilidad de obtener exactamente dos caras entredamoiredas.

Seal < p < 1 la probabilidad que una moneda determinada salga cafras  — p

la probabilidad que salga sello. Sga= 1 si lai-esima moneda es caraye = 0

en caso contrario. Un resultado cualquiera del experimento se puetdgiresomo

y = (v1,92,Y3,Y4,Y5), pero estos 32 resultados no son equiprobables, a menos que
p = 0,5. En un caftulo posterior veremos que bajo un supuesto de independencia
entre los lanzamientos se deduce que la famdie probabilidad es

5 5
> Yi 5= Y
pi:l q =1 .

Cada resultado favorable tiene probabiligddl —p)?, de modo que son equiprobables.
Para desarrollar nuestra intwai, escribamos dos resultados favorables, por ejemplo,
(1,0,0,1,0)y (0,1,1,0,0). Cada resultado favorable queda determinado por la posi-
cion de los unos (o de los ceros). Como hay 10 maneras de elegir 2 elementos d

conjunto de 5, la probabilidad buscadal6s?¢>.

Ejemplo 1.3.4 Seax = (x1,---xz,,) € Q = {0,1}", y seaA; el sucesa; = 1. En-
tonces,S,(z1,...,x,) = Y x; €s el umero de sucesa$; que ocurre. Impongamos,

=1
adends, un supuesto de simietrque dice que la probabilidad de cada resultadm

depende del orden de sus argumentos. Esto implica que la probabilidadegende
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solo del valors de S, (x), 0 sea, es igual &(s) para cierta fundn g. Bajo este supues-
to, todos los casos favorables para el sucgse- s son equiprobables. Ellos ésten
correspondencia uno a uno con Ig9 conjuntos{i/z; = 1} de cardinalidacs. Por
(1.3.4),

El valor deg(s) se puede calcular tomando cualquier resultado favorable, por ejemplo,
una sucesin des unos seguida de — s ceros.

Ejemplo 1.3.5 Una situaddbn practica que queda cubierta por el resultado anterior es
el de una poblaéin de tama ndvV, m de cuyos integrantes poseen un atributo dado, por
ejemplo, ser mujer, tener un ingreso superior a un monto dado, habeiqmaderta
enfermedad, etc. Definiendg = 1 si lai-ésima persona en la muestra posee el atributo
y z; = 0 en caso contraria$,(x) = s es el umero de personas en la muestra que
poseen el atributo.

Se deja al lector verificar que

M$(N — M)~ .
g(s) = i para muestreo con repo<iai,

Ml (N — M)[n—S]

para muestreo sin reposic,

dondea!”) = a x (a — 1) x - - x (a — r 4 1). De aqi se obtiene

ps=0=-()(5) (%)

para muestreo con repogiai, y

S

n\ MEN(N — Al
)
n! MV Ny )(N —n)!
sl(n —s)(M — s)(N — M —n+ s)!N!
(D) =)

(W)

P(S,=s) = <

para muestreo sin repoici.

1.3.3. Simulacon del caso finito a partir del caso equiprobable
Si sabemos generady resultados equiprobables, es posible generar resultados aleatoeos pa

cualquier espacio muestral finito, bajo la condicque las probabilidades de los resultados tengan la
forma £;. Si las probabilidades &8st dadas por fracciones, basta elégicomo el naximo conin
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denominador, o un fitiplo de éste. Si ellas eah expresadas de modo decimal, eocifras, se
puede tomaN = 10° cons > r.

Consideremos nuevamente la urna y agreguemos un nuevo ingredientgedb n8uponemos
gue existe una conjunto en correspondenciaibaga con el conjunto de fichas de la urna. Llama-
mos a este conjuntpoblacbny a sus elementosdividuos Extraer una ficha al azar de la urna
equivale a seleccionar un individuo de la pobdacal azar. Supongamos, adesnque hay una va-
riable definida para los individuos, como edad, pesmero de cargas familiares, renta, candidato
preferido, pasta de dientes favorita, etc. &fmero de valores distintos a@sicotado poN pero pue-
de ser muy inferior. Finalmente, establecemos una correspondenciedoaientre el conjunto de
valores de la variable y un conjunto de colores, que se aglicatas fichas. Por ejemplo, si un gru-
po consta de 60 personas con ingreso alto y 140 personas de ingj@seldgir una persona al azar
equivale a extraer al azar una ficha, de una urna con 60 fichasblgriglO negras. Denotaremos
porm al nimero de colores.

Un consecuencia inmediata de la equiprobabilidad, que tiene importantesiapbsaes:

La probabilidad que la ficha extraida sea de un color determinado coincaiela
proporcion de fichas de ese color en la urna.

Para demostrar este hecho, introducimos algo de riota€l espacio muestral natural es el conjunto
Q de lasN fichas en la urna. Denotemos poa un color (valor de la variable) y paral color de
la ficha extraida(el valor que toma la variable para aquel elemento de la pdnasignado a la
ficha extraida). Se&(t) el conjunto de fichas de ese color en la urnay §¢) su rimero. Si se
realizan muchas extracciones con rep@sicia propordn de fichas de colar se aproxima a la
probabilidadp(x) que el color de la ficha extraida seaPerop(z) es la probabilidad que la ficha
seleccionada pertenezc&é&). Por equiprobabilidad se obtiene

_card (Q(z))  N(x)

p(z) = card () N’

lo que justifica la afirmaéin anterior.

Ejemplo 1.3.6 Se deseaimular, a partir de una urna con mil fichas, un dado de 6 caras
con probabilidades dadas en la segunda columna de la siguiente tabla:

0.3 | 1-300

0.2 | 301-500
0.15| 501-650
0.10 | 651-750
0.14 | 751-890
0.11| 891-1000

OO WNPRF

Como las probabilidades tienen dos decimales bastan 100 fichas, pero 1000 es
multiplo de 100, de modo que lo pedido es factible. Enumerando las fichas de 1 a
1000, podemos tomde = {1,2,...,1000} y subdividirlo en 6 conjunto$)(x) de
cardinalidadl000p(x), dondep(x) es la probabilidad de la cara con éimeroz. La
tercera columna de la tabla muestra una de las muchas subdivisiones posibles
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1.3.3.1. Extracciones sucesivas de una urna

Cuando 6lo interesa el color de las fichas, lo natural es tomar como resultadeglaarde-
nadox = (z1,zo,...,x,), dondex; es el color de la ficha obtenida enil&sima extracén (no
confundir con lai-ésima ficha en la urna). Bt es el rumero de colores, hay™ arreglose cuando
el muestreo es con repogiai.

El caso de extracciones sucesivas al azar y con repasims da un modelddico concreto
para entender la repetizi de experimentos en la interpretatifrecuentista. La ausencia de aso-
ciacion entre las distintas extracciones se denonmdependencia independencia estasticay se
trata& en el pbximo captulo. Los lanzamientos repetidos de un dado o una moneda es otro modelo
simple de repeticiones independientes de un experiment; &ipresenta al resultado incierto de
la i-ésima extracdin, tenemos una sucéside variables aleatorias independientes, cada una de las
cuales tiene a(x) como funcon de probabilidad.

Conm = 2y m = 6 podemos simularn lanzamientos de una moneda o un dado no equilibra-
dos. En el caso equilibrado basta poner un misinnero de fichas de cada color en la urna (una
ficha de cada color basta).

Ejemplo 1.3.7 Una urna contiene 2 fichas blancas y una negra. Se extraen, en forma
consecutiva, dos fichas de esta urna. Interesa listar los resulteatodocel muestreo

es con o sin reposigh. Enumeremos las fichas, de modo que las dos primeras sean
blancas y ldiltima sea negra.

Si el muestreo es con repogini de los cuatro espacios muestrales

Q= {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1), (2,2), (2.3), (3,1),(3,2), (3,3)}
Qy = {(b> b), (b,n), (n,b), (n, TL)}
Q3 = {11,22,33,12,13,23}
Q4 = {bb,bn,nn}
solo ; tiene elementos equiprobables, de modo que la probabilidad de cada @sultad
es%. Si el muestreo es sin repogiai, de los cuatro espacios muestrales

QB = {(17 2)7 (17 3)7 (27 1)7 (27 3)7 (37 1)7 (37 2)}
Qg = {(b>n)v (na b)v (bv b)}

Q7 = {12,13,23}

Qg = {bn, bb}

Q5 y Q7 tienen elementos equiprobables, con probabilid%@e%, respectivamente. A
partir de estos espacios con elementos equiprobables se puede deducib&bilida-
des de los resultados en otros espacios. Por ejemployd2 en{23 se le asocian los
subconjuntoq (1,1)} y {(1,2),(2,1)} enQy, lo que implica que sus probabilidades
respectivas soé y % La equiprobabilidad de los elementosfadgeproviene del hecho
que todos ellos eah asociados con subconjuntos de cardinalidad;en
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1.4. Preambulos para la Formulacibn Axiomatica

1.4.1. Experimentosy resultados

En la interpretadin frecuentista se considera un experimento repetible, que tiene ciextibs re
tados posibles, y se identifica un suceso con el conjunto de resultaddspauale£l ocurre, es
decir, los resultados favorables. La incerteza que tenemos sobreasosieterminado deriva de la
incerteza sobre el resultado del experimento. Es importante distinguile¢érgsaltado obtenido en
unarealizacbn del experimentajue edinico, y un resultado potencial. Antes de realizar el experi-
mento, se tiene un conjunto de resultados potenciales y existe incerteg@sabser el resultado
gue se obtenga. Una vez realizado el experimento, el resultado seegolaoincerteza desaparece.

En la formulacbn general de la tet de probabilidad, que incluye la interpretatisubjetiva,
la palabraexperimentae utiliza en un sentido muy amplio. Si bien en algunas ocasiones se realiza
efectivamente un experimento de laboratorio y se miden los valores deadiwariables, esta es la
excepobn mas bien que la regla. Situaciones tales como elegir al azar una persameapiablacdn
y hacerla llenar un cuestionario, o lanzar dados 0 monedas, o incluss Brstiempos de llegada
de los autoraviles a una intersea@n durante un cierto pirdo, seran dificilmente denominados
experimentos en el lenguaje usual. En situaciones donde las probabikded@serpretables sub-
jetivamente, como la probabilidad que un empleaddrecontratado tenga un buen desempe no en
su trabajo, no estil visualizar cal puede ser el experimento correspondiente.

Matematicamente, eéxperimentas un concepto no definido, es decir, se elude definirlo para
evitarse problemas y ampliar el campo de aplioadie |la tedia. Para eludir la definion, la estrate-
gia consiste en centrar la atebigien la colecdén 2 de resultados potenciales, a la que se denomina
espacio muestrapor razones hiéricas que discutiremosas adelante. Podemos interpretar al ex-
perimento como un mecanismo abstracto o caja negra que genera resultattssirEsta incerteza
se transfiere a todo suceso cuya ocurrencia dependa del resudtaggerimento. EIl conjunto de
resultados favorables representa mattoamente al suceso. Por anadbgon el caso frecuentista,
debéramos esperar que la probabilidad de un suceso coincida con la suragdebibilidades de
los resultados (casos) favorables.

Toda situadn admite nltiples descripciones y el resultado de un experimento no es la excep-
cion. Esto implica que el espacio muestiahdmite diversas especificaciones. El punto de partida
de la teora moderna de la probabilidad, creada por el matea ruso Kolmogorov en 1933, es
considerar & como especificado externamente, es decir, lddau indica en absolutdmo ele-
girlo. No obstante esto, la especifigatide los resultados, y por tanto €k es esencial para la
aplicacbn de modelos probalisticos a situaciones reales.

La eleccon de lo que consideraremos resultado debe evitar que dos resultdodeglorres-
pondan al mismo acontecimiento. A su vez, el listado de resultados potemighkeser exhaustivo,
de modo que se cubran todas las eventualidades. Una maassin@tica de expresar esto es que
exactamente un resultado ocurra en cualquier realiaaaiel experimento.

Ejemplo 1.4.1 En el caso de un dado es posible describir su trayectoria, su@osici
final sobre la mesa, la cara que queda hacia arrib@neéro que eétescrito en tal cara,
etc. Cualquiera de estas cosas puede considerarse como resultexizedi@hento.
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Ejemplo 1.4.2 Se lanzan dos monedas al aire. Si distinguimos las monedas (por ejem-
plo pintandolas de distintos colores), es natural distinguir 4 resultados: (=),
(cara, sello), (sello, cara), y (sello, sello)). Si no se distinguefinloo que sabemos

es el imero de caras, lo que da tres resultados posibles. Sin embargo, ehilxad

los resultados de un experimento no requiererobservableslio que contrasta con el

uso habitual en los experimentos realegsMdelante veremos numerosos ejemplos en
gue los elementos del espacio muestrasmonveniente son no observables.

1.4.2. Sucesos y subconjuntos

Dada una familiad de sucesos de intésy un espacio muestrél, la idea es identificar a cada

sucescA € A con el subconjunto d@ formado por los resultados favorables. La dificultad surge
cuando no es claro si cierto resultade (2 es favorable o no, pues el subconjunto queda indefinido.
Diremos que estadaptadoa A cuando la dificultad mencionada no se presenta parainipgr

(w, A),conw € Q, A € A. En otras palabra$) eshadaptadaa.4 si para cualquier resultado que se
produzca, y dado uainico suceso de intes A, siempre existe un espacio muesfeadaptado &l,

o sea, { A}. Basta tomaf) = {w;,w>} e identificarw; con la ocurrencia del. Automaticamente,

el resultadaws indica queA no ocurrb. La elecobn carbnica esv; = 1y wy = 0, lo que equivale

a escribir 1 y 0 para indicar la ocurrencia o no ocurrencia deespectivamente.

Ejemplo 1.4.3 Consideremos el lanzamiento de un dado y el suceso désiieSale
un as.La siguiente es una lista de espacios muestrales propuestos, algunosudddes
son inadmisibles porque violan los principidssitos enunciados.

(i) © = { mayor que 2, menor quej3esinadmisible: Si el resultado emenor que
3, no podemos asegurar si €alin as o no.

(i) ©=1{1,2,3,4,5} eslnadmisible: Puede salir un 6, el cual no én la lista.
(i) © = { mayor que 1, menor que}ZsAdmisible: El suceso sale un as corresponde
al subconjuntd menor que 2.

(iv) Q@ ={1,entre2y5, 6 esAdmisible: Exactamente uno de los resultados debe
ocurrir y el suceso de intes corresponde al primero.

(v) {1,2,3,4,5,6} esAdmisible.

La eleccon (v) tiene la ventaja de estar adaptada a cualquier suceso cuyanc@ude-
penda exclusivamente ddlimero que se obtiene al lanzar el dado, 8aje un amero
par o El nUmero excede 4.

Si se lanzan dos dados y consideramos como resultados pos8déss an 6 en el pri-
mer dadg Sale un 6 en el segundo dagdtros casosesta asignadin es inadmisible
ya que si sale un seis en ambos dados, los dos primeros resultades @imnulénea-
mente.

Consideremos una familia de sucesos expresad@rerinos de proposicionegdicas. Usando

los conectivosdgicosy,o, y la negaddn, se generan muchos otros sucesos. Por ejemplo, si se lanza
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un dado y el sucesd; es que salga un as enieésimo lanzamiento, la siguiente tabla muestra
algunos posibles sucesos de igter

B : sale alg@in as en los tres primeros lanzamientos A1 0A5 0 As.
C : no sale un as en el segundo lanzamiento no ocdxre
D : salen ases en el segundo y cuarto lanzamiento ocdrrenA,.

E : salen exactamente dos ases en los primeros tres lanzamientos muy tediasiie es

Para ciertos prdpsitos, incluyendo la formulatn axiomatica de la probabilidad, es conveniente
traducir los sucesos originales al lenguaje de conjuntos. Los coretiyicosy,0y la negadn
traducen en ulin, intersec@n y complementadin respectivamente. La tabla anterior se reesaaibir
como sigue:

B: A UAyU Aj

C: A,

D:AsNAy
E:[(AlﬂAQ)U(AlﬂAg)U(AQﬂAg)]\(AlﬂAgﬂAg)

Un concepto clave en la tdarde probabilidad es el de sucesuguamente excluyentes decir,
gue la ocurrencia de uno de ellos torna imposible queratiro ocurra. Esta conda equivale a
a lo mas uno de los sucesos de la fampiiaede ocurrir. Cuandalo menos uno de los sucesos en la
familia ocurre necesariamente, decimos que la familiexbaustivaUna familia de sucesos es a la
vez mutuamente excluyente y exhaustiva si, en una misma realizadei experiment@xactamente
uno de los sucesos de la famili@be ocurrir. Una manera céim de generar familias de este tipo
es que cada suceso corresponda a un valor de urés @aniables. Mirando a la familia de sucesos
como una familia de conjuntos, tenemos la equivalencia mostrada en la siguidate ta

Notacion probabilistica Notacbn de conjuntos
Mutuamente excluyentes Disjuntos (interséociadga)
Exhaustiva Urbn de los conjuntos es todd
Mutuamente excluyente y exhaustiva Padiicdes?

El modelo probabiktico es un modelo mateatico que se representa por la teffia A, P),
dondef? es el espacio muestral, es una familia de subconjuntos f%e(que contiene a la familia
de sucesos de in&s), yP es una regla que asigna a catla&e A un nfimerorealentre Oy 1, ala
gue llamaremodistribucibn de probabilidad

1.4.3. Variables

Frecuentemente las preguntas que dan origen a los sucesos ég sstgueden reformular en
terminos de los valores que toman algunas variables. En tal caso, lanmtaidel suceso esente-
ramente determinada por los valores de las variables, y la incerteza Babrsedransmite a estos
sucesos. A cada variable se le puede asociar una serie de propEsizisncesos, por ejemplo, la
temperatura supera los 15 grados, la temperatura es inferior a 5 deattoaperatura eatentre 6
y 14 grados, sale unimero par al lanzar el dado, gana un candidato particular, etc. Pqrastea
un suceso puede depender de varias variables sinaaimente. Por ejemplo el suceskgpaciente
es obesalepende del peso, de la talla y de otras variables; el sl@esona de los iimeros ob-
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tenidos en tres lanzamientos de un dado es mayor quiefénde de los valores de tres variables,
correspondiendo cada una @mero que se obtiene en un lanzamiento determinado.

Cuando hay unaénica variable de intés, el espacio muestrala®s natural es simplemente un
listado de los posibles valores de esta variable.

Consideremos ungoblacibn finita deindividuos cada de los cuales tiene definidos los valores
de k variables, a las que denotamos por, X, ..., Xi. Los €rminos “individuo” y “poblacbn”
se utilizan para tener una perceptimas concreta, pero maté@tcamente los individuos de una
poblacbn son simplemente los elementos de un conjunto arbitrario. Si se enumerativatiirs
de la pobladin de 1 aV, todos los valores se pueden organizar como un arreglo rectanguipie e
cada fila corresponde a un individuo y cada columna a una variablen8tainos pox;; al valor
de la variableX; para eli-esimo individuo, la-ésima fila de este arreglo €81, 21, . . ., Zix).

Para ilustrar las ideas, consideramos la Tabla 1.4.1, que muestra las 1Gaprimeas de un
archivo computacional de 50thkas. Cada una de ellas indica la comuna de residencia, el nivel
socio-ecobmico (mayor fimero indica mayor ingreso), eimero de integrantes del grupo familiar,
el numero de consultas@&dicas efectuadas a lo largo de un a no, el sexo y el peso para éirdiv
correspondiente.

Identificador X : X5 :Nivel Socio X3:Tamano X, :NConsultas X5: Xg:Peso
Comuna Ecoamico Familia Medicas Sexo (kg)
1 74.8
54.2
69.7
58.4
64.6
64.5
72.1
66.0
71.6
72.9

Boo~v~ouorwnprk
>O>WOO0>>>>
NWWNDMW®ER P
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NDANOORLONAND®
i I - = B 1

Cuadro 1.4.1: Primeras 1fhkas de un archivo de datos.

Asi, el primer individuo es un hombre de 74.8 kg, que vive en la comuna Ajvéé socio-
ecorbmico bajo. Su familia consta de tres personas y reatizs visitas al radico el a no pasado.
Las variables en nuestro ejemplo ilustran la diversidad que encontramasviela real. Ellas se
clasifican primariamente de acuerdo al conjuBtale valores posibles, pero targhise toma en
cuenta las estructuras adicionales definidas sbbre

Denotemos a la variable pdf y por E' a su conjunto de valores posibles. Decimos gues
finita si card (F) < oco. Cuandocard (E) = 2 decimos que la variable ésnaria o dicotomica
Si los valores: € E son no nurdricos, se les denomirtategofasy se dice queX escategrica o
cualitativa El sexo, el color, el nivel socio ecomico, la preferencia por un candidato y la muyi
de residencia son algunos ejemplos. A veces las casegee codifican comdimeros para efectos
computacionales, e.g hombre =1, mujer =2, pero carece de sentido efgmuaciones aritéticas
con estos @digos. Cuando las categas poseen un orden natural y queremos enfatizar este aspecto,
decimos que la variable esdinal. Ejemplos de variables ordinales son el nivel socioéaano, el
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grado de dureza, el grado de acuerdo con una medida gubernareental,

CuandoF C R, se dice queX escuantitativa Ellas se denomindiscretasi E es finito o nume-
rable. Lo n&s confin es que una variable discreta seaasuentq es decir, el imero de veces que
algo ocurre, en cuyo caso, el conjutitale valores de la variable éstontenido eq0, 1,2, 3, ...}.
Cuando el aimero total est acotado pon, por ejemplo, siX es el imero de transistores defectuo-
sos en un lote detamamg E = {0, 1,...,n}. Un recuento binario tieneé® valores 1y 0, que se
pueden interpretar como presencia 0 ausencia de una c@sticéedeterminada, y se la denomina
variableindicatriz o indicadora Toda variable binaria se puede recodificar como una variable in-
dicatriz. Por ejemplo, la variable binaria sexo se transforma en indicatriasigaamos el@digo
1 a una mujer y 0 a un hombre. La suma de todos los valores de esta variatdgringobre la
poblacbn entrega el imero total de mujeres y el promedio coincide con la propordie mujeres
en la pobladn.

Cuando no se conoce, a priori, una cota superior para los recuentosual tomark =
{0,1,2,3,...}. EInlmero de hijos de una pareja y éimero de llamadas telahicas efectuadas en
un lapso de 5 minutos son dos ejemplos donde se da esta&ituaci

Como el imero de decimales en cualquier megiitcsiempre es finito, una variable narita
X observable es siempre discreta. Sin embargo, cuando tiene sentido invafpnes intermedios
entre cualquier pair, x2) de valores deX, esutil aceptar la existencia de una variable subyacente
Y, que toma valoreg € [a,b] C R, tal quez se puede interpretar como una buena aproxiomaci
dey. Se dice que la variablg escontinua La mayofa de los modelos ciefficos emplea variables
continuas, e.g., edad, peso, estatura, nivel de colesterol, comi@mula calcio, temperatura, velo-
cidad y longitud. Habitualmente se ignora la distintentre la variable subyaceritey la variable
observadaX, de modo que se de como siX fuese continua.

Ejemplo 1.4.4 Si el experimento consiste en medir una temperatura, el resultado suele
describirse por unimero real. Sin embargo, podemos hacer las siguientes considera-
ciones:

= La eleccon de escala afecta estémero (por ejemplo, 0 grados Celsius, 32 gra-
dos Farenheit y 273 grados Kelvin corresponden a una misma tempgratura

= Sitomamos en consideraci el hecho que el instrumento de medictiene una
precisbn finita, el resultado se puede describaisifielmente como un intervalo
en R. Por ejemplo, si la precigh es de un decimal, un valor de 36.7 grados
corresponde realmente al suceso que la verdadera temperatuea esintervalo
(36,65, 36,75).

= Se puede considerar un experimento ideal en que el resultado sea laatemape
exacta, pero claramente ella no es observable.

Cuando no se desea imponer una cota superior o inferior a priori, basebte- coc 0 a = —co
respectivamente. Mediante un cambio lineal de variable, o sea, unaotraasbn lineal afn, se
reduce el estudio de estas variablds & R, E = Ry E = [0, 1]. La clasificacdn de las variables
enlaTablal.4.1es:
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X7 : Comuna Categyica
X5 : Nivel Socio-ecobmico Ordinal

X5 : Tama no familia: Recuento
X4 : NUmero de consultas@dicas Recuento
X5 : Sexo Categrica
X¢ : Peso Continua

Un comentario final. Cuando la pobléanies finita, se puede concebir una tabla para la pdiiaci
total. SiQ2 es el conjunto de todas las filas, y se identifica a lauila 2 con el elemento de la
poblacbn, una variable asigna un valor a cagdg, en consecuencia, se puede interpretar como una
funcion definida sobré€), que es justamente la defirbai abstracta del concepto de variable.

Una ventaja del lenguaje de variables es que su uso es muhbabitual que el de conjuntos.
Ademas, puede que sea claro que los sucesos déiterrespondan a una variable, pero rides
son exactamente los sucesos de &gelPor ejemplo, nos puede interesaales el valor de la
temperatura, pero no tener claro si el suceso que la temperatura 8dcgdalos es de intes.

1.4.4. Particiones, familias generadas y variables
Con un espacio muestral finifd, hay asociadas dos familias especiales de subconjuntes de

(i) Laclase de losucesos elementalés},w € €.

(i) La clase de todos los subconjuntos$de

La primera clase constituye la partaimas fina de2, mientras que todo suceso en (ii) es unauani
disjunta de algunos sucesos elementales. Cuando el resultado pudifieademcon el valor de una
variable finita, los sucesos elementales corresponden a la distedeiun valor determinado de la
variable, mientras que los sucesos en (ii) son aquellos cuya ocurremzj&sh determinada por el
valor gue se obtenga para la variable.

Una familia(A4, ..., Ax) de subconjuntosésicos del espacio muestfainduce una partiéin
de Q) que consta de* terminos. Cadaérmino es la intersedmn dek subconjuntos, coincidiendo
el i-esimo subconjunto en esta intersécccon 4; o su complementol,. Las uniones finitas de
los elementos de la partam inducida constituyen Eamilia de sucesos generada pds, . . ., A,
cuya cardinalidad e22" . De esta forma, dos sucesos inducen una partidel espacio muestral en
4 sucesos y la familia generada consta de 16 sucesos. Para tres slacpaaicon inducida y la
familia generada constan de 8 y 256 sucesos respectivamente. Lapartiticida por los sucesos
Ay Bes(ANB,ANnB’', A'\NB, A'/nB’). Paratres o @s sucesos resulta tedioso detallar los sucesos
que forman la partiéin inducida por estos sucesos, sin contar con una 1BoOtags conveniente.

Con esta motivaéin, consideramos la variable indicatriz de, que toma el valor; = 1 si
A; y el valor 0 en caso contrario. El vector binatio= (x1,...,z;) determina céles sucesos
basicos ocurren y @les no lo hacen, siendo targhiverdadera la afirmam redproca. El conjunto
formado por lo2* arreglosz constituye un espacio muestral alternativo, que denotamog’por
Cada elemento d& est en correspondencia uno a uno con un suceso de la parjenerada por
los A;, al cual denotamos pdr,, y los subconjuntos d& esén en correspondencia uno a uno con
la familia de sucesos generada poriasCon esta notadin y tomandod; = Ay A, = B, tenemos
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Ei1=ANB,Eign=ANDB,Ey = ANBY Ey = A"NB'. Acontinuacbn mostramos como
escribir algunos sucesos generados4grB como uniones de loB,, y en rminos de condiciones
gue satisfacen los valores y x-.

OcurreB Ei1UEq : To =1
Ocurre exactamente uno de los dos sucesBgyU Eo; : r1+x0 =1
Ocurre al menos uno de los dos sucesos Ej1UE 1 gUEy @ x1+x92 >0
No ocurre ninguno de los dos sucesos  Ey : 1+ 220 =0
Ocurren ambos sucesos Eqq r1=1,20=1

Para tres sucesos;, A, As, la ocurrencia de dos oas de ellos corresponde al nuevo suceso
{(z1,x2,23)/21+ 22+ 23 > 2} de X, que a su vez corresponde al subconjyfth N A2) U (A1 N
Ag) U (AQ N Ag)] \ (A1 NAsN Ag) deq.

Como card (X) tiene2* elementos y la suma de sus probabilidades es igual a 1, basta especi-
ficar 2¢ — 1 nlmeros no negativos cuya suma no exceda 1 para determinar las preiohsilatk los
22" sucesos generados pér, Ao, ..., Ag. Asi, parak = 3, 7 nimeros determinan 256 probabili-
dades, mientras que pata= 4, 15 rumeros determinan 65536 probabilidades. Las probabilidades
de los sucesos generados pueden tambalcularse a partir de aquellas asociad#s-al sucesos
adecuadamente seleccionados. Los sucdsggodas sus intersecciones, de a 2, de.a 3de ak,
sirven para este fin, aun cuando esto dista de ser obvio.

1.5. Axiomas

La teoiia de probabilidad, considerada como rama de las nédiess, descansa en una serie de
axiomas y de@rminos que no se definen. Dentro de laf@ano se hace uso alguno del significado
o lainterpretadn del uimero real que representa la probabilidad.&italo de probabilidades es el
conjunto de reglas de operanique permite determinar la probabilidad de ciertos sucesos, a partir
de los valores de las probabilidades de otros. Los axiomas son régiaad a partir de las cuales
se deducen las reglas de opedaci

1.5.1. Aditividad y medida

Las interpretaciones frecuentista y subjetiva son radicalmente diferpatds que es una grata
sorpresa que exista una teounificada. Esto es posible porque el enfoque matiemconsiste en
imponer ciertos axiomas y obtener luego conclusiones mediante un razotmlogoo. La utili-
dad de este enfoque requiere que no haya contradiesitre los axiomas elegidos y las nociones
intuitivas. Con la interpretaon frecuentista las probabilidades son proporciome#ds, lo que su-
giere que las reglas de oper@ticon probabilidades sean&wgas a las referentes a operaciones
con proporciones.

Una propiedad clave que satisfacen las proporcionesaatitisidad Para escribir esto riguro-
samente, consideremos una pagticfinita(A, ..., Ax) de A C Q, donde2 es un conjunto finito.
La aditividad significa que la propoimi de elementos de que esin contenidos er es la suma
de las proporciones correspondientes a los conjutifos
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Con la notaddn de (1.2.8), la aditividad de las proporciones se escribe como
k k
Prop (Z AZ-) = Z Prop(4;).
=1 =1

Muchos conceptos gedatricos y fsicos, tales como longitudrea, volumen, peso y carga
eléctrica, se pueden representar como una imeiditiva definida sobre una clase de conjuntos.
Por ejemplo, si cortamos un hilo épedazos y medimos la longitud de cada uno, la suma de estos
numeros coincide con la longitud original del hilo; si cortamos un pedazame ent pedazos, los
pesamos por separado y sumamos los pesos, se recupera el pesb. @idiren los valores de la
longitud, elarea, el volumen y el peso son todos positivos, ellos pueden ser pssithegativos en
el caso de la cargaé@itrica. Un caso semejante es el de una empresh soaursales. La ganancia
total de la empresa s®ela suma de las ganancias de cada sucursal (aditividad), pero aliguestas
ganancias podln ser eventualmente negativasrgtidas).

En el caso de proporciones no tiene igteconsiderar particiones infinitas, pero no ocurre lo
mismo con los ejemplos ge@tricos y fsicos. Por ejemplo, urirculo no es una ubn finita de
rectingulos, pero se puede escribir como ungnnmumerable. Unanedidaes una fund@n m
definida sobre una clase de subconjudade un conjuntd@?, que cumple el axioma de-aditividad,
tambien denominada aditividad numerable:

m <Z Ai> = m(4). (1.5.1)
1=1 =1

La longitud, elarea, el volumen, el peso, la cargadttica, el fimero de elementos y la proparnoi
son todos ejemplos de medidas. A nivel de estas notas no enfatizaremibisideadnumerable.

Decimos que una medida espositivasi m(A) > 0 para todoA € A. En el caso dehrea de
una figura (o sea un subconjunto del plano) existen subconjuntos tisinteyaarea es infinita. Si
todos los subconjuntos de inksresin contenidos en una régi acotadd?, el area d« es finitay
lo propio acontece con todos sus subconjuntos. Cuando la medsdaisfacen(2) < oo se dice
que ella edinita. Sim(2) = 1 se dice que ella esormalizada

La operadbn de contar eétrelacionada con una medida positiva, donde a cada subconjunto
de un conjunto finitd? se le asocia su cardinalidad, i.e. énhmero de elementos que contiene. La
aditividad de la cardinalidad es obvia; por ejemplo @nero de alumnos de un colegio se puede
obtener sumando los tama nos de todos los cursos. Métamente,

k k
card <Z Ai> = Z card (A;). (1.5.2)
i=1 i=1

La condicbn que los subconjunta$; sean disjuntos es amecesaria para evitar contar dos veces
el mismo elemento. La propofmim(A) de elementos contenidos dn dada por
card (A)
m(A) = ———=%,
card ()
es tambeén una medida normalizada. En general, toda medida positiva finita se pureckinar,

dividiéndola por la medida d@. En el caso de la longitud, afea, el volumen y el peso, la norma-
lizacion se puede alcanzar con un simple cambio de unidades.
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La aditividad no se puede extender a familias no numerables de conjuntensnagresultados
paradojales. Por ejemplo, @&ea de unicculo es positiva, mientras quealea de un conjunto con
un solo punto es 0. De valer la aditividad en este caso, la suma de muchsseer un rumero
positivo.

1.5.2. Axiomas de probabilidad

Con la formuladdbn conjuntista, la distribuén de probabilidad es una fuai con valores
reales, definida sobre una famili4 de conjuntos del espacio muestfal En el caso finitaA
esh constituida por todos los subconjuntostie€Con estas definiciones,

La probabilidad es una medida positiva y normalizada

Esta afirmadn es equivalente a imponer los siguierdggomas de Probabilidad:

La distribucbn de probabilidad® es una fun@n definida sobre una clasé de subconjuntos
de () que satisface las siguientes condiciones:

k k
Aditividad: P (Z AZ-) = card (4;). (1.5.3)
=1 =1
Positividad: P(A) > 0, para todoA. (1.5.4)
Normalizacon:  P(Q2) = 1. (1.5.5)
Aditividad numerable P (Z Ai> =Y P(A) (1.5.6)
i=1 =1

Cuadro 1.5.1: Axiomas de Probabilidad

La aditividad significa que si un suceso se descompone erumneno finito de sucesos mu-
tuamente excluyentes, su probabilidad es la suma de las probabilidadesdedsss en esta des-
composiobn. La aditividad numerable es&nga para particiones infinitas. Tomandp= ¢, para
i > n 'y demostrando previamente gifé¢) = 0, se deduce que la aditividad numerable garantiza
la aditividad, existiendo contraejemplos para la afiracedéproca.

La o-aditividad permite calcular probabilidades bajo ciertos procésutek. Cuando eiinite
B de una suce8h de sucesos,, existe, se requiere la-aditividad para garantizar que(B.)
coincide con eliimite de las probabilidadeB(B,,). Los casos m@s importantes donde dhiite
existe corresponden a sucesiones encajonadas de conjuntosperasayel imite es la urbn de
todos los conjuntos para sucesiones crecientes y la intebsabeiodos ellos en el caso decreciente.

(o.9]

n
Un ejemplo se sucesi creciente e®, = ] A;, siendoB, = Z A; el limite respectivo.
=1

v i=1

Ejemplo 1.5.1 Considere lanzamientos sucesivos de una moneda con probabilidad de
carap, con0 < p < 1. SeaC,, el sucesmo sale cara en los primeras lanzamientos
En el Cafitulo 2 se demostrarqueP(C,,) = p"™, cuyo valor Imite es 0. Por otra parte
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oo
C), es una sucesn decreciente y, en consecuencia= lim C,, = (| C,. El suceso

n=1
C ocurre si nunca sale cara. El axiomaddaditividad implica que la probabilidad de
este conjunto es 0.

La o-aditividad es esencial para estudiar problemas donde una variakierialéema valores
enteros no negativos, pero hay una cota superior natural-dditividad garantiza que la suma de
las probabilidades de todos los resultados coincide con la probabilidaxtgua alguno de ellos 'y
por tanto es igual a 1. Por cierto la suma es realmente el valor de una serie.

1.5.3. Propiedades asicas

A partir de los axiomas se puede obtener muchas propieddites Algunas valen para toda
medida, otras para toda medida positiva y otras para toda medida positwmalizada. El trata-
miento axionatico nos entrega una herramienta poderosa para intuir las propiedababifsticas
basicas. Simplemente usamos un modelo concreto para el cual comprendemalgina medida
positiva normalizada, evitando utilizar caratééicas muy especiales de esa medida. Por ejemplo,
si una figura est contenida dentro de otra, &lea de la primera no puede excedearda de la
otra. Esta propiedad intuitiva vale para cualquier medida positiva y seriiemaonotonicidad
Formalmente, la funén de conjunton esmorbtonasi

C CD=m(C)<m(D), (1.5.7)

= Concepto probalistico:La probabilidad de un suceso imposible es nula.
Propiedad general: Si alg conjunto tiene medida finita, entonces la medida del conjunto
vado esigual a 0.
Demostradin: Inmediata a partir dd = A U () = m(A) = m(A) + m(0).

= Concepto probalistico: Monotonicidad.Si la ocurrencia d&' implica la de D, entonces
P(C) < P(D).
Propiedad general: Toda medida positiva es dtoma.
Demostraddin: Consideremos la ubm disjuntaD = C' + (D \ A). Por aditividadm(D) =
m(C) +m(D \ C)y por positividadm(D \ C) > 0. Usando un diagrama de Venn e iden-
tificandom con elarea, esécil visualizar los pasos de la demosttacien €érminos muy
intuitivos.

= Concepto probalistico:La probabilidad que ocurra algn suceso es menor o igual ala suma
de las probabilidades respectivas.
Propiedad general: Para toda medida positiva, la medida de umanumnerable de conjuntos
se puede acotar por la suma de sus probabilidades.
Demostradn: Si la desigualdad se cumple para uniones finitas,dditividad permite pasar
al limite. Basta demostrar, entonces, que

k k
m (U A,—) < Zm(Ai)
i=1

i=1
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para toda medida positiva. Por inducabn se reduce la demostranial casck = 2. Para
obtener una idea intuitiva €gil construir diagramas de Venn pata= 2y k = 3y tomar a
m como elarea.

Considerando un conjunto finitQ y tomandom como la cardinalidad, la desigualdad se
produce al contar algunos elementassde una vez. Siidentificamos los elementoQ den
nombres de personas4; como una lista de algunos de estos nombres, la desigualdad nos
dice que el total de nombres puede ser mayor que la suma déartesros de cada lista. Por
cierto, si no hay nombres repetidos, la desigualdad se transforma daaiduaa ausencia

de repeticiones es equivalente a la intersetaiada de los conjuntos en esta familia de
conjuntos.

= Concepto probalstico: Formula para la probabilidad que ocurra algn conjunto de una
familia dada.
Problema general:@¢tmula para la medida de una @nide conjuntos.

e Casok =2:
m(A1 U Ag) = m(Al) + m(AQ) — m(A1 N AQ)

La demostradn es sencilla, siendo lo esencial considerar la parti¢cid; \ As) U
(A3 \ A1) U (A1 N Ay). Ladesigualdad (1.5.13) paka= 2 se obtiene como corolario.
Notamos, ade#s, quen(A; U Az) = m(A1) + m(Asz) siy Dlo sim(A; N Ay) =0.
Usando la analdg conarea, si se corta un réstgulo en dos pedazos,aka del borde
entre ellos es nula, de modo que se puede incorporar el borde a cada los pedazos
sin alterar ebrea total.

e Caso general
k

k
m(|J4) =) (1) ey, (1.5.8)
=1

j=1
dondeo; es la suma de la probabilidades de todas las interseccionedgintos. Por
ejemplo, par& = 3 se obtiene

m(A1 U Ay U Ag)) = m(Al) + m(AQ) + m(Ag)
—m(A1 N AQ) — m(A1 N Ag) — m(AQ N A3)
—|—m(A1 N As N Ag)
Cuandan es la cardinalidad de un conjunto, (1.5.15) es una identidad combinatagial qu
se conoce bajo el nombre de principio deaimixclusbn. La rabn es que ladrmula

se puede interpretar como una manera de descontar repeticionesqsw, gpara poste-
riormente corregirlo, repi#indose el ciclo varias veces.

Para facilitar las referencias posteriores entregamos una lista dertaslds probabisticas que
hemos demostrado en un marcasmeneral.

k k
P (Z Ai> =Y P(A) (1.5.9)
=1 =1
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P(¢) =0, (1.5.10)
C C D= P(C)< P(D) (1.5.11)
P f:Ai = f:P(Ai), (1.5.12)
=1 =1
k k
PllJAi| <> Py (1.5.13)
=1 =1
P(Al U Ag) = P(Al) + P(AQ) — P(Al N Ag) (1514)
k k
P((JA) =) (1), (1.5.15)
i=1 j=1

dondex; es la suma de la probabilidades que ocugrancesos simudineamente, al tomar exacta-
mente; sucesos a la vez.

1.5.4. Ejemplos

El primer ejemplo ilustra la idea de descomposiciones aditivas, en conjunargementos de
simetia.

Ejemplo 1.5.2 Calcular la probabilidad de obtener exactamente un par al lanzar 3 da-
dos balanceados. La siguiente tabla entrega una lista exhaustiva ltkedesu

111 112 113 114 115 116 121 122 123 124 125 126
131 132 133 134 135 136 141 142 143 144 145 146
151 152 153 154 155 156 161 162 163 164 165 166
211 212 213 214 215 216 221 222 223 224 225 226
231 232 233 234 235 236 241 242 243 244 245 246
251 252 253 254 255 256 261 262 263 264 265 266
311 312 313 314 315 316 321 322 323 324 325 326
331 332 333 334 335 336 341 342 343 344 345 346
351 352 353 354 355 356 361 362 363 364 365 366
411 412 413 414 415 416 421 422 423 424 425 426
431 432 433 434 435 436 441 442 443 444 445 446
451 452 453 454 455 456 461 462 463 464 465 466
511 512 513 514 515 516 521 522 523 524 525 526
531 532 533 534 535 536 541 542 543 544 545 546
551 552 553 554 555 556 561 562 563 564 565 566
611 612 613 614 615 616 621 622 623 624 625 626
631 632 633 634 635 636 641 642 643 644 645 646
651 652 653 654 655 656 661 662 663 664 665 666
18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18

Si estos resultados son equiprobables — lo que justificaremos en gllIG&) — la
probabilidad buscada %%% = 2. Una forma alternativa deatculo, que no hace uso de
la lista completa, es utilizar las simiets del problema y la aditividad. Selael suceso
sale un par 4; el sucesaale un par de y A;; el sucesale un par de y un rimero
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6 5

j. EntoncesA = > A;, y por simetta P(A) = 6P(A1). AsuvezA; = ) Ajjyla
=1 =2

simetiia implicaP(A;) = 5P(A12). Asi P(A) = 30P(A12). En €rminos del conjunto

2 de los 216 arreglos, el sucegq-, que corresponde a 2 ases y 1 dos, se identifica

con el conjuntd 211, 121, 112}, de modo quél corresponde a 3 resultados favorables.

Esto muestra que

P(Ar2) = %, P(A) =90 x ﬁ = 1%
Ejemplo 1.5.3 (Probabilidad geongtrica) La eleccon de un punto al azar en una re-
gion acotada de un plano se obtiene normalizandwes, es decir, la probabilidad de
un subconjunto es la rém entre siuarea y elarea total del plano. Por ejemplo, la pro-
babilidad que un punto elegido al azar en un cuadrado caiga dentroaldbdnscrito
es 7. Si se puede realizar repetidamente este experimento, la propaieiveces que
el punto cae dentro delrculo, multiplicada por 4, permite aproximar el valor de
experimentalmente.

Un calculo similar muestra que si se elige un punto al azar en un disco, la probebilid
gque la distancia al origen sea inferior a la mitad del radié.d%or otra parte, el disco
se puede escribir como

{(rcosf,rsinf)/ 0 <r <R, 0<6<2r}.

La idea de elegir un punto al azar en uardietro del disco, e independientemente hacer
una rotaddn al azar, se traduce en la eléscdel par(r, ) al azar dentro del reghgulo

[0, R] %[0, 27). Bajo este supuesto, la probabilidad que la distancia al origen sea inferior
a la mitad del radio e§. Esto ilustra los peligros de atacar estos problemas de manera
puramente intuitiva.

De manera amloga, la probabilidad que un punto al azar en cierto interdatoimpla
con ciertas condiciones es el cuociente entre la longitud del conjuntordespgue
satisfacen la condioh y la longitud deA. Para una re@n acotada en el espacio, lo
propio vale con la longitud reemplazada por el volumen.

Ejemplo 1.5.4 Consideremos un experimento en que el resultado esionerro real
en el intervald0, M]. Se nos indica que la probabilidad de un intervalo cualquiera es
proporcional alarea bajo cierta curva positiva y continua, entre las rectas verticales
x = 0y x = M. Estaarea representa efectivamente una medida acotada sobre los
subconjuntos de0, M], pero no est normalizada. Si la curva es elafico de una
funcion continuah > 0, entonces
b
/ h(z)dx
e 000

b
milat) = [ b v Pllab) = <
“ h(z)dx

0
Por ejemplo, s/ = 1y h(z) = 22(1 — z), fol h(z)de = 5y
P([a,b]) = 40 — 3b* — 4a® + 3a’.
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La probabilidad que el resultado sea inferior a amerob se obtiene tomando = 0,
i.e. 40> — 3b*. Esta es una funéh estrictamente creciente &nlo que esi de acuerdo
con la propiedad mdniona de la probabilidad. Ella alcanza el valgparab = 1, lo
gue es simplemente la propiedad de normaléaaci

Ejemplo 1.5.5 SeaX = N° de artculos defectuosos en un lote de 100 unidades. Los
valores posibles d& son0, 1,2, ...,100y el espacio de probabilidad correspondiente
seia) = {0,1,2,...,100}. Seia catasifico para la calidad del equipo que los 101
elementos dé€) fueran equiprobables. Se necesitan en principio 10faros para de-
terminar las probabilidades relevantes. Para facilitar ddsubos de probabilidades del
tipo P(X < a), P(X > ), P(c < X < d), es preferible tabular las probabilidades
de los 100 sucesoX < z, z = 0,...,99 (obviamenteP(X < 100) = 1). Esta

idea es enteramente &oga a las distribuciones acumuladas de proporciones. Deno-
tandoP (X < z) por F(z) yaP(X = z) porp(z) se obtiene nuevamente un sistema
triangular de ecuaciones:

F(0) = p(0)
F(1) = p(0)+p(1)
F(2) = p(0)+p(1)+p(2)

F(99) - p(0) +p(1) + -+ p(99),

cuya soluobn es
p(x) = F(z) — F(x —1). (1.5.16)

Los sucesod < X <2y 2 < X < 3 no son mutuamente excluyentes pues ambos
ocurren cuandd = 2. PorlotantoP(0 < X <2062< X <3)=P(0< X <3)
=P0<X<2)4+P(2< X <3)— P(X =2). Adenés

Pla< X <b)=F(b) — F(a). (1.5.17)

Advertencia: Es importante notar que la primera desigualdad en el lado izquierdo de
(1.5.17) es estricta, pero la segunda no lo es. Por ejem@lec X < 6) no esF'(6) —

F(5) sino 0, ya que no hayimeros enteros estrictamente eritne6. Analogamente,

P(5 < X <6)noesF(6)— F(5) sinoF(6) — F'(4). La clave est en reescribir, en
caso de necesidad, la desigualdad en form&rmaa, es decir con las desigualdades
adecuadas. Por ejempo< X < 6 < 2 < X < 5,demodo que’(3 < X < 6) =

P(2 < X <5) = F(5) — F(2). Observe que este procedimiento usa fuertemente el
hecho que los valores d€ son mimeros enteros.
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1.6. Modelo de Probabilidad Numerable

1.6.1. Caso general

Seaf) numerable y se® una distribuddbn de probabilidad dada. Se define la fémcde proba-
bilidad porp(w) = P({w}),w € Q.

Los sucesosdrsicos{w} constituyen una partioh numerable d& y todo A C €2 es una urén
numerable de los sucesoadicos{w, w € A}. Poro-aditividad,

P(A) = > p({w)). (1.6.1)

wEA

Esto indica que la probabilidad de un suceso sigue siendo la suma de labilidables de los
resultados favorables.

Aplicando (1.6.1), cord = (2, se tiene

> pw) =1, plw)=0. (1.6.2)

weN

Todas las ecuaciones (1.2.1) — (1.2.8) rigen por definioicomo consecuenciagica.

Si se enumeran logtminos deA, la suma en (1.6.1) es el valor de una serie. La no negatividad
de los €rminos garantiza que este valor no depende de la enuimeraleigida. Aderas, (1.6.2)
garantiza la convergencia. El caso finito sale como corolario, donde remsiere lar-aditividad,
sino la aditividad finita.

1.6.2. Enteros no negativos

Si el resultado del experimento es uanmero entero no negativl, para el cual no quere-
mMos imponer una cota superior, lo habitual es el@gadomo el conjunto de enteros no negativos
{0,1,2,...}. Esta situadin ocurre frecuentemente cuando la variable es un recuento(iegrm
de accidentes, de llamadas téletas, de llegadas a una intersécgide clientes en una cola, etc.
Las igualdades (1.6.2) y (1.6.1) se transforman en

> pk) =1,
k=0
y
P(A) =Y p(k),
keA

respectivamente. Para verificar si
p(k) =0,7x 0,31 k>0, p(0)=0

define una fundn de probabilidadalida, basta verificar que los valores son no negativos y calcular
la suma. Si el experimento consiste en extradcualds de un lote hasta que aparezca el primer
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defectuoso y: es el rumero total de artulos que se extra#,(X > 3) coincide con la probabilidad
que las primeras tres extracciones entreguéauos no defectuosos. Urdlculo directo da

P(X>3) = ) p(k) (1.6.3)
k=4
= 0,7x03*> 03" (1.6.4)
k=4
= 0,7x03) 03/ (1.6.5)
j=0
= 0,3 (1.6.6)
= 0,027 (1.6.7)

Si la serie converge pero la sumaceg 1, basta normalizar la fun@n dividiendo cadaérmino de
la serie pok. Basta, entonces, indicar el valor de la funcde probabilidad salvo por una constante
de proporcionalidad y determinarla usando (1.6.2). Por ejemplo, de ladsefaylor de la fundin

o
. 1
exponencial se deduce que- E E)\k = ¢*, de modo que
k=0 "

e—)\
p%%:%rﬁ,A>O,k20

es una legima funcbn de probabilidad. La distribu@mn de probabilidad correspondiente se deno-
mina distribucbn de Poisson y esideterminada por el pgametro ajustabla.

1.6.3. Familias paranetricas y series de potencia

Es muy excepcional conocer los valores exactos de ladange probabilidad. Lo habitual
es que exista informatmn emprica previa sobre las frecuencias relativas de los distintos valores
posibles de una variable aleatoria. Para que el modelo pratiaduiltenga relevancia @ctica se
procura elegita formade funcbn de probabilidagh de tal modo que se asemeje a la fiamcde
probabilidad emisica (donde las proporciones efripas reemplazan a las probabilidades). El uso
defamilias paranitricas como la de Poisson, permite ajustar la fémoile probabilidad a los datos
mediante la elecbn de uno o ras rumeros reales, que se denomipanametros.

Muchas familias paraétricas se pueden deducir a partir de series de potencia conocidas. Sea
o0
G(z) = chzk, |z| <, (1.6.8)
k=0

una serie de potencias con radio de convergend caso especial, en que todos los coeficientes
¢ son nulos excepto urimero finito de ellos, da origen a un polinomio, para el eual .

Sic¢, > 0 para toddk, la funcibnp(-, #) definida por

9 <r k>0, (1.6.9)
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es una fun@n probabilidad &lida para) < 6 < r.

Ejemplo 1.6.1 Una aplicacdn de (1.6.8) y (1.6.9) a las conocidas expansiones

[e.9]

1
e = —2F 2| < o0
' ) )
prd k!
o0
2(1—2)"1 = sz, |z <1
k=1

conduce a las funciones de probabilidad

Aree—A

p(k,A) = o

. A>0.

p(k,0) =(1—0)0"1 k>0 0<6<1.

La primera genera la distribui de Poisson, y la segunda recibe el nombre de §gém
ca. Pardd = 0,3 se obtiene la funéin de probabilidad en el ejemplo de losieutos
defectuosos.

Ejemplo 1.6.2 La funcibn G(z) = (1 + z)™ es un polinomio y el coeficiente dé es
cr = (}), que es no negativo. Por lo tanto,

wn = ()

n ok
— >
<A>u+9w’9—a

define una familia paraétrica. Sicc = ésta se puede reescribir como

0
1+0°

<:>ak(1 —a)"* 0<a<l.
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1.7. Problemas

1. Sean tres sucesos E, F y G. Encuentre expresiones para lostsig/gigtesos en lenguaje de
conjuntos.

a.- Slo ocurre E.
b.- Ocurren tanto E como G, pero nd &s
c.- Al menos uno de los sucesos ocurre.
d.- Al menos dos de los sucesos ocurren.
e.- Los tres sucesos ocurren.
f.- Ninguno de los tres sucesos ocurre.
g.- Alo mas uno de ellos ocurre.
h.- Alo mas dos de ellos ocurren.
i.- Exactamente dos de ellos ocurren.

2. Pruebe la desigualdad de Boole:

3. Demuestre que la probabilidad que ocurra exactamente uno de logskoe$ es igual a:

P(E)+ P(F)—-2P(ENF).

4. Demostrar que si P y Q son dos medidas de probabilidad definidasusobmemo espacio,
entonces P+ b(@ es tambeén una medida de probabilidad para algunameros no negativos
a Yy btales quea + b = 1. Dar un ejemplo encontrando valoresy b que cumplan las
condiciones.

5. Una caja contiene una ficha roja, una verde y una azul. Considageiiginte experimento: se
saca una ficha de la cajesta es devuelta y se extrae una segunda ficha. Describir un espacio
muestral apropiado. Repetir lo anterior si la ficha se extrae sin reposici

6. Selanzaun dado hasta que aparece un seiél g€el espacio muestral de este experimento?.
Si E,, denota el suceso que son necesaridanzamientos para completar el experimento,
o0

1=

¢qe elementos del espacio muestradastontenidos e®,,?. ¢ Q& es(|J E,)°?
1

7. Formular un modelo matéatico para los siguientes experimentos, describiendo el espacio
muestral e indicando las probabilidades asociadas a cada uno de sugeteme

a.- Se lanza cinco veces una moneda.
b.- Se lanza un dado cinco veces.
c.- Se lanza cinco veces un dado cuyas caramestarcadas 1, 1, 2, 2, 3, 4.
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

En una tienda existen tres camisas de distinto tipo para la venta.

a.- Sidos hombres compran una camisa cada unanggsiposibilidades de compra hay?
b.- Sidos camisas son vendidas, guas posibilidades de venta hay?

Se seleccionan dos cartas al azar en un juego de naipes.esCa probabilidad que una de
ellaseaunasylaotrano ésntre 1y 7?

Cinco fichas son aleatoriamente distribuidas en tres cajas A, B y C.aElalprobabilidad
de los siguientes sucesos:

a.- Lacaja A est vagda.

b.- SOlo la caja A esi vada.

c.- Exactamente una caja @stada.
d.- Al menos una caja esvada.

e.- No hay cajas vaas.

f.- Dos cajas e$in vadas.

g.- Lacaja A ola caja B eah vaégas.

Repetir el ejercicio anterior confichas y tres cajas. Verificar la expresigeneral para el
ejercicio anterior.

Se ordena un grupo de 30 personas al azar y se les va prefpud&mnno a uno elid de
su nacimiento. Calcule la probabilidad que no haya dos personas con el mistpéea nos
entre las primeras (i) 10 (ii) 20 personas.

Suponga que de un mazo deartas marcadas de 1na se extraen cartas aleatoriamente
y éstas van siendo ordenadas(segl orden de extradmn. Sea A el suceso que la carta 1
aparezca en la primera poginiy sea B el suceso que la carta 2 aparezca en la segunda
posicibn.

a.- Demuestre qu€(A) = P(B) = 1/n.

b.- Demuestre qu€ (AN B) =1/n(n —1).

c.- Demuestre qu&(AU B) = (2n —3)/n(n — 1)

Suponga quétarjetas marcadds 2, 3, 4 se mezclan y luego se colocan al azadgosicio-
nes fijas. Se& el numero de coincidencias, i.e, dimero de veces que una tarjeta marcada
queda en la posion . Demuestre por enumeraéci directa de los 24 resultados posibles que

P(X = x) es la siguiente:

1
g

4

¥ld o
el 1o
[es) VN
W o

P(X = k)

[\

Si un rimero de 3 @yitos (000 a 999) es elegido al azar, encontrar la probabilidad que exac
tamente un @jito sea mayor que 5.

Resp : 0,432
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16. Suponga quk hombres ym mujeres se sientan aleatoriamentéienm asientos puestos en
fila. Encontrar la probabilidad que todas las mujeres queden juntas.

Resp : (ﬁj,}l) .
h

17. Un experimento consiste en sacar diez cartas al azar de un naipeaieds.
a.- Si la extracdn se hace con reemplazo, encontrar la probabilidad que no hayan dos
cartas con el mismo valor nurico.
b.- Si la extracdn se hace sin reemplazo, encontrar la probabilidad que al menos nueve
cartas sean de la misma pinta.

13 13
Resp : a)52*45(;;§;1$--*18 b) 4*(9)*(3592;4*(10)_
10

18. Una caja contiern heladosn de naranja, y» de limon. De un grupo den personasg < n
prefieren naranja, ¥ < n prefieren linbn, mientras que las restanf®s— a — b personas no
tienen preferencias. Demuestre que sidashelados se reparten al azar, la probabilidad que
todas las preferencias sean respetadas es

)
)

Desafos

19. Se lanza un par de dados hasta que la suma de ellos sea cinco o siat@terna probabili-
dad que la suma cinco aparezca primero.

Hint : SeaF, la suma cinco aparece enveksimo lanzamiento y cinco o siete no aparece en
oo
el lanzamienta: — 1. CalculeP(E,,) y argumente qué_ P(E,) es la probabilidad deseada.
n=1

20. (Problema de Banach) El matatico Banach mantéa dos cajas debBforos, una en cada
bolsillo y cada caja contéan fosforos. Cada vez qud necesitaba urbkforo, seleccionaba
aleatoriamente uno de los bolsillos. Cuaitlencontd que la caja seleccionada estabdaac
¢cual es la distribudn del rumero de bsforos que quedaban en la otra caja ?

Hint: Divida en dos casos de acuerdo a que el bolsillo derecho e izquisteago, pero
tenga cuidado con el caso en que ambosregados.

21. Generalice el Problema 14 al casondrjetas.

22. Una urna contiene tarjetas enumeradas de haSe sacan al azar las tarjetas una por una
y sin reemplazo. Si la tarjeta con eimeror aparece en la-ésima extracén, entonces
diremos que ocurdi un encuentro. Probar que la probabilidad que al menos un encuentro

ocurra es:
1 1 1 (-1)nt .
1—§+§—Z+"'+T—>1—€
cuandon — oo.

Hint : Usar el Problema 13 (A; U As U--- U Ay).
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Capitulo 2

Probabilidad Condicional e
Independencia

2.1. Probabilidad Condicional e Informacion

2.1.1. Introduccidon
Analicemos las dos situaciones siguientes.

= La probabilidad de obtener dos caras al lanzar dos veces una monsiiar &dp es%. Sin
embargo, si alguien nos comunica que la primera monedacaath, la probabilidad relevante
es intuitivamente mayor. Dado quels existe incertidumbre sobre el segundo lanzamiento,
el vanr% parece reflejar mejor la situdai.

= La probabilidad de obtener al menos un as al lanzar dos dad§§ gales los 36 pares
(z1,22) son equiprobables. Si alguien nos informa que la suma de los dos daBippees
demos desechar casi todos los resultados y quedadimsan{(z1, z2)/ x1 + 22 = 5} =
{(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}. De estos 4 resultados hay 2 favorables, por lo que resulta tenta-
dor usar la fracaﬁn% = % para representar nuestra incertidumbre. Cabe notar que la equipro-
babilidad impicita no es evidente.

= La probabilidad que una persona elegida al azar de una poblposea cierta caractstica
geretica coincide con la propofmn o de personas de la poblécique la poseen. Sila persona
se hace un test, que tiene un margen de erréestg resulta positivo, interesa actualizar esta
probabilidadw para tomar en cuenta esta inforniaci

El argumento imptito en los primeros dos casos es que resultados que eran equiprobables
siguen sendolo luego de conocida cierta inform@ti En estos tres ejemplos quedan de manifiesto
los siguientes hechos:

1. Lainformacbn afecta la probabilidad.
2. Lainformacbn se traduce en que cierto sucésocurre.
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3. Sisabemos quE ocurre, la ocurrencia dé implica la deA N F.

La probabilidad buscada en los tres ejemplos se puede traducir en laifidatnbque ocurrad dado
que ha ocurridd. Se la denota@ por P(A|F’) y se leea probabilidad condicional del dadoF'.

2.1.2. Interpretacion frecuentista

Identificando a4 y F' con los respectivos conjuntos de resultados favorables en un exptyime
dado, y suponiendél es repetible muchas veces, podemos interpretar las probabilidades como
proporciones. Se& = 10° el nimero de repeticiones y supongamos duse cumple en 400000
de ellas, mientras qué y F' ocurrieron conjuntamente 300000 veces. Es clarofqueurrio un
75 % de aquellas repeticiones en que el suckse cumpld. Esta fracdn parece reflejar mejor la
incerteza sobrel cuando se sabe queocurrid, que simplemente la probabilidad que ocutra

2.1.3. Caso equiprobable

Si los n puntos de2 son equiprobables Yol sabemos qué’ ocurre, parece natural usar
COmo nuevo espacio muestral y suponer quensysintos siguen siendo equiprobables. Notemos
que

33z~

1
m
2.2. Definicbn Formal de Probabilidad Condicional

Las interpretaciones discutidas en la séo@nterior sugierenbeno definir la probabilidad con-
dicional usando un enfoque axié@tico.

Definicion 2.2.1 Si P(F) > 0, la probabilidad condicional dd dadoF', que se denot®(A|F),

esh dada por
P(ANF)

que es equivalente ategla multiplicativa
P(ANF)=P(F)P(A|F). (2.2.2)

En la péctica es ras frecuente tener una idea de los valoresPdd|F') y P(F'), por lo que la
versibn multiplicativa es la rastil.

Nota: Si alguien nos informa de un suceso, cuya ocurrencia era absolutasegata, ello no de-
biera cambiar nuestras probabilidades. En otras palaBtag ") debiera coincidir co(A). Esto
se desprende inmediatamente de la definicixiormatica, tomandd” = (2, bastando la condien
P(F)=1.

La utilidad de una definiéin formal se muestra en el@imo ejemplo.
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Ejemplo 2.2.1 Se dispone de tres cartas: (1) con ambas caras blancas, (2) con ambas
negrasy (3) con una cara de cada color. Se elige una carta al aegoyse pone sobre

una mesa, eligiendo al azar una de sus caras. Si la cara mostradas<akegle la
probabilidad que la otra sea negra.

La intuicibn indica que hay@&o dos cartas posibles, y por la simatdel problema
ambas son equiprobables, de modo que la probabilidad buscédé;iesl lector tiene
la paciencia de repetir muchas veces el experimento, secdanta que del conjunto
de repeticiones en que la cara mostrada es negra, muataena mitad tiene la otra
cara negra. Esto muestra que la inthitho siempre funciona.

Para analizar formalmente el problema, marquemos cada cara de las @amttintg
invisible), con las letras y b. Hay entonces 6 resultadads, 1b, 2a, 2b, 3a, 3b, que
debieran ser equiprobables, por siff@etta informaacbn que la cara visible es negra se
traduce en un suced® = {2a, 2b, 3b}. La probabilidad que la carta visible sea negra y
que la otra taml&@n lo sea es igual a la probabilidad del sucgsa 2b}. Por definicon

de probabilidad condicional la probabilidad buscada es

P({2a,2b})
P({2a, 20, 3b})

2
3

SNISH NN

Sean ahor&X e Y las variables indicatrices de los sucesby F' respectivamente. La regla
multiplicativa (2.2.2) equivale (X = 1,Y = 1) = P(X = )P(Y = 1|X = 1). Laidea
general es que el valor de una variable fiitafecta las probabilidades relativas a otra variable
lo que podemos escribir conf®(Y = y|X = z). En nuestro cas®(Y = 1|X = 0) = P(A|F"),
P(Y =0/X=1)=P(A|F),y P(Y =0|X =0) = P(A'|F'). Intuitivamente P(A) debiera ser
un valor intermedio entr@(A|F) y P(A|F’), o sea, algn promedio ponderado de estos valores.
Si estamos bastante seguros dudebe ocurrir,P(A) debiera estar &s cerca dé&’(A|F) que de
P(A|F"), por lo que debiera aparecer coaspeso en el promedio ponderado. La descomusici
aditvaA = (ANF) + (AN F’) implica P(A) = P(AN F) + P(AN F’). Aplicando la regla
multiplicativa a los pare§A, F') y (A, F') permite obtener labfrmula exacta

P(A) = P(F)P(A|F) + P(F')P(A|F"). (2.2.3)

En otras palabras, la probabilidathrginal (no condicional) ded es un promedio ponderado de las
probabilidades condicionales. B{F') = 0, P(A|F') no esh definido pero le podemos asignar cual-
quier rtimero entre 0y 1, de modo qé F') P(A|F') = 0. Algo arélogo ocurre cuand®(F’) = 0.
Con esta convenan, (2.2.3) vale sin restricciones. Erminos de las variables indicatrices, ella se
reescribe com@(Y =1)=P(X =1)P(Y =1|X =1)+ P(X =0)P(Y =1|X = 1). Usando
los mismos argumentos, se demuestra que

P(Y=y)=P(X =1)P(Y =y|X =1) + P(X =0)P(Y = 1|X = 0).
2.3. Independencia de dos sucesos

El concepto de independencia&sttuitivamente asociado causencia de efecto o de interac-
cion. Desde el punto de vista probdbiico, nos interesa expresar la idea que la ocurrencia o no de
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un suceso no afecte la probabilidad que otro ocurra. En el lenguajaridéles, la idea es que el
valor que toma una variable no afecte las probabilidades de los valorésadeacable. Esta idea
aparece imptitamente en la interpretaii frecuentista, pues se supone que lo que ocurra en una
de las repeticiones del experimento no afecta a las otras. Ya hemos meoaipmealanzamientos
sucesivos de una moneda o un dadocamo el muestreo con repogiai, parecen cumplir con esta
ausencia de interad@m. El problema es@no dar una definiéin formal de este concepto, dentro
del marco axioratico.

Si queremos expresar que la ocurrencia o no de un sucesoafecta la probabilidad que otro
sucesaA ocurra, parece natural imponer la condici

P(A|F) = P(A|F"), P(F) >0, P(F') > 0. (2.3.1)

La condicbn P(F) > 0, P(F’) > 0 es equivalente & < P(F) < 1, la que se requiere para

gue queden bien definidas las probabilidades condicionales. Sin emloargasos excluidos co-
rresponden a la ocurrencia de un suceso seguro, lo que no ddbiger auestras creencias sobre
otros sucesos. Digamos provisionalmente gues independiente d& cuando (2.3.1) se cumple.

Por otra parte, los otros casos corresponden a la ocurrencia degilgo 4o que no debiera afectar
nuestras creencias sobre la ocurrencia del sudeftara evitar imponer esto como conditj es

mas conveniente reformular (2.3.1) como sigue. Por (2.228}1) es un promedio ponderado de
P(A|F)ydeP(A|F"), de modo que la igualdad de dos de estas tres cantidades implica que todas
son iguales. Por lo tanto, (2.3.1) equivale a

P(A|F) = P(A), P(F) > 0. (2.3.2)
La definicbn de probabilidad condicional, hace que (2.3.2) equivalga a
P(ANF)=P(A)P(F), (2.3.3)

donde la restricéin P(F') > 0 ha desaparecido. Desde un punto de viséatxo, (2.3.1), (2.3.2) y
(2.3.3) son efectivamente equivalentes.

Intercambianda4 con F' en lalltima ecuadn, se obtiened?(F N A) = P(F)P(A), que es
idéntica con (2.3.3). Por esta tazdecimos que la condim (2.3.3) es sil@trica enA y F'. Una
consecuencia inmediata es que (2.3.1) equivale a

P(F|A) = P(F|4)).

Por lo tanto, la afirmabn A es independiente dE, esmatenaticamente equivalen&F es inde-
pendiente ded. Esta simefa muestra que hay que tener sumo cuidado en la intergyatdeiesta
condicbn y de su opuesto. Por ejemplo, el precio de ungadeoy incide sobre el precio ma nana.
Por simetta, esto indica que este precio futuro afecta el precio de hoy. Existe laitentke intentar
explicaciones sustantivas de estediereno, lo cual puede llevaadiimente a contrasentidos. Esen-
cialmente, la nodin probabilstica de de dependencia no discrimina ertreausaF’ y F' causaA.

En vista de lo anterior, lo habitual es usar (2.3.3) como definide independencia, lo que cabr
traducir comaoA y F' son independientes

Para facilitar las referencias posteriores escribimos la definformal:
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Definicion 2.3.1 Los sucesogl y B son independientes si

P(AN B) = P(A)P(B) (2.3.4)

Advertencia: Si dos sucesos de probabilidad positiva son mutuamente excluyentagy&noa de

uno de ellogyarantizala no ocurrencia del otro, o que constituye un caso extremo de depzaden
Pese a esto, suele producirse corifnsintre estos conceptos. El siguiente ejemplo complementa
estas aseveraciones intuitivas con una demoétragjurosa.

Ejemplo 2.3.1 Demostrar que dos sucesos son independientes y mutuamente exclu-
yentes 6lo si uno de ellos tiene probabilidad nula.

Si Ay B son independienteB(A N B) = P(A)P(B). Si ellos son, ade&s, mutua-
mente excluyente®(A N B) = 0. El cumplimiento simufineo de estas condiciones
equivale aP(AN B) = P(A)P(B) = 0. ComoA N B C A, esto se cumple si yoto
siP(A)P(B) =0, lo que, a su vez, equivalel’ A) =00 P(B) = 0.

2.4. Teoremas Bsicos

En esta secbin enunciamos dos teoremas famosos, cuya demdastresinotablemente sencilla
dentro del enfoque axioatico. Aungue el enunciado habla de una familia numerable de conjuntos,
el caso mas importante, dentro del presenteitalp, es el caso finito. Lanica diferencia entre
ambos casos es la necesidad del axioma-dditividad.

Teorema 2.4.1 (Ley de probabilidades totaleslConsidere una familia, posiblemente infinita, de
sucesosA;, ¢ = 1,2,...,I). Suponga qué’(4;) > 0,7 = 1,2,...,1, y que exactamente uno

de los sucesod; ocurre. Si2 es el espacio muestral, las condiciones se naladas corresponden a la
existencia de una parttm def2 con probabilidades positivas para cada elemento de la jaartici
Entonces, para cualquier sucd3se cumple:

I
P(B) =Y P(A)P(B|4;)
i=1 (2.4.1)

Ley de las Probabilidades Totales

Demostracibn: Por definicon de probabilidad condicion&t(A;) P(B;|A;) = P(A; N Bj). Pero

I

B = ZAZ N Bj,
=1

y el resultado es consecuencia de la aditividikd.
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Teorema 2.4.2 (Teorema de BayesBajo las mismas condiciones del teorema 2.4.1, se cumple
para cualquiet < r < I,y cualquier suces® con P(B) > 0, que

P(A,|B) = P(A,)P(B[Ar)

I
P(A;)P(B|A;
El (AIPEA) (2.4.2)

Teorema de Bayes

Demostracbn: Por (2.4.1) el denominador de (2.4.2) coincide @3). Por otra parte, se tiene
queP(A,)P(B|A,) = P(A, N B), de tal forma que el segundo miembro de (2.4.2 E)B) y
el resultado se obtiene por defirdinide la probabilidad condiciondl

Nota Importante: Recordar que los Teoremas 2.4.1y 2.4.2 salides pard finito o
infinito. En el primer caso no se requiere el axiomaregditividad.

En ciertas aplicaciones del Teorema de Bayes se considBfalg como la probabilidad a
priori, es decir, previa a saber quéeocurri6. De esta formaP(A;|B) se denomina probabilidad
a posteriori, que es la relevante una vez que se sab&aqeirrio. El denominador en (2.4.2) se
cancela al calcular razones entre probabilidades a posteriori:

P(A;|B) — P(A;) P(BJA;)

P(4;|B) ~ P(4;) P(B|A;) (24.3)

La razdn entre dos probabilidades a posteriori se obtiene multiplicandoda exttre las probabili-
dades a priori correspondientes por el factor

P(B|A;)

P(B|A;)’
gue en aplicaciones esfaticas, se denomirrazobn de verosimilitudEn particular, tomandd = 2,
A1 = A, Ay = A, y aplicando (2.4.3) se obtiene:
P(AIB)  P(A) P(B|A)
1—-P(A|B) 1-P(A) P(B|A)’

(2.4.4)

Este resultado, que tiene numerosas aplicaciones, se puede expnasar ¢

Las chances a posteriori se obtienen multiplicando las chances a praotisprazon
de verosimilitud.

Ejemplo 2.4.1 Un médico examina la radiograf de brax de un paciente y ésinde-
ciso en su diagbstico entre ancer al pulrdn y tuberculosis. Sobre la base de informa-
cion hisbrica, se estima que la probabilidad que&@ieer produzca una radiogiafle
este tipo es 0.6, la cual aumenta a 0.8 para la tuberculosis. En su expegtméidico
estima que el 70 % de los pacientes que consultaniptorsas similares tienéaacer

y el 30 % tiene tuberculosis.
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(a) ¢Cual es la probabilidad que el paciente tengaaer?

SeaA;: el paciente tieneancer,A;: el paciente tiene tuberculosis; el paciente
tiene una radiogréd del tipo observado. Las probabilidades de las 4 ramas son:

Rama Prob. marginal Prob. condicional Producto

A B 0,7 0,6 0,42
AyB 0,3 0,8 0,24
A B 0,7 0,4 0,28
AyB' 0,3 0,2 0,06

La suma de las dos primeras 88B) = 0,66. Por divisbn

42 24
P(A1|B) = e P(A9|B) = e
(b) Si la radiograf no hubiera sido del tipo que se obserse present@ nueva-
mente el problema de decidir entri@ncer y tuberculosis. Indique &es la pro-
babilidad relevante y caltela.
La probabilidad adecuada é§A;|B’). La probabilidad d&3’ es la suma de las
probabilidades de la tercera y la cuarta ramas, esto es, 0.28 +0.06=[e3daA
tivamente, podemos us&(B’) = 1— P(B) = 1-0,66 = 0,34. La probabilidad
buscada e§2; = 22.
(c) Obtenga las chances dancer en cada una de los casos anteriores y deduzca las
probabilidades respectivas.
Aplicamos ahora (2.4.4).

Caso (a):
T 6 7
Chances deancer = — x — = —
37871
, 7 7 42
Prob. - - - =
rob. de ancer A= 11 85
Caso (b):
Chances deancer = Z X 4 = 14
3 2 3

14 14 28
1443 17 34

Prob. de ancer =

2.5. Tablas de probabilidades conjuntas y marginales

2.5.1. Tablas para sucesos
Consideremos dos particiones finitas o numerables cualesquieta, ., A;) y (B, ..., BJ),

del espacio muestré}, en vez dg( A, A’), (F, F'), o (B, B’). Estas dos particiones generan una
particion productg cuyos elementos son las intersecciodes B;. Ella esh as constituida por los
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sucesos &sicos4; N B;. La representadn grafica natural de esta construmeies una tabla bidimen-
sional, donde la-ésima fila corresponde a uh y la j-ésima columna a uB;. La intersecdn de

esta filay esta columna es la celdaj), la cual representa al sucedpn B;. Las probabilidades de

los sucesosl; N B; se denominaprobabilidades conjuntag generan una tabla, cuyas celdas con-
tienen estas probabilidades. La suma total es 1y ellas permiten calcular sogeshlabilidades de
interés que sean formulables émrinos de las dos particiones. En particular, la suma de las proba-
bilidades de la columna encabezada pgrcoincide conP(B;), por sef(4; N B;j, i =1,2,...,1)

una partiobn deB;. Analogamente, el total de la fila encabezadapocoincide conP(A;). Estas
probabilidades marginaleson representables por dos tablas unidimensionalesriedn ubicar

las probabilidades marginalé¥ A;) en una columna adicional, es decir, como margen derecho de
la tabla. Del mismo modo, las probabilidades margin&leB;) se ubican en una fila adicional, es
decir, como margen inferior. La definizi de probabilidad condicional implica

PBA) = Tl
R

0 sea,

la probabilidad condicional se encuentra dividiendo la probabilidad cotgyvor la
probabilidad marginal del suceso a la derecha dehsolo“|”.

Las probabilidade®’(A4;|B;) se representan por tablas separadas parajcaeso es 6modo
agruparlas como columnas de una misma tabla. El total de cada columnaaigahba 1. Adlo-
gamente, las tablas que contienen las probabilid&t{és| A;) se ubican como filas de una tabla
comun, siendo 1 el total de cada fila.

A continuacon mostramos@mo todo este proceso es, en realidadsmiifcil de explicarlo que
llevarlo a cabo.

Ejemplo 2.5.1 Paral = 3, J = 4 |la tabla de sucesos conjuntos es

By By

A | AinNBy | A1N By
As | AsN By | Ao N By
As | AsN By | A3N By

Si las probabilidades conjuntas @sidadas por la tabla

By | By
A 0103
Ay | 0,102
A5 0.2 0,1

se puede deducir de ddas probabilidades marginales
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Suceso| Probabilidad Suceso| Probabilidad
A 0,4
B, By
42 0,3 0.4 0,6
Ag 0,3 ’ ’

que son mejor representadas sifanéiamente comoangenes de la tabla de probabili-
dades conjuntas:

By | By
A [01]0,3]04
A, 101]02]03
As [0,2]0,1]0.3
0406 1

Dividiendo cada celda por lodimero en los rargenes se obtienen las probabilidades
condicionales:

P(BIIA,) P(By]4y) | Total EnLen B D
A I 2 1 et 8
A i 3 ) P(4|Bj) | 1§
As 3 ? ) P(A3[Bj) | 1§

. 2 Total 1 1

Las probabilidades en las tablas anteriores pueden interpretarse cgpmeocpynes. Suponga-
mos, por ejemplo, quée = 1,2, 3 corresponde a nivel socio edmmico bajo, medio y alto, y que
j = 2 significa estar a favor de un proyecto de rebaja de aranceles. Dacuesta a 1000 personas
se pueden obtener proporciones que coinciderémigamente con las probabilidades conjuntas. Se
invita al lector a reinterpretar las désitablas en este nuevo contexto.

2.5.2. Espacio producto y tablas para variables

En la péctica, las particionegA,,..., Ar) y (Bi,...,By) son inducidas por dos variables
discretasX eY respectivamente. Cuando la paiticiesh formada por un suceso y su negagi
e.g.,(F, F"), (B, B), lavariable es binaria. Séa, . .., x;, ..., 27} unaenumeradn del conjunto
de valorest de X y sea{yi,...,y;,...,ys} una enumeradn del conjunto de valore¥ deY'.
Definamos los suceso y B; por X = z; eY = y; respectivamente. EntoncdsN B; < (X =
z;,Y = y;). El espacio muestral &8 ®modo es ekspacio muestral productasociado al par de
variables(X,Y"), que es el producto cartesiano

Xxy:{(;v,-,yj), ZZI,,I,]:L,J}

Las etiquetasy j son arbitrarias e innecesarias. En vez\de- x; y Y = y;, es preferible escribir
X = xzyY = y respectivamente. El punta, y) corresponde a la realizéci conjuntade los
sucesosY = x eY = y. Este calificativo se extiende a las probabilidad correspondientenras

a la funcdn de probabilidag, la que se denota pgryy Si se desea evitar confusiones. Si los
sucesos de intés dependentéo de la variableX, el espacio muestral natural &sy lo llamamos
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espacio marginahsociado aX. El calificativo marginal se emplea targhi para los sucesds =
x, para sus probabilidades,ia®wmo para la funén de probabilidad definida sobsg, a la que
denotamos papx, dada popx (z) = P(X = x). Algo semejante ocurre con la variabfe

Las variables aleatoria¥ e Y se pueden interpretar como resultados potenciales de la primera
y segunda etapa de un experimento. Con esta otapodemos reformular los resultados para
sucesos eretminos de una variable discreta.

La regla multiplicativa se traduce en

pxy (7, y) = px(2)py|x (y]®). (2.5.1)

Los teoremas fundamentales cobran un aspeéasamistoso:

Teorema 2.5.1 (Ley de probabilidades totalesfeaX una variable discreta con furdei de pro-
babilidad positiva. Entonces

py(y) =Y px(@)py x (ylz). (2.5.2)
zeX

Teorema 2.5.2 (Teorema de Bayes para una variable discrete§eaX una variable discreta con
funcibn de probabilidad positiva.
px (%o)py|x (¥|T0)

Z px(m)py\x(y’x)'

TeEX

px|y (zoly) = (2.5.3)

2.6. Experimentos secuenciales

2.6.1. Construccon del espacio muestral

Se lleva a cabo un experimeni obtenéndose un resultade. De acuerdo a cual sea este
resultado, se realiza un segundo experimento, que denotamds, pdblo hay, a priori, ninguna
relacbn entre los experimentds,. LlamamosY’ al espacio muestral, que suponemos numerable,
asociado con el experimeni@, y denotamos popx a su funcbn de probabilidad. Del mismo
modo, denotaremos pdi,. al espacio muestral correspondiente al experiméhto

Seay el resultado deF,.. Si no conocemog, el conjunto de valores posibles de la variable
correspondient® es
y=_J e

zeX
El resultado del experimento bégtico egx,y) € X x ), pero algunos elementos de este conjunto
pueden ser imposibles. Para no cambiar de espacio muestral, le asignabadsligiad cero a tales
puntos. Por ejemplo, en muestras sin reposi@n quer e y identifican completamente cada ficha,
los puntogz, ) son imposibles.

Ejemplo 2.6.1 SeaFE), el lanzamiento de una moneda. Si sale cara se eligéimnero
al azar del conjuntday, as, as}; si sale sello, se elige urimero al azar del conjunto
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{b1,b2}. Codificando cara =1, sello =2, tenemds= {1,2}, V1 = {ai,a2,a3} €
Yo = {b1,b2}. Si Dlo obseraramos el resultado del segundo experimento, el espacio
muestral séa) = {a1, as,as, by, ba}.

Ejemplo 2.6.2 Se lanza un dado y luego se lanza una moneda tantas veces como el
nimero que indica el dado. En este caso= {1,2,3,4,5,6}. Codificando cara =1,
sello =0, tenemos

Va

{0.1)

{0,1} x {0,1}

{0,1} x {0,1} x {0,1}

{0,1} x {0,1} x {0,1} x {0,1}

{0,1} x {0,1} x {0,1} x {0,1} x {0,1}

{0,1} x {0,1} x {0,1} x {0,1} x {0,1} x {0,1}

En este cas® resulta altamente artificial. Si consideramos como resultado del segundo
experimento al amero total de caras, esto se simplifica a

S U W N R

Va

{0,1}

{0,1,2}
{0,1,2,3}
{0,1,2,3,4}
{0,1,2,3,4,5}
{0,1,2,3,4,5,6}

O T i W N~ &

Si el inteés esh Dlo en el lanzamiento del dado, entongés- {0, 1,2, 3,4, 5,6}.

2.6.2. ldentificacbn con probabilidades condicionales y regla multiplicatia

Por comodidad usaremos el lenguaje de variables. El supuesto clave ¢sntp el espacio
muestral como las probabilidades asociadas con el experimigrdon conocidos. Denotemos por
7 (+) la funcibn de probabilidad asociadak,. Desde un punto de vista frecuentista, la propor-
cibn de veces que se obsemvdiende apx(x) = P(X = x) y la proporcon de veces que se
obtiene(z, y) tiene comoimite apx (z)m,.(y). Pero sabemos que estimo limite coincide con
pxy(z,y) = P(X =z,Y = y). Por definicon de probabilidad condicional

m(y) = P(Y = y|X = 2) = py|x (yl|z).
La idea I&sica es:

Identificar la funcon de probabilidad asociada al experimenii con la funcéon de
probabilidad condicional d& dado X = =x.
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Ejemplo 2.6.3 Calculemos la probabilidad de obtener dos fichas blancas al extraer dos
fichas, sin reposion, de una urna que contiene dos fichas blancas y una negr& Si

y son los coloresi(o n) de la primera y segunda fich&, = Y = {b,n}. Por (2.5.1) la
probabilidad buscada es

px,y(b,0) = px(b)P(Y =b|X =b).

En el dlculo depx (b) podemos ignorar el hecho que halhma segunda extraéai.
Por equiprobabilidad se obtierdy (b)) = % Por otra parte, dad& = b, se genera
fisicamente una nueva urna compuesta por una ficha de cada color.eEhexgo
L, consiste en extraer una ficha al azar de esta urna y anotar su cologdideque
m(b) = %. Por lo tantoP(Y = b|X = b) = 1. De aqiip(b,b) = 2 x & = L. El lector
debe verificar que el mismo resultado se obtiene considerando el espapoobable
de las 6 muestras ordenadas.

En el ejemplo anterior, la representatibiefpica del experimento es natural en el contexto
del problema planteado. En otros ejemplos, esto no ocurre, pero |aeaf@edn biefpica sigue
siendo alida en un nivel puramente conceptual. Cabe recordar que las pidddés obtenidas no
dependen de la representatielegida; estaltima es una herramienta dalculo que puede o no ser
atil.

Por ejemplo, en la extradm de una muestra al azar ordenada y sin repsigiodemos pensar
gue la primera etapa determina el conjunto de valores obtenido, mientrasspgriteda genera un
orden particular. Podemos targhirevertir el orden del tiempo y considerar como primera etapa
la segunda ficha extraida. En general, todo problema con espacio rhuestrd’ y funcion de
probabilidadpx y se puede representar secuencialmente. Simplemente se inventa un experimen
E,. con espacio muestral

y:c = {y € y/pX,Y(xvy) > 0} (261)

2.6.3. Representadn por arboles

Un arbol es una estructura matatica formada por nodos y arcos dirigidos. Una variable dis-
cretaX genera un nodo para cada vaiorPreviamente existe un nodo origen, rotulado @oel
gue se une a cada uno de estos nodos genegsands dirigidosque emanan del origen, a los que
se denota po©z. Al nodo Ox se le asigna la probabilidag (z) = P(X = z). La suma de los
valores asignados a todos los arcos emergentes del nodo origentasitppigual a 1.

Consideremos ahora una segunda variable distrefapartir de cada node se dibujan arcos
emergentes con nodos terminales rotulados por los valorgsldeque genera un nuewvarbol a
partir de cada nodo rotulado per Juntando todos est@boles con eérbol original, se forma
uno mas grande en que apareaamas constituidas por los arca@z y xy. Las ramas eéten
correspondencia uno a uno con los pares de valargg) y con los nodos terminales. Hay que
distinguir a@& entre nodo yatulo del nodo. Pueden haber muchos nodos terminales cétué r
y, pero a cada uno de estos nodos llega un solo arco, que provienerdeaiprimario dado.
Cada rama se puede interpretar como un resultado del experimergpidnetEl origen deérbol
se puede asociar con el suceso sedur&l producto de los timeros asignados a los arcos de la
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ramaOxy espx (z)py|x (y|z), que coincide copy y (7, y). La regla multiplicativa corresponde,
ad, a multiplicar los simeros de una rama. Esto @sifmente extensible favariablesXy, ..., Xy,
lo que veremos en la pxima secdn.

Ejemplo 2.6.4 Mostramos urarbol paral = 3, J = 2, el que tiene 6 ramas.

3/\

Cuando el experimento se descrlbe secuenmalmente, podemos dsigakorigen y E,. al
nodozx. Las probabilidades que emanan de ese nodo corresponden, easestelas probabilidades

72 (Y)-

win

=
S
W=

Ejemplo 2.6.5 Sea una urna con 4 fichas negras y 2 blancas. Se extrae una muestra
ordenada de tania 2. Considere los colores del par de fichas extraido como resultado
del experimento.

(a) Calcule la probabilidad de cada resultado.
(b) Calcule la probabilidad que la segunda ficha sea negra.

(c) Calcule la probabilidad que la primera ficha sea negra, dado quedadsetam-
bién lo es.

El diagrama dérbol que se muestra en la figura es una forma razonable de abdedar es
problema. De este modo, las probabilidades de cada rama se obtienen de mulbiplic
nimeros sobre cada arco, las que corresponden a lo pedido en (a).

Configuracdn Inicial

000
__O]@)

Ficha 1
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Asi, P(nn) = %X% = %,P.(.nb) = %.x% = %,P(b.n) :% x% = %y
P(bb) = 2 x + = 1. La probabilidad pedida en (b) se obtiene simplemente de sumar
las probabilidades de las ramas que terminam, ém que dalﬁ5 + % = % Finalmen-
te, lo pedido en (c) es una aplicanidel Teorema de Bayes. El resultadogesl los

detalles se dejan al lector como ejercicio.

2.6.4. Reladbn entre tablas yarboles

Hay una correspondencia uno a uno entre el conjunto de ramasjw@hiwotle nodos terminales,
el conjunto de sucesa$; N B;, y el conjuntoX’ x Y. Esto indica que se puede elegircomo el
conjunto de ramas défbol o como el conjunto de nodos terminales. Si se obtiene la probabikdad d
cada rama por multiplica@n, y se organizan estos productos en la tabla de probabilidades cenjunta
se puede obtener losargenes. El margen inferior entrega las probabilidades buscadastawien

que los rimeros en el margen derecho deben coincidir con los valefds), que son un dato del
problema.

A partir de la tabla de probabilidades conjuntas, el margen derecho @idsegrobabilidades
de los nodos primarios. Dividiendo la probabilidad de cada celda pdme¢ro correspondiente en

esta marginal se encuentran las probabilidades de los arcos que namentado primario con uno
secundario.

Ejemplo 2.6.6 En el Ejemplo 2.6.5, seaX e Y el color de las fichas extraidas la
primera y segunda vez, respectivamente. Se tiene entonces gu® = {b,n}, y las
probabilidades conjuntas se obtienen de efectuar la multipbicasi cada rama:

Y=n Y=b Total
SR I BRGNS S 1 B SON S S R
IR R B DI R
X=0 625 =30 |65 30| 3
Total 3 3 1

La probabilidad de un suceso cualquiera que depende de las variakl&sse puede calcular
en dos pasos:

1. Identificar las ramas favorables, i.e. aquellas para las cuales sbsumare.

2. Multiplicar los rtimeros de los arcos de estas ramas para obtener la probabilidad dencada r
favorable.

3. Sumar las probabilidades del punto anterior.
Si lo que se desea es obtener la distribnanarginal d&”, entonces:

1. Multiplicar los ruimeros de los arcos de estas ramas para obtener la probabilidad de cada
rama.

2. Sumar las probabilidades de todas las ramas con nodo tegminal
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Ejemplo 2.6.7 Retomamos dcel Ejemplo 2.2.1 de las tres cartas. Mostramos que el
problema se puede taném resolver aplicando el Teorema de Bayes. $ad nUmero

de lacarta, y se® = b oY = n sedin sea blanco o negro el color mostradoattol

con ramagz, y) tiene 6 ramas, aunque 2 de ellas tienen probabilidad nula.

Rama px
1b
1n
2b
2n
3b
3n

—
—~

£
>

z) pyix(ylr) pxy

QO 00 | 00— |00 ol H
NN = O O
o= =W O O Wi~

Organizando los valores de ldtima columna se obtiene la fudei de probabilidad
conjuntadeX eY:

llxz=2|2=3

y=>b
y=n
y de aqlila tabla de funciones de probabilidad condicionalddadoY = y:

pol= | |

S wiH ||
o |

y | pxy (1y) | pxy 2ly) | pxy (3ly)
b

O wing
= O
0| oo

Ejemplo 2.6.8 Suponga que en el Ejemplo 2.6.2 se han obtenido dos caras. Calcule la
funcion de probabilidad delinmero que sati en el dado, condicional en esta informa-

cion.
Rama Prob. marginal Prob. condicional Producto
X=1,Y=3 2 0 0
X=2Y=3 i 0 0
X=3Y=4 i 0 0
X =4Y = £ L 4
X=5Y=4 ! > %
¥oevos 1 i B

La funcion de probabilidad condicional es proporcional altana columna. Omitiendo
puntos de probabilidad nula se tiene:

T 4 5 6
pxpy(l4) [ 55 3
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2.7. Experimentos multiebpicos

2.7.1. @lculo de probabilidades conjuntas

SeaX; la variable que representa el resultado potencial dedaima etapa, y se#; el con-
junto dem; valores posibles de esta variable. Es conveniente escribir el resutaldoferma
x = (z1,22,...,25) € X = X1 x Xy X -+ x Xj. El nUmero total de resultados,

k
card (S) =m = Hmi,
i=1

puede ser muy grande, tornando inviable una asignadirecta de la probabilidad para cada
Por ejemplo, si se lanza una moneda 100 veces{ileno de resultados posibles asciende a la
astrordmica cifra de2'%°. Consideremos la descrifati secuencial:

Etapal. Se realiza experimerig, obtenéndoseX; = x;.
Etapa 2. Se realiza experimerfip, , obtenéndoseXy, = z,.

Etapar. Se realiza experiment®, ..., ,, obtenéndoseX, = z,.

Etapa k. Se realiza experimemt, ,,...., ,, obtenéndoseX; = zy.
Parar > 0 usamos la notaon x, = (z1,z2,...,2,) Y X, = (X1, X»,...,X,), de modo que
P(X, = 2, |X; = x5, j <r)=PX, = 2|X,-1 = z,—1). Considerando &,_; como el
resultado de una primera macro-etapa, la foincie probabilidad sobre el espacio muestral asociado
conE,, _, coincide con las funéin probabilidad condicional deX,. | X, 1 = x,_1).

Teorema 2.7.1SeanX, X, ... variables aleatorias. Sea; = 1 = P(X1 = 1)y
O‘r:P(Xr:xr|Xr—1:mr—l)u /BT:P(XT:mT‘)'

Entonces

5’/‘ = /Br—lar

T

BT:Hai, r=1,2,...

=1

(2.7.1)

Demostracbn: La segunda igualdad en (2.7.1) se obtiene aplicando la primera recuesitay
a1 = f1. La primera es consecuencia directa de la definicie probabilidad condicional:

Qr = P(Xr = $T|X7‘—l = :Br—l)
= P(XT‘ =X, Xpo1 = mr—l’Xr—l = m’/‘—1)/-13()(7”—1 = 337“—1)
= P(Xr = wr)/P(Xr—l = wr—l)
Br

B ﬁrfl ‘ "

Observaciones:
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= Si el resultada se interpreta como la rama de arbol que pasa por los nodoes, -, . . ., la
probabilidady, = P(X, = z,|X,-1 = x,_1) Se asigna al arco que unea_; conz,. Ella
corresponde a la probabilidad del resultagen el experimentd’,,, , .

= Si el sucesaX; = z; se reemplaza por un suceso cualquidra(2.7.1) se satisface con
a; =1 =P(A1)y

r

r—1
ar = P(A] () A), B =P([)A)
=1 ]

Ejemplo 2.7.1 Para 4 variableX 1, X5, X3y X4, (2.7.1) genera las tres igualdades:
P(Xl = SL‘1,X2 = 1‘2) = P(Xl = ZCl)P(XQ = .TQ‘Xl = .%‘1)

P(Xi=21,Xo=29,X3=23) = P(X1=x1,X2=129)
XP(Xg = :B3’X1 = .’El,XQ = 512‘2)

P(Xl = .’L‘l,XQ = .’L'Q,Xg = .’,173,X4 = .1‘4) = P(Xl = 271)
X P(Xg = 3}2|X1 = 1‘1) X P(X3 = $3|X1 = .Z‘l,XQ = $2>
X P(Xy = 24| X1 = 21, X2 = 29, X3 = 23)
A continuacbn, mencionamos varias representaciones @licds de estas igualdades.

La estructura asica es clara, pero hay que indicar de alguna manera el orden de las
variables o sucesos.

= En ttrminos de las variables, escribimos

(X1X2) = (X1)(X2|Xy)
(X1X2X3) = (X9)(X2|X1)(X3|X1X2)
(X1 XoX3Xy) = (X1)(Xo|X1)(X3|X1X2)(X4| X1 X2X3)

= Eliminando $mbolos redundantes, esto se simplifica a

(12) = (1)(2[1)
(123) = (1)(2[1)(3[12)
(1234) = (1)(2|1)(3|12)(4]123)
= Para cuatro sucesos B, C, D podemos escribir
(CB) = (O)(BI|O)
(CBD) = (C)(BIC)(D|CB)
(CBDA) = (C)(B|C)(D|CB)(A|CBD).

La segunda ecuam, por ejemplo, representa la igualdad

P(C N BN D)= P(C)P(B|C)P(D|C N B).
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Ejemplo 2.7.2 llustraremos las relaciones entre diversas funciones de probabilidad
asociadas con tres variables aleatorias. En primer lugar, mostramos idnetaaes
de algunos ejemplos:

) PX,Y,Z(UC,% z)
) = pxy(z,y)
) = px(z)

PY =yl X=212) = pY|X(y\$)
) = pZ|X,Y(Z|xa Y)
) = pY,Z|X(ya z|w)

El axioma de aditividad permite establecer relaciones usando sumas pectoes los
argumentos adecuados en las funciones de probabilidad. Por ejemplo:

pxy(z,y) = pxyz(xy +)
px(z) = pxy(zr,+)
= pxyz(z,+,+)

La aditividad y el axioma de normalizéxi (probabilidad del espacio muestral es 1)
producen relaciones como

rxyz(+,+,+) = 1
pX,Y(+7+) =1
px(-l-) =1

Aplicando el axioma de normalizani a las funciones de probabilidad condicionales
se obtienen igualdades como

pyix(Hz) = 1
pzixy(+Hz,y) = 1
py,zix (Y, +x) = pyix(y[r)
py,zix(+,+lz) = 1

Ejemplo 2.7.3 Se extraen 3 fichas sieemplazo de una urna con 4 fichas blancas y 5
fichas negras. Definamos las variables

X =z (color 1 ficha)

Y =y (color 2% ficha)
Z = z (color 3°"“ ficha)

Interesa calculap(b, b, n).

ExperimentoEy: Extraer ficha de la urna [4b,5n]. P(blancé)zExperimentoEb: Ex-
traer ficha de la urna [3b,5n]. P(blancé)zExperimentoEbb: Extraer ficha de la urna
[2b,5n]. P(negra)z.
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Las probabilidades indicadas corresponden a la prapods fichas blancas en la urna
que se indica. La rama daibol
4 3

9 8

ot

[ L1} LI e,

tiene asociada la probabilidal; = 5 x 2 x 2. En €rminos de funciones de probabi-
lidad, los imeros de los arcos son

4

3 5
px(b) = 9’ py|x (b[b) = 3’ pzix,y(n|b,b) = 2

2.7.2. Dos casos particulares

La definicbn de las probabilidades usando la represemaciultieipica no representa, en ge-
neral, un ahorro en elimero de probabilidades independientes que hay que especificacalPara
cular este fimero, hay que recordar las igualdades de suma total igual a 1. Dengiems a
my X --- X m,_1 X m,. Como el tumero total de arreglas es M}, una asignaéin directa requiere
M, — 1 probabilidades independientes. Utilizando el lenguajarbeles, haym; — 1) probabili-
dades independientes para tas arcos que emanan del origen. De cada nodo de ordei, que
representa a1, emergernn, arcos, lo que requiere especifiear — 1 probabilidades, para cada
uno deM,_; nodos, es decii)/,_i(m, — 1) = M, — M,_;. Sumando de = 1 hastar = k se
obtiene una suma telgsgica, que coincide cohfy, — 1.

La representabn multiefipica es particularmente atractiva cuando ereiuto de las probabi-
lidadesc,., no es necesario especificar toda la historia pasada. En estansdescribimos breve-
mente los casos as importantes. El primero se retoma en laxima secdn desde otro punto de
vista.

= [rrelevancia de toda la historia. En este casa, depende@lo dex,., de modo que podemos
escribir - (z,). La probabilidad asociada a un arco depende, entonoksdsl nodo de
llegada. Se requiere especificar un total de

(my—1) 4+ (mp — 1)
probabilidades. Por ejemplo,
P(X1=1,X2=3,X3=4,X4=3, X5=2)=a1(1)az2(3)az(4)as(3)as(2).

En la pbxima secdn veremos que el supuesto de historia irrelevante coincide con el de
independencia de variables aleatoriasX3j X, . .. tienen la misma distribuoh, basta es-
pecificarm; — 1 probabilidades.

= La historia influye solo a través del valor de ladltima variable. Esto quiere decir que,
depende &lo dex,_; y z,, parar > 1, de modo que escribimas;(z1) Y ay(z,—1,z,),
r > 1. Por ejemplo,

P(X1=1,X9=3,X3=4,X,=3,X5=2) = a1 (1)az(1,3)3(3, 4)as(4, 3)x5(3, 2).
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La propiedad descrita aes conocida compropiedad markovianagérmino que deriva del
apellido de un eminente matético ruso. Si se identificaracomo una versin discreta del
tiempo y ax,- como el estado de un sistema en el tiemptas funcionesy,. determinan el
mecanismo de evolu@n probabilstica del sistema. Lo &s habitual es que el conjunfg.
de valores para, se pueda elegir como el mismo para toddsi denotamos pof a este
conjunto coniin, decimos qué es elespacio de estados.

Si card (S) = m, lafuncibna; est determinada por.—1 probabilidades, y lo propio ocurre
con cada fundn o, (z,_1, -). En total se requiere especifidan — 1)+ (k—1)(m(m—1)) =

(m —1)(1 + m(k — 1)) nUmeros. Un caso muy importante es el de un probeseogneo,

en el sentido que los, son todos ié@nticos de = 2, en adelante. Basta entonces especificar
a1 Y as, lo que dan? — 1 constantes en total.

Silask variables tienep valores cada una, elimero de probabilidades independientes, para varios
casos de int@&s, se muestra en la siguiente tabla:

Sin restricciones: pF—1

Caso markoviano: p—1)+plp—1)(k—-1)
Caso markoviano homégeo: p? —1

Independencia: k(p—1)

Independencia y homogeneidadp — 1

Parap = 2 estos fimeros se reducern?s — 1, (2k — 1), 3, k y 1 respectivamente.

Ejemplo 2.7.4 Representad@n Markoviana del Problema de Urnas:La probabili-

dad que en la-ésima etapa la ficha extraida sea de un color determinado no depende
sblo del color de ldiltima ficha extraida. Sin embargo, podemos definir el estado del
sistema para que el modelo sea markoviano. Una élecgitural es la composan de

la urna inmediatamente antes de extraer una ficha, o seamara de fichas de cada
color. Sea, entonceg; = (v, ¥in), CONy; = N° de fichas blancas g,, = N° de
fichas negras, desps de lai-ésima extracéin. Sear; = 1 si lai-ésima ficha es blanca

y x; = 0 si ella es negra. Los valores de las variablgey la composiaddn inicial de la

urna determinan la evolui de su contenido.

Supongamos que la compodigiinicial es de 4 fichas blancas y 5 negras, es decir,
yo = (4,5). Si se extraen dos fichas blancas seguidas de una fégea,1, X, = 1,

X3 = 0, de dondey; = (3,5), y2 = (2,5) eys = (2,4). En el caso del muestreo
sin reposiaddn, el rtimero de fichas decrece en 1 con cada extbacd?or esta ram,

se puede tambh elegir como estado del sistema a un elemento de};p&sto faci-

lita la escritura, aunque haceamdificil la comprengdn de la notadin. La propiedad
markoviana implica

P(y = (3, 2, 2)) = P(Ylb = 3)P(1/2b = 2|Y1b = 3)P(Y3(, = 2’Y2b = 2).

Condicional en los sucesos a la derech§ gedemos expresar los sucesos a la izquier-
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da de| en funcbn de losX;:

Py =(3,2,2)) = P(X;=1)xP(Xy =1V}, =3) x P(X35=0|Yo = 2)
= P(Xi=1|Yp = (4,5)) x P(X2 = 1|Y1 = (3,5))
XP(Xg = O’YQ = (2, 5))
3 5

= — X=X
8 7

SIS

Hay 8 trayectorias posibles y se puede calcular la probabilidad de cadsando una
regla multiplicativa, al igual que en el caso particular descrito. Se dejatel lgibujar
el arbol correspondiente, asignando las probabilidades a cada anbternjiendo las
probabilidades de las ramas por multipliéaci

2.8. Nocbn general de independencia

2.8.1. Motivacibn

Si se lanzary dados (equilibrados o0 no), la intuici indica que lo que muestra el tercer dado
no afecta, en absoluto, como se comporta el quinto. Tampoco parecédi@agye muestran los dos
primeros influia sobre la suma de losimeros de los otros tres. En general, no parece haber asocia-
cion entre los resultados de los cinco dados. Esta propiedad se pareleeiadapendencia, pero la
definicion formal (2.3.4) se queda muy corta. Es fundamental generalizada derdos sucesos. El
ejemplo de los dados sugiere la idea de independencia de variablescten efftanzamiento de 5
dados se puede ver como un experimento cetapas correspondiendo laésima al lanzamiento
del i-esimo dado. Etesultadonatural de esta etapa es éimeroz; que muestra el dado, al que
consideramos como ehlor o realizacbn de unavariable X;.

Los sucesos que dependeariasdel resultado del-ésimo dado son aquellos expresables en
términos de la variabl&(;. Aquellos que depende®ls de los dados;, iy, . . . , i, Son los expresa-
bles enérminos dg X;, ¢ € {i1,12,...,1i,}). Por ejemplo, el sucesé= obtener el mismolmero
en los dados 4y Bs Xy = X5; el sucesaB= La suma de los timeros de los dados 3,4y 5 es
mayor que 1Ge escribe com&s + X, + X5 > 10; el suceso CEIl numero del segundo dado es
mayor que el del primerse escribe com&s — X; > 0, etc.

Intuitivamente, los sucesdsy C' son independientes, pues dependen de conjuntos disjuntos de
variables, es decif, X3, X4, X5} N{X1, X2} = (. EI mismo argumento sugiere qig + X» = 6,
X3 par, y X5 > X4 son sucesos independientes, pgro ao hemos definido la independencia de
tres sucesos.

Los suceso; = j se pueden representar por un subconjuhtolos que constituyen una par-
ticion del espacio muestré (conjunto que &an no ha sido definido). Aquellos sucesos que depen-
den $lo de lai-ésima etapa son expresables como uniones de algunos @& Jog = 1,...,6).

Para sucesos cualesquiera que dependan déihosrns que aparecen en los lanzamientos, ellos se
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pueden expresar como uniones finitas de los conjuntos

gue representan a los sucesos elemenféles x.

Es claro que el lenguaje de variables es muche atractivo que el de sucesos expresados como
subconjuntos de un gran espafioLo que haremos es proponer definicionabdas para variables
y luego mostrar como se recuperan las definiciones tradicionales desimdspendientes.

2.8.2. Definiciones y teoremas

Definicion 2.8.1 Las variables discreta%y, . . ., X} son independientes si

k
P(X1 € Ay,..., X € Ap) = [[ P(Xi € Ai), paratodad;, i =1,... k. (2.8.2)
=1
Las variables aleatorias en la suéesiX1, X, ... son independientes si para cualquiefinito,
X1,..., X, son independientes.

Teorema 2.8.1 (Factorizadn) Si X, ..., X, son variables discretas, la condici

k
P(Xi=a1,...,Xp=ap) = HP(XZ» =x;), paratodox;, i =1,...,k, (2.8.3)
=1

es necesaria y suficiente para la independencia de las variabjes. . , Xj.

Definicibn 2.8.2 Las particiones generadas por ciertas variables son independieestassvaria-
bles lo son.

Definicion 2.8.3 Considere la partibin generada por el sucesl, esto es(A;, A;) Entonces, los
sucesosAy, . .., Ai son independientes si las particiones generadas por estos procesos lo

El supuesto de independencia es muy fuerte y, a la vézildié verificar. Sin embargo, resulta
muy atractivo su uso, al menos inicialmente, o para disminuir la complejidad de elosoPor
ejemplo, la independencia de los lanzamientos de tres dados permite espegificababilidades
en vez de 215. En efecto, si

P(1¢" dado muestra i) =;
P(©2° dado muestra j) B;
P@B°" dado muestra k) =z,

entoncesP (X, = i, Xy = j, X3 = k) = «;0;v. Si los dados son parecidos, o si en vez de tres

dados se trata de tres lanzamientos del mismo dada; 3; = ~; y solo se requiere asignar 5
nimeros.
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La independencia simplifica enormemente la obtemde la funddbn de probabilidad conjunta.
Por ejemplo, considere monedas cargadas y codifique los resultados usando1 para Cara y
x; = 0 para Sello. El resultad® = (1, ..., z,) est contenido ett’ = {0, 1}", cuya cardinalidad
esn. Denotemos paop; la probabilidad que l&-€sima moneda sea Cara y gofa probabilidad que
ella sea Sello. Por supuesgip+ ¢; = 1 parai = 1,...,n. El supuesto de independencia implica
quep;, ¢ = 1,...,n, determinan la funén probabilidad. Adeifs, es muy sencillo escribir la
probabilidad de cualquier resultado. Por ejemp¢{(1,1,0,0)}) = p1p2g3q4. De a@ se obtiene,
mediante una suma, la probabilidad de cualquier resultado. Por ejemplobh&bipictad de obtener
exactamente 1 cara al lanzar las dos primeras monedas es la probabilsiazkde{ (1, 0), (0,1)},
cuyos elementos tienen probabilidages, y ¢1p-. La probabilidad buscada esqs + g1p-.

El ahorro de imeros es espectacular silas monedas son heneag, 0 se@; = --- = p, = p.
Basta el imero0 < p < 1 para determinar las probabilidades de todos los resultadosr{parzd
ya hay nas de un mibn deéstos). La probabilidad de obtener exactamente 1 cara se reduce ahora

azp(l —p).
2.8.3. Resultados adicionales para dos variables
Para dos variable¥ eY’, la condicon (2.8.3) se reduce a

P(X =z,Y =y)=P(X =2)P(Y = y) para todar, y. (2.8.4)

Cuandoz e y tienen dos valores cada uno, digamos 1y 2, se tiene la $ituasipecial en que
Ay = Ay By = B{. Escribiendod; = Ay Ay, = B se obtiene que las cuatro condiciones (2.8.4)
son

P(AnB) = P(A)P(B)
P(AnB) = P(APB) (2.8.5)
P(AAnB) = P(A)P(B) o
P(A'NnB) = PA)PB).
Por la Definicon 2.3.1, estas condiciones equivalen a
Ay B son independientes.
Ay B’ son independientes. (2.8.6)

A’y B son independientes.
A’y B’ son independientes.

En trminos de la tabla de probabilidades conjuntas, la independencia e@uipsdda probabilidad
de una celda es el producto de los valores marginales, es decir, queesalla de multiplicadbn.
Para dos particiongsd, A’) y (B, B), una tabla general (sin imponer independencia) es

B B’
A [ P(ANB) P(ANB) | P(A)
A'| P(A'NB) P(ANB)|PA)
P(B) P(B) 1

En general hay 3 probabilidades conjuntas que se pueden elegir dearadritraria, sujetodo a
la positividad y la suma igual a 1. Parargenes fijos, cualquier probabilidad conjunta determina
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todas las de@s. Escribiend@(A) = a, P(B) = by P(AN B) = ¢, la tabla general es

A
A/

c a
1—a

(b 1-b[] 1

Sic = ab, un sencillo @lculo algebraico permite completar la tabla, obteniendo la tabla de multi-
plicacibon
A
Al

ab a(l —b) a
(I —a)b (1—a)(1—0)
| b 1-b || 1
Esto muestra que la independenciadlg B en (2.8.6) implica la independencia de los otros tres

pares de sucesos. Por sinmgtes claro que la independencia de cualquier par implica la de los otros
tres. Este hecho se puede expresar sucintamente como un teorema:

Teorema 2.8.2 Las definiciones 2.3.1y 2.8.3 son equivalentes.

Generalicemos ahora la equivalencia de (2.3.1), (2.3.2) y (2.3.3) a dasqrees o dos varia-
bles.

Teorema 2.8.3Las variables discreta¥ e Y son independientes si
P(Y = y|X = z) no depende de, (2.8.7)

osi
P(Y =y|X =x)=P(Y = y) paratodoz ey. (2.8.8)

Demostracbn: La condicbn (2.8.8) es inmediatamente equivalente al Teorema de Factorizaci
Ademas ella implica (2.8.7). Por el Teorema de Probabilidades TotBlgS,= y) es un promedio
ponderado de loB(Y = y|X = z). Luego (2.8.7) implica (2.8.8), o que concluye la demostnaci

En terminos dearbol, (2.8.7) dice que elimero asignado al arcay depende&lo del nodo de
llegada.

Ejemplo 2.8.1 Consideremos las siguientes tablas correspondientes a variables aleato-
rias independiente¥ eY:

z 0 1 2 y 0 1
Px(z) | 05 03 0,2 Py(y) [ 04 0,6

Entonces la tabla conjunta es

x/y 0 1 | Px(x)
0 1020 030] 05
1 0,12 0,18 0,3
2 1008 012] 02
Py(y) | 04 06| 1
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Las probabilidades condicionales de ig®se obtienen como cuocientes entre las pro-
babilidades conjuntas y marginales correspondientes. Por ejemplo

Pyix(112) = §2 =06
Pxy(2]1) = 1 =0,2
Pxy(20) = 5 = 0,2

Co
wl\?

(=]

6 =

(=]

Como era de esperar, debido a la independencia, dichas probabilidediésanales
coinciden con las no condicionales.

El siguiente resultado muestramo transformaciones de grupos disjuntos de variables aleato-
rias independientes resulta en variables aleatorias independ&ntesportar las transformaciones
empleadasSi X1, ..., X5 representan los resultados de 5 lanzamientos independientes de un da-
do, el siguiente teorema justifica algunas aseveraciones intuitivas lestitada independencia de
ciertos sucesos que dependen de conjuntos disjuntos de dados.

Teorema 2.8.4SeanXq, ..., X, Xm+1, - - -, Xm+n iNdependientes, y defina las variables aleato-
riasY, Z mediante
Y =g9(X1,..., Xm),
Z = MXmi1, - Xingn)s

dondeg y h son funciones den y n argumentos respectivamente. Entonkeg Z son tambén
independientes.

Para concluir la secgn, enunciamos, sin demostragj una caracterizamn alternativa de inde-
pendencia de sucesos. Ella es lasnpopular en los textos de probabilidad, pero tiene la desventaja
de no extenderse naturalmente a las variables aleatorias, que as akato en las aplicaciones
usuales.

Teorema 2.8.5SeaM = {1,...,k}. Los conjuntog 4, ..., Ax) son independientes, deayla
Definicibn 2.8.3, si y 8lo si se cumplen las siguientes igualdades

P (ﬂ Ai> =[] P (4), paratodoE C M, con card E > 1. (2.8.9)
icE icE

2.9. Aplicaciones de independencia

2.9.1. Demostradn de equiprobabilidad
Definicion 2.9.1 Una variable aleatoria tiene distriboaoi de probabilidad uniforme sobre el con-

junto finito © si su funcon de probabilidad es constante. Se dice t@&mlgjueX se distribuye
uniformemente sobrg.
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Teorema 2.9.1Si un experimento secuencial tiene etapas independientes y los resuliadada
etapa son equiprobables, entonces los resultados son equiprobBhlegas palabras, sX; tiene
distribucion uniforme sobr€; y X1, X, ..., X sonindependientes, entonc¥s= (X, Xo, ..., X)
se distribuye uniformemente solfdg x Qs x - -+ x Q.

Demostracbn: Inmediata por el Teorema 2.8.1 (teorema de factorirgci
El modelo de urna, con extracciones ordenadas sin reposi&s un caso particular can = m

para todai. El caso de un dado equilibrado corresponde & 6 y el de una moneda equilibrada a
m = 2.

2.9.2. Aplicacbn a confiabilidad

Ejemplo 2.9.1 En el circuito que se indica en el diagrama siguiente

(1)
)
_— (%)
A &8
(1)
&)

interesa calcular la probabilidad
7w = P(pasa corriente entre Ay B)

Este suceso depende del estado de los tres interruptores. Suponiéependencia
entre los interruptores, basta especificar la probabiligague el interruptorl; deje
pasar la corriente. El resto es un simpidcalo algebraico. Sed; = 1 si el interruptor

I; deja pasar la corriente ¥; = 0 en caso contrario. El resultado del experimento
puede tomarse coma, z2, 3) y €l comportamiento probalstico equivale a lanzar

3 monedas cargadas y anotar 1 o Qsesplga cara o sello. La lista de resultados y sus
correspondientes probabilidades se indica a contibnatia presencia del signg en

la Gltima columna indica que la fila correspondiente identifica un resultado faeora
con respecto al suceso de irfteres decir que pasa corriente entre Ay B.
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X1 Xo Xs Probabilidad

0o 0 O 419293
0 0 1 41923
0 1 0 10243
0o 1 1 q1p2p3 Vv
1 0 0 P14293
1 0 1 P192P3 v
11 0 P1P2g3

I 1 1 D1D2D3 v
La probabilidad buscada se obtiene sumando todas las filas marcadés por

T = q1p2p3 + P192p3 + P1P2pP3 = aps,

cona = (q1p2 + pip2 + q1q2). Peroa debe coincidir con la probabilidad que el
subsistema formado por los dos primeros interruptores deje pasar lant@rRer otra
parte, lalinica forma que no pase corriente es qué mi I, dejen que esto ocurra, lo
gue por independencia tiene probabilidggs. Finalmenteo = 1 — ¢2g3, 10 que se
puede verificar algeicamente a partir de la identidga, + ¢1)(p2 + ¢2) = 1.

2.9.3. Aplicacbn a simulacibn
2.9.3.1. Tablas de iimeros aleatorios

Un espacio muestr&l de cardinalidadV est en correspondencia biwoca cor{1,2,..., N}
ycon{0,1,2,..., N — 1}. Cuando los elementos @eson equiprobables, la probabilidad de cual-
quier suceso es una fradai con denominadalN. Por conveniencia pctica, N = 10" es el caso
mas condin debido a que el sistema nérito decimal tiene base 10.

SeaU una variable aleatoria con furici de probabilidad constante solfee Fisicamente[J
es representable por la ficha extraida de una urna\tdichas. El muestreo con repogiai desde
tal urna genera una sucéside variable€/;, Us, ... independientes e @hticamente distribuidas
(i.i.d.), o seaU; y U; tienen la misma distribudn, para toda # j. Cuandof2 es un conjunto
numérico, decimos que lo&; son mumeros aleatorios. Existen tablas con realizaciones de esta
sucesbn paral/,, Us, ..., Uy, dondeM es un iimero grande. La mayiar de estas tablas considera
Q = {0,1,2,...,9}, agrupando los imeros de a 5. Esto facilita la lectura y tiene una ventaja
adicional que explicamos a continuaici

Si interpretamos al arreglo de Bimeros como unmero de 5 cifras, o seg, = 10*U; +
103U, + 10%U3 + 10U, + Us, se verifica qué’; tiene una distribuéin uniforme entr@ y 99999.
En efecto, el Teorema 2.9.1 muestra que los valares (u;, ug, us, u4, us) del vector aleatorio
(U1, Us, Us, Uy, Us) son equiprobables 4 esé en correspondencia biwoca cony; = 10%u; +
103UQ+IOQU3+1OU4—|—U5. AnotandoY}H = 104U5t+1 +103U5t+2+102U5t+3+10U5t+4—|—U5t+5,
t=0,1,2,...seobtiene unasucésiYi, Ys, ... de variables aleatorias uniformemente distribuidas
entre0 y 99999.

La independencia de Id$; y el Teorema 2.8.4 implican qud, Y», ... son i.i.d. Por otra parte,
Z; = 107°Y; tiene resultados equiprobablé$0000, 0,00001, .. .,0,99998,0,99999. Esto difiere
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muy poco de la elecén de un punto al azar en un segmento recto de largo 1, el que se modela
por una variable continu® con valores en0, 1]. Si se dispone d& y se trunca el amero a 5
decimales se obtierté y |[U — V| < 0,00001.

Este procedimiento de agrupanide cifras permite usar una urna con 10 fichas en vez de una
urna conl0° fichas, un ahorro substancial. Si la urna tiene fichas numeradas dtal\hay ellas
se agrupan en arreglos déichas cada una = 9, » = 5 en el caso reéin analizado), se obtiene
una sucesin i.i.d. de variables aleatorias uniformemente distribuidas sabie 2, ..., N" —1}. El
casoN = 2 es especialmente importante a nivel computacional. Adeen este cast);, Us, . ..
pueden generarsesfcamente lanzando una moneda.

2.9.3.2. Simuladdn de variables i.i.d.

En la Secdin 1.3.3 vimos émo simular cualquier distribu@n de probabilidad finita. En el
lenguaje de variables aleatorias, se disponé& dmn funcbn de probabilidad constante sobre el
conjunto2 de cardinalidadV. Fisicamentel/ es representable por la ficha extraida de una urna de
N fichas y se genera la variable aleatoXianedianteX = g(U). La funcibn g se define identifican-
do{u/g(u) = =} con el conjunto de fichas para las gkie= =. El muestreo con reposém genera
las sucesiones de variables independiebted/s, ... y X1, Xo,.... La variableX; se obtiene de
U; por el mismo procedimiento usado para genéfa partir deU, es decir,X; = ¢g(U;). La inde-
pendencia de 108; y el Teorema 2.8.4 implican qu€;, X», ... son independientes. Conigy U;
tienen la misma distribuon, lo propio ocurre coX; y X;, de modo que las variables;, Xo, . ..
son i.i.d.

Hemos demostradofague se puede simular variables aleatorias finitas i.i.d. a partinneros
aleatorios o de lanzamientos de una moneda equilibrada.

Ejemplo 2.9.2 Simular una muestra aleatoria de t&o&00, con reemplazo, de una
poblacbn subdividida en categas A, B, C, D, E, F, con las proporciones individua-
les y acumuladas dadas en la siguiente tabla:

Categora | Prob. categ] Prob. acum. 100 x Prob. acum.
A 0.06 0.06 6
B 0.12 0.18 18
C 0.15 0.33 33
D 0.28 0.61 61
E 0.20 0.81 81
F 0.19 1.00 100

Se generan(meros al azar entf@® y 99 usando una tabla dé&imeros aleatorios y se
hace la asignadin
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1-6

7-18
19-33
34-61
62-81
82-99, 00

TmOOm>

Por ejemplo, si los 10immeros obtenidos de la tabla fueran 72, 75, 28, 93, 64, 02, 15,
08, 54 y 18, se obtienen las letras que se indica:

72 75 28 93 64 02 15 08 54 18
E E C F E A A A D B

La simulacén da una muestra con 3 personas de la cai@gqrl de laB, 1 delaC, 1
delaD,3delaEyldelaF.

Ejemplo 2.9.3 Hoy en da las tablas deimmeros aleatorios han sido reemplazadas por
programas computacionales, que pueden generar milesnderas al azar en fraccio-
nes de segundo. En vez diemeros enteros se generan decimales con un ciénero

de dgitos. Si(T;, i = 1,2,...) son i.i.d. con distribué@n uniforme en(0,1,..., N —

1}, las variable€/; = %t son uniformes en el conjun{®, 4, ..., %=1} SiN = 107,

los elementos de este conjunto son laseros reale8 < u; < 1, redondeados hacia
abajo con 8lo r digitos. La variabld/; satisface la igualdaé’(a« < U < b) = b — aq,

con un excelente grado de aproxintatiLos computadores y calculadoras dices
generan una sucési Uy, Us, . .. de variables i.i.d. con distribumn uniforme eno, 1],

lo que significa que satisfacét(a < U; < b) = b — a. El arte de la simuladhn consis-

te en simular sistemas probdbilcos nds complejos usando un generador de variables
uniformes.

A modo de ejemplo, para simular la muestra aleatoria del Ejemplo 2.9.2 usando un
generador de uniformes, una posible regla es:

X;=A si  0<U;<0,06
X;=B si 0,06<U; <0,18
X;=C si 0,18<U; <0,33
X;=D si 0,33<U; <061
X;=E si 061<U <081
X;=F si 081<U; <1,00
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2.10. Problemas

1. Un dado se lanza dos veces, independientemente. Dado que lodassditaambos lanza-
mientos fueron distintos, calcule la probabilidad condicional que

() al menos uno de losimeros fue 6.
(b) la suma de losimeros es 8.

2. En una pregunta con alternativas, la probabilidad que un alumno sexsplesta es. Ha-
biendom alternativas, si el alumno sabe la respuesta, responde correctame pi@babili-
dad 1; en caso contrario, el alumno escoge una respuesta al agargidael alumno dio la
respuesta correcta, @Aes la probabilidad quel haya sabido la respuesta?

3. Suponga que elimero de accidentes en uradle semana cualquiera entre Lunes y Jueves
tiene la siguiente funon probabilidadp(0) = 0,7, p(1) = 0,2, p(2) = 0,1. Analogamente,
de Viernes a Domingo estas probabilidades cambiaf®a= 0,5, p(1) = 0,3, p(2) = 0,2.
Suponga que elimero de accidentes eieg distintos son independientes.

(a) Describa el espacio muestral adecuado para el problema y utilicebtedigpde inde-
pendencia para asignar la probabilidad de cada punto del espacioahuestr

(b) Calcule la probabilidad que elimero total de accidentes en una semana sea (i) Igual a
2. (ii) Al menos 2.

4. Un modelo probaltico muy simple para estudiar el tiempo atnéosfo clasifica cadaid
comosecoo himedo Se supone luego que el tiempo de ma nana ggral al de hoy con
probabilidad),8. Sabiendo que elid 15 de Mayo fue seco:

(a) Asigne las probabilidades a cada uno de los 8 escenarios positded fampo en los
proximos 3 das.
(b) Calcule la probabilidad que el segunda dea seco.
(c) Calcule la probabilidad que exactamente das dean secos.
5. Dos deportistas disparan sucesivamente a un blanco. Las probasliadcertar en el pri-
mer disparo son 0.4 y 0.5 respectivamente. Estas probabilidades se inzne®e 0.05 para

cada uno, en los disparos sucesivos.& @s la probabilidad que el primer disparo haya sido
efectuado por el primer deportista dado que el blanco fue acertadgeim® disparo?.

6. Considere una urna que contiene doce fichas de las cuales odblarscas. Una muestra de
cuatro fichas es elegida sin reemplazo.
(a) Calcule la probabilidad que la primera y la tercera ficha extraidas tmarab.
(b) Calcule la probabilidad que exactamente tres de las fichas sean blancas

(c) ¢Cul es la probabilidad condicional que la primera y la tercera ficha extraeks
blancas, dado que la muestra codegxactamente tres fichas blancas?.

(d) Repita lo anterior suponiendo que despae cada extradm la ficha se restituye a la
urna.
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7. Tres cajas A, B y C contienen instrumentos nacionales (N) e importaddsa(Eomposi-
cibonde A, By Ces 2Ny 4l, 8Ny 4],y 1N y 3l respectivamente. Se seleecadrazar un
instrumento de una caja elegida al azar.

(a) ¢Cual es la probabilidad de obtener un instrumento nacional?.

(b) Si el instrumento seleccionado es nacional, calcule la probabilidagrquenga de la
caja A.

8. Con las mismas cajas del Problema 7, suponga que se selecciona uneansiral azar de
cada una de las cajas y que exactamente dos de ellos resultan ser nacip@Galees la
probabilidad qué&ste provenga de la caja A?.

9. Una compa ta de seguros clasifica a las personas en una de tres ¢ategbajo riesgo,
riesgo medio y alto riesgo. Sus registros indican que la probabilidad querksanas tengan
un accidente durante el a no son 0.05, 0.15, 0.30, respectivament20Sbale la pobladn
es de bajo riesgo, el 50 % de riesgo medio, y el 30 % de alto riesgal, gla propordn de
personas que tienen accidentes en un a no fijo?. Siilzagomada por A no tuvo accidentes
en 1992, ¢ cal es la probabilidad que esta persona haya sido de bajo riesgo enase an

10. Suponga que un dado se lanza una ve. & el resultado del lanzamiento, entonBés’ =
i) =pi,i=1,2,3,4,5,6. SiN = i una moneda equilibrada se lanzeeces. Encontrar la
probabilidad condicional qu& sea impar dado que se obtuvo al menos una cara.
ip1+Eps+aips

Resp : - . —
P T T pt Tpat Bpat pst Spe

11. Suponga que lanzamos una monedeeces con probabilidag de obtener una cara g
de obtener un sello en cada lanzamiento. Suponga &slgoe todos los lanzamientos son
independientes. Se&%, la variable aleatoria que cuenta élmero de caras obtenidas enios
lanzamientos. Encuentie(S,, > 3|S,, > 1).

n—1 n—2

—3n(n—1)p%q
1—q™

1—q"—npq

Resp :

12. Suponga que un dado equilibrado se lanza una vez. Si salemerm impar, una moneda
honesta se lanza repetidamente; si saleiimaro par una moneda sesgada con probabilidad
de obtener carp # % se lanza repetidamente (los lanzamientos de la moneda son indepen-
dientes en cada caso). Si leprimeros resultados son caras, @as la probabilidad que una
moneda insesgada haya sido usada?.

1
. on+1
R@Sp . m .
on+1 2 p

13. Suponga se tiene una urna con bolitas blancas y negras, sumatutal e n bolitas, y
se extraen bolitas con reemplazo de dicha urna. Si se tiaertnacciones y se observan
bolitas blancas, ¢ @lies la probabilidad que la urna tengédosbolitas blancas?

14. La probabilidad que un pan de pascua contenga exactameateas est dada pomp, =
Ak;fk, k = 0,1,2,.... Suponga que por cada pasa que contiene este pan de pascua, una
moneda con probabilidad de carae lanza. Si sale cara, Ud. se come la pasa, y si sale sello,
Ud. la guarda para algp amigo. ¢, Cal es la probabilidad que Ud. coma exactamerpiasas®?.

¢,Cual es el rango de valores para.
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15. Sea),, la probabilidad que en lanzamientos de una moneda regular no aparezcan corridas
de tres caras sucesivas. Demuestre que:

1 1 1
Qn = Qanl + ZQn72 + anf&
sabiendo qué)y = Q1 = @2 = 1. Encontrar)s.

16. Como un modelo simplificado para predecir el tiempo atériasf, se supone que el tiempo
(seco o lamedo) para ma nana &agual al de hoy con probabilidad Si el tiempo atmofri-
co el primero de Enero fue seco, demostrar Bda probabilidad que llueva dias despés,
satisface la relabn

P,=2p—1)P,—1+ (1 —p), n>1,

con Py = 1. Demuestre adeas que
11 "

17. Una jaula A contiene cinco aves blancas y siete aves negras. La jaafdi@ne tres blancas
y doce negras. Se lanza una moneda al aire. Si el resultado esmtarsges un ave de A
es seleccionada, mientras que si el resultado es sello, se selecciona d& la jaula B.
Suponga que el ave seleccionada es blancaal¢€ula probabilidad que la moneda haya
mostrado cara?.

Resp : %

18. Una urna contien®&y fichas negras W fichas azules. Se selecciona una ficha al azar, y se la
devuelve a la urna, junto cafl fichas adicionales del mismo color. Se selecciona ahora una
segunda ficha al azar. Demuestre que la probabilidad que la primeraffichegra, dado que

la segunda fue azul q%m.

19. Hay tres monedas en una caja. Una de ellas tiene dos caras, la abranat § la tercera
muestra cara con probabilidad 75 %. Dado que cuando se elige una deslasomedas al
azar y se lanza el resultado es cara, calcule la probabilida@dgiaesea la moneda de dos
caras.

Resp : %.

20. Dos holas se eligen aleatoriamente desde una urna que contiendaoudas bcuatro negras
y dos amarillas. Suponga que ganamos $2 por cada bola negra seldacipaaemos $1
por cada bola blanca seleccionada, y que no hay cambios si se sedeac@hola amarilla.
Determine los posibles valores que se pueden obtener, y calcule labipdaloies correspon-

dientes.
Respi k4 2 1 0 -1 -2
. [§] 8 32 T 16 28
P(k) o1 o1 o1 o1 91 o1
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21. Un comprador de transistores adquiestos en lotes de 20, y es suifioh inspeccionar
cuatro transistores elegidos aleatoriamente desde un lote y aceptar elldoterge si los
cuatro esin buenos. Si cada componente de un lote es, independientementijatefeon
probabilidad 0.1, ¢ @l es la propordn de lotes rechazados?.

Resp : 0,3439
Desafos

22. Unamaleta contieneesferas blancashnegras. Las esferas se eligen de la maleta de acuerdo
a la siguiente regla:

a.- Una esfera se elige al azar y se elimina.

b.- Una segunda esfera se elige a contiriracsi su color es distinto al de la primeesta
es sustituida en la maleta y se repite el proceso del comienzo. Si el colaragsligle
la primera, la esfera se eliminay se comienza desde el punto b.

En otras palabras, las esferas son muestreadas y eliminadas hastargeeiocambio de
color, en tal caso laltima esfera es devuelta a la maleta, y el proceso comienza de nuevo.
Denote porP,, la probabilidad que laltima esfera en la maleta sea blanca. Demostrar que:

1
Pab:§

Hint: Use inducadn sobrek = a + b.

23. Un dado A tiene cuatro caras rojas y dos caras blancas, por dteaupadado B tiene dos
caras rojas y cuatro caras blancas. Una moneda es lanzada uneelees@itado es cara, el
juego continua con el dado A, si es sello, el dado B es usado.

a.- Demuestre que la probabilidad que salga una cara r(%ja es

b.- Si en los primeros dos lanzamientos aparece la cara de color rofdegda probabili-
dad que en el tercer lanzamiento la cara sea roja?.

c.- Sielrojo aparece en los dos primeros lanzamientogl gsda probabilidad que se haya
usado el dado A?.

Resp : b)3; c)%

24. Sungase que losids son clasificados en “Soleados” y “Nublados”, y que las condicio-
nes del clima en ma nanas sucesivas forman una cadena de Markokobabifidades de
transicbn estacionarias. Suponiendo que la matriz de trarsgea:

Soleado| Nublado

Soleado 0.7 0.3

Nublado 0.6 0.4
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a.- Siun da esta nublado, ¢ ales la probabilidad que éshublado al th siguiente?.

b.- Siun da es soleado, ¢ ales la probabilidad que los dogd que siguen sean soleados?.

c.- Si un da esta nublado, ¢albes la probabilidad que al menos uno de los ties gi-
guientes eg&t soleado?.
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Capitulo 3

Variables Aleatorias

En este caipulo desarrollamos con mayor profundidad algunos temas que ya fuersenpa-
dos en los cdtulos previos. Ag en la Secdin 1.4.3 discutimos el concepto de variable@minos
de una poblaéin finita, distinguiendo tipos de variables. Por otra parte, una muestraral@zna
poblacbn finita transforma las probabilidades de los sucesos en proporciemtes de la pobladin
finita. De esta forma, la construéci y descripdn de distribuciones de probabilidad &bitima-
mente ligada al estudio de poblaciones en esta pdilacin paso aliinite arroja luz sobre las
variables continuas. Un subproducto importante del estudio de pobladioites es que permite
visualizar concretamente a una variable como una fundefinida para una poblaci, lo que hace
mas natural la definiéin abstracta de variable aleatoria. La primera $ectiata la descripoin de
proporciones para variables discretas y continuas, lo que proparngianbase intuitiva para atacar
problemas probahticos.

3.1. Descripcon de Proporciones en una Poblaéin

Continuamos & el estudio iniciado en la Seéai 1.4.3 sobre el concepto de variable en el
contexto de una poblam finita. Examinamos ahora la descrimtide poblaciones para distintos
tipos de variables. Para ilustrar las ideas continuamos el ejemplo de dicianséonde se mues-
tran las 10 primeragreas de un archivo computacional. Supondremos ahora una [owbikecgran
tama no, digamos cien mil personas, de la cual se ha extraido una mueganadg 800 personas.
Dada la peque na fra@m de muestreo, hay poca diferencia entre el muestreo sin y con réposici
Adoptando estéltimo supuesto, para cada columna de la tabla de datos, las 500 componentes p
den ser consideradas como una realizade 500 variables i.i.d., cuya distrib@nicorun coincide
con la distribuadbn de proporciones en la poblani Por razones de espacio, la Tabla 3.1.1 muestra
sblo las 100 primerasneas del archivo de datos, pero algunos resultados se obtienerizsbbse
de la muestra completa de tama no 500.

Por la manera de generar la inforntathay simefia entre los individuos, es decir, una reorde-
nacbn arbitraria de las filas de la tabla no debiera afectar las conclusiomegréparte, el amero
de filas de la tabla coincide con el tama no de la muestra, el qusgsto a limitaciones de tiempo
y presupuesto. En consecuencia, conviene caracterizar el comporta de las variables prescin-
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diendo del tama no de la pobléaai Los promedios ariti@ticos y las proporciones son f@aenes
sencillos que tienen estas caragsticas deseables.

Por descripciones entendemos tant@maros, tablas nuanicas o a los gficos correspondien-
tes, los que vaan se@n el tipo de variable. Los ejemplos que se exhiben a contitnaa refieren
alos datos de la Tabla 3.1.1. La clasifiéacde variables se aplica targhia las variables aleatorias
y las probabilidades se describen de manegadoga a las proporciones.

Identificador Comuna Nivel Socio Tamano N Consultas Sexo Peso

Ecorbmico  Familia Medicas (kg)

1 A 1 3 3 M 74.8
2 A 1 3 2 F 54.2
3 A 1 4 4 M 69.7
4 A 3 4 2 F 58.4
5 C 3 3 8 M 64.6
6 C 4 3 1 F 64.5
7 B 2 3 6 M 72.1
8 A 3 2 2 F 66.0
9 C 3 1 4 M 71.6
12 A 2 2 2 M 72.9
13 A 1 6 5 F 46.3
14 B 2 3 4 F 56.3
15 A 1 6 4 F 52.2
16 B 1 5 4 F 62.0
17 B 5 1 4 F 66.3
18 A 2 3 5 M 77.3
19 B 1 7 9 M 79.4
20 A 1 5 2 M 70.1
21 A 2 4 6 F 63.9
22 A 2 2 3 F 61.5
23 A 1 5 0 F 57.8
24 A 3 1 5 M 69.3
25 A 2 3 5 M 86.3
26 A 2 1 2 M 78.3
27 B 3 1 1 M 73.9
28 A 2 4 5 F 55.0
29 B 2 3 4 F 72.3
30 B 4 1 1 M 76.6
31 A 2 2 4 M 71.0
32 A 1 3 1 F 57.7
33 B 2 2 4 M 71.8
34 A 1 3 2 M 73.7
35 A 2 1 2 M 7.7
36 A 3 2 7 F 58.5
37 C 4 2 3 F 58.9
38 A 1 4 3 F 67.0
39 A 1 6 3 F 57.5
40 C 1 5 7 M 79.9
41 B 3 4 7 M 74.9
42 B 3 1 4 F 54.8
43 C 4 3 1 M 79.7
44 B 2 3 4 F 72.1

contiria en la siguienteggina
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Identificador Comuna Nivel Socio Tamano N Consultas Sexo Peso

Ecormbmico  Familia

Medicas (kg)

45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93

O>PT>O>OZ>O2Z20>O0ODDOO0O>P>POZ>I>P>EOO>2>I>>OI>I>>O0>P22>22>200>2>>2>200EO0>
ONDNWRAPRPRWRPNAPRPRPRPORPRNOWPRPORP NP ERPAOPRPONENNNNNQRPRPPRPRAORPNRPPRENRRLEPR
RPNRPNPFRPONNPPRPNOOPOAOPRPRNORARPRPR PP OOWAONRPRWOWPRPRWOMANRPEPpMDOPMTTOODDEREDPANNNyOIO MW

50.4
67.0
76.0
64.0
76.6
65.3
64.2
78.6
60.4
57.5
79.6
54.4
58.4
73.7
73.8
75.4
75.0
55.4
71.4
58.2
87.2
72.9
78.3
815
83.6
57.9
58.4
70.0
69.6
57.7
56.8
48.1
54.9
79.6
69.5
59.8
67.6
58.2
52.7
68.2
54.3
55.9
62.0
57.9
64.3
71.8
79.6
61.5
52.9

GTWNOUIOWRNRUDUNNNANDWORORLRWNNNNWOORARMWNNDNROONDWRNOUAN
T ZZZ1TATTATNTATNMAZIZZI T TTAEE T2 q8nEEZTNm2nnEnnZnSnom
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Identificador Comuna Nivel Socio Tamano N Consultas Sexo Peso

Ecorbmico  Familia Medicas (ka)
94 B 1 3 3 F 54.4
95 A 1 4 5 F 59.6
96 A 1 5 9 F 59.7
97 A 1 5 2 F 56.4
98 B 1 6 7 M 70.6
99 A 4 2 4 F 54.7
100 A 1 6 4 F 61.6

Cuadro 3.1.1: Variables para subpobfacde 100 individuos

Para una variable catedca, la descripéin es obvia. Simplemente se indica la propanco
porcentaje para cada categorPara una variable binaria basta la progmr@orrespondiente a una
de las dos categ@s. Cuando las catedas esin ordenadas se pueden calcular, agmropor-
ciones acumuladas. La representacgiafica depende mucho del ingenio, siendo tradicional los
diagramas de barra o de torta, que frecuentemente aparecenaatiqusry revistas.

Una variable discreta se puede tratar como ordinal, siendo tradicional nuiieas o barras
delgadas, para enfatizar que los valores intermedios carecen de sergidh5 miembros en una
familia. Los géficos en la Figura 3.1.1 representan al tama no de grupo familiango de visitas
médicas.

No es conveniente hacer lo mismo con una variable contiupor la proliferacbn de barras
y el hecho que si: se expresa con muchos decimales, todas las proporciodesrsay peque nas.
De hecho, si el valor no aparece en la tabla, la propdanmicorrespondiente sergual a cero. Esto
muestra que los valores individuales no tienen &gelirecto, y que lo relevante son las proporciones
correspondientes a ciertos intervalos. Para resumir la infoémaconviene tomar una partici o
una sucesin creciente de intervalos. En ambos casos se elige una@uoedienada delimeros
realesi—oo = tg < t; < --- < tj_1 < t; < --- < t,_1 < t, = oo. La particbn generada
es(Ai,...,A,), conAd; = (tj—1,t;]. La sucesin creciente eatformada por los conjunta8; =
(—o0,t5],7 =1,...,r. Denotando pog; y @; a las proporciones correspondientes a los intervalos
A;y Bj respectivamente, se tienen las relaciones

Qi=Qi1+q, ¢G=Q-Qi1, Q=) am

Podemos construir ahora dosaficos asociados.

= Proporciones acumuladasSe grafican los puntds;, Q;) paraj = 1,...,r—1 (uniéndolos
opcionalmente por segmentos lineales).

= Histograma. Se construye una furim constante dentro de cada, de modo que su gfico
tiene forma de escalera. Se elige el valpgue toma la funéin dentro ded;, como

45
di =cX

! ti—tj—1’
dondec se calcula de tal forma que la propdneig; coincida con ehreabajo el pelda no
correspondiente. El gfico de esta funén se denominhistograma.Se sugiere al lector ve-

rificar que elarea total bajo la escalera es 1 y que la fanaiuyo gafico es el histograma
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Numero de consultas medicas

T T T T T
0z°0 ST'0 0oT’0 S0°0 00

sauolaiodold

4
Tamano grupo familiar

T T T T
0z'o ST0 oT'o S0'0

sauoaiodold

Figura 3.1.1: Tama no de grupo familiar ymero de visitas &dicas en Tabla 3.1.1.

coincide con la derivada de la fubei, cuyo géfico es la poligonal descrita para las propor-
ciones acumuladas.

La Figura 3.1.2 muestra el histograma de la variable peso, construido alpddipobladn de
500 individuos, de los cuales la Tabla 3.1.1 muestra a 100 de ellos. Saperjali histograma hay
una curva suave, que posteriormente vincularemos a ladiugieinsidad de probabilidad. Laseas
bajo esta curva tamén aproximan a las proporciones en un intervalo dado. La Figura 3.1t8 rep
lo anterior, separadamente para hombres y mujeres. Invitamos al lectigpanpr una explicadn
para la forma de estos&jicos.

Elijamos a lost; como los valores distintos que una variablealcanza en la tabla de datos,
ordenados de menor a mayor, y supongamos que la tabla tiene muchasfitees, los valores
consecutivos de la variable estarmuy pbximos uno de otro y el @fico de proporciones acumu-
ladas se aproximarbien por una curva suave, que crece desde 0 hasta 1, a medidampraaau
el valor dex de la variable. Tal curva es el&fico de cierta funéin F', y la proporcon «(a, b) de
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Figura 3.1.2: Histograma de la variable peso en la Tabla 3.1.1.

individuos que satisfacan< = < b se puede aproximar por

m(a,b) = F(b) — F(a). (3.1.2)
Procediendo del mismo modo, el histograma se aproxitnian por el gafico de cierta funéin
no negativaf, tal queareas bajo la curva aproximen a las proporciones. Las curvas sep&ap a

los histogramas en las Figuras 3.1.2 'y 3.1.3 safigys de una funbn f. Analiticamente lagireas
bajo una curva son integrales, de modo que

b
(a,b) = / f(@)da. (3.1.2)

3.2. \Variable Aleatoria y su Distribucion de Probabilidad

3.2.1. Variable Aleatoria como Funcon

Hasta ahora, las variables han aparecido primariamente para ayudaireetieesultado de un
experimento y, por tanto, en la elegoidel espacio muestrél. Tanto los elementas € 2 como
los subconjuntos (sucesos) de igtesuelen describirse eerininos de los valores;, xo, . .., x,
de ciertas variablesriginales a las que denotamos por las letras treoulas correspondientes.
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Peso de hombres

Peso de mujeres

Figura 3.1.3: Histograma de la variable peso, separado por sexo, dnlde8Th 1.

Cuando el resultade coincide con el valor: de X, se asignan directamente probabilidades a los
elementos del conjuntd’ de valores posibles de esta variable. Cuando no es abemno calcular

las probabilidadepx (z) = P(X = z), una posible ia de soludn es escribi: = h(w), donde

w es el resultado de cierto experimento, asignar probabilidades a lomguttos de2 y deducir
P(X = z). SiQ es finito o numerable, basta asignar las probabilidades = P({w}) y obtener

px (z) como suma de las probabilidades de los casos favorables. En otragpalabr

px(x)= Y pw)

weQ / h(w)=z

En el importante caso de la elegoideunindividuo, al azar, de una poblaxci finita de tama ndv,

lo natural es toma®2 = {1, 2, ..., N}, dondew identifica al individuo seleccionado. Por bipsis,
cadaw tiene probabilidad}v y de aql se deduce qu#&(X = z) coincide con una proporn
poblacional. Si imaginamos una tabla de datos para toda la pobjazida variable se representa
por una columna de esa tabla o por una fandjue le asigna a el valor de la variable para el
individuo con identificadow.

Cuando las variables de iné& sonX, Xo, ..., Xk, es natural elegiv = (z1,zo,...,xg).
Con esta elecon, la variableX; corresponde a la funmh que asigna a cada arreglo de latgo
su i-ésima componente. Por otra parte, el vajade cualquier variable de intesY debe estar
determinada pap, es decir, debe existir una fudcig para la cuay = g(z1,z2,...,z,). En este
esquema, denominamos a lésvariablesoriginales o primariasmientras que & la denominamos
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variablederivada o secundarig la denotamos poy” = g(X1, Xo,...,X,,). Cuando las variables
X; son discretas, i.e. elimero de valores posibles es finito o numerable, se tiene

= El espacio muestrd? es numerable.
= Toda variable derivada es discreta.

= Denotando pop(x) = p(x1,x2,...,x%) aP(X] = 21, X2 = x9,..., X = ), lafuncidn
de probabilidaghy (y) se obtiene mediante

py)= Y. p).

x / g(x)=y

Si se toma &) como el conjunto de los arreglasposibles, la funén g tiene dominicf.
Motivados por la discuén anterior, entregamos una defiditiabstracta de variable aleatoria.

Definicion 3.2.1 Unavariable aleatoriaes una funén definida sobre el espacio muestialcon
valores en el conjunt&’.

Notacion: Si el valor de la variable aleatoria se denota por una letréasaina, la variable se denota
por la letra mayscula correspondiente. Normalmente se utilizatiltimas letras del alfabeto. Con
esta convendin escribimost = X (w). El suceso: “el valorr de X pertenece al conjunt® se
denota potX € B. CuandoB = {z} se simplifica la notaéin a{X = z} 0 X = z. Hacemos
notar que utilizamos la misma letra para denotar un valioicierto (antes de conocer el resultado
del experimento). Una vez conocido el resultagcel valor de la variable es = X (w), donde
usamos la letra&X’ para representar una fubai. El suceso correspondiente a que el valae la
variable X satisfaga un conjunto de condiciones se escribe reemplazapdo.X. Por ejemplo,
P(X? -5X +6 < 0) es la probabilidad que el valerde la variableX satisfagar? — 5z +6 < 0,
osea2 <r <3.Asi P(X? -5X +6<0)=P(2< X <3).

Definicion 3.2.2 Dada una variable aleatoria definida sobré?2, con valores e, la distribucon
de probabilidadnducidapor X sobreX se define, para un evenfd C X como:

Px(B) = P(X~'(B)), (3.2.1)

dondeX}(B) = {w € Q/ X(w) € B} es un evento ef?, y P es la distribuddn de probabilidad
definida sobré).

Se denomina tamén aPx distribucion de probabilidad distribucion de la variable aleatoriX .

Con la convendin notacional adoptad@x (B) = P(X € B), es decir, es la probabilidad que
el valor deX ese contenido er3. Conocer la distribuéin de probabilidad de una variable aleatoria
equivale a conocer la probabilidad que el valor’desg contenido erB, para todo sucesB. La
relacbn basica es que el sucegd en el espacio muestral ocurre si y 6lo si ocurre el suceso
X~(B)) en el espacio muestrel. Esteliltimo corresponde a la ocurrencia de un resultado(?,
tal queX (w) € B.
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En general, especificd?y directamente es una tareaidif. En el Cajitulo 1 vimos que en el
caso particular qu&’ es un conjunto finito o numerable, las probabilidades quedan determinadas
por la funcbn de probabilidagyx, definida por

px(z) = Px({z}) = P({w € @/ X(w) = ).

La funcibn px debe ser no negativa y la suma de sus valores ser igual a 1.

Ejemplo 3.2.1 Considere 10 lanzamientos sucesivos de una moneda (en forma inde-
pendiente). Si esto es todo lo que sabemos,de natural es escribir el resultado como
la 10-tupla(C, C, S,C, S, S,S,C,C,S) o similar, lo que equivale a elegir como es-
pacio muestral & = {C, S}!°, que contien@!'® = 1024 elementos. El amero de
sucesos, es decir, elimero de subconjuntos @& asciende a la escalofriante cifra de
21024 Afortunadamente, la probabilidad de cualquiera de ellos es calculaliecie-

mos las probabilidades de los 1024 sucesos elemeqtajesno todos los sucesos son
de inteés. Tipicamente, aquellos de inésr se pueden expresar émtinos del valor:

de alguna variable. Las preguntaésiabituales se relacionan con ehrero de caras

o sellos obtenidos. Por ejemplet nUmero de caras es superior al numero de setlos

El nimero de sellos es superior &€ expresan e@tminos de la variabl& : nUmero

total de caraspor X > 50 X < 2 respectivamente. En estas circunstancias, parece
atractivo utilizarX = {1,2,...,10} como un espacio muestral alternativ®adada

su menor complejidad. Sin embargo, resulta poco claro como asignar {ictdus a

los valorest € X', mientras que la probabilidad de cadas nas facil de obtener.

Como el valor der esh determinado por el de, debe existir una funén h, tal
quez = h(w). Asi, por ejemplo, tenemos queC,C, S,C, S, S,S,C,C,S) = 5,
h(s,s,s,s,S,S,5S,5,5,5) = 0, h(S,C,C,C,S,C,S,C,S,S) = 5, etc. La defi-
nicibn abstracta identifica a la variahlé con esta funén. Un peque no cambio de
notacbn simplifica la escritura. Denotemos pgra lai -€sima componente del arre-
glow € Qy consideremos; como valor de una variabl&;, que toma el valot’ si
aparece cara en elesimo lanzamiento, ¥ si sale selloX1, Xo, ..., X109 son las va-
riables originales y sus valores determiname esta form& = g(X;, Xo, ..., X19).
Podemos definir otras variables derivadas:

= La variableY;, que asigna el valay; = 1, cuando lai-ésima moneda sale caray
sello en caso contrario. En este cagQypo, - - . , y10 determinan, a su vez,

= 7 =n0mero total de sellos. Para caddos valores de y z satisfacerr+z = 10,
de modo que&Z = g(X) =10 — X.

= La variableX se puede escribir &3 facilmente en funéin de losY; que de los

10
X;. En efectoX = > Y;.
=1

Supongamos que la moneda tiene probabiljddd salir cara, y = 1—p de salir sello.
El supuesto de independencia entre los lanzamientos de la moneda ip{plica=
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P({w}) = p*¢'°~*, donder = h(w) = X (w) es el rimero de caras. De aiqu

px(z) = P(X =x)
= > pw)
w€eN/ h(w)=z
10
— ( >pxq10—x’
X
dondex € {0,1,...,10}, el conjunto imagen d& .

Ejemplo 3.2.2 Considere el juego de LOTO,.¥ definido como el imero de aciertos
en una cartilla seleccionada al azar. El espacio mudstrahsiste de§366) = 1,947,792
posibles cartillas, mientras qué esa simplemente dado pg0, 1,...,6}. Es razona-
ble suponer que los elementos @eson todos equiprobables, de modo queaitalo
de la funcon de probabilidad inducidax (z) paraxz € X se reduce a contar casos
favorables. Por ejemplo,

(3) x (%) 20 x 4060

px(3) = (%6) T 1,947,792

= 0,0417

Mas generalmente, y usand@rdicos argumentos, se puede concluir que

©) * ()
®

px(z) = paraz =0,1,...,6.

3.2.2. Conjunto de valores de una variable aleatoria como pacio muestral

En los cafitulos previos, el rol &sico de las variables es definir el espacio muestral. A menudo,
la descripadn del problema no aporta informaai alguna sobre, ya sea las probabilidades sobre
el espacio muestrad?, o las probabilidades inducidas sob¥e Una forma de abordar el problema
es, simplemente, desentendersédg tomarX’ como el espacio muestral. En otras palabras, dada
unaulnica variable de intés X, la eleccon carbnica del espacio muestral 8s= X. Se identifica
entonces la distribuon P sobref) con la distribuadbn inducidaPx sobreX. Formalmente, esto es
un caso particular de la defin@ri general en qu&’ es la funcbn identidad, pero tal punto de vista
es bastante irtil. Toda variable aleatori# se puede representar pgrX ), para cierta fundn g.

Si un estudio previo nos entrega proporciones ieicgs, podemos adoptar a estas frecuencias
como aproximaciones de las probabilidades sobréJna manera de obtener una distriiucde
probabilidad consiste en postular una familia p&tina de probabilidades sobfg, y usar los
datos previos para estimar los @aretros y, por tanto, seleccionar a un miembro de esta familia
como la distribuddn buscada. Los procedimientos de estitdadorman parte de lmferencia Es-
tadistica(no contenidos en este texto), la que constituye értd &rea de aplicadn de la tedia de
probabilidad.
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Sihayn variables de intés, la elecdn cardnica es qué€) sea un conjunto de arreglos,, . . . , z,).
En este caso, la variabl€; corresponde a la fun@in que asigna a cada arregloiséisima com-
ponente y toda variable aleatorfa se puede escribir com@( X1, ..., X,,), para una fundn g
adecuada. Cuando las variabl€sson discretas, y = (z1,...,x,), |0 mismo se aplica a cual-
quier variable aleatori&’, de modo quePy queda determinada por su fudgide probabilidad
py.SIY = g(Xy,...,X,), py(y) es la suma de las probabilidades de(les . .., z,) tales que

g(x1,...,xn) = y.

Ejemplo 3.2.3 Considere un pan de pascua seleccionado al azar, Y seefinido
como el mimero de pasas contenidos en el pan de pascua. El espacio mlgsiral
este caso es el conjunto de todos los posibles panes de pascua quespuairao
seleccionado inicialmente (esto depende de la pdirtaahjetivo de panes de pascua).
El conjuntoX queda representado pfb, 1,2, ...}. Una familia pararétrica bastante
popular es R
v

px(x)=P(X =2) = A ;'
parar = 0,1,2,...,y para algn valor dex > 0 (es fcil verificar que estos valores
son positivos y suman 1). Para usar eétanfula en la pactica, uno requiere estimar el
valor de\. Veremos nas adelante que el contenido promedio de pasas obtenido para
un conjunto de panes es una estimaaiazonable.

Los siguientes ejemplos corresponde’ o numerable. El primero éstelacionado con el
Ejemplo 1.5.3.

Ejemplo 3.2.4 Considere un dardo lanzado al azar sobre un tablero circular de radio
unitario. SeaX la posicbn del dardo al hacer impacto con el tablero, como se indica
en la Figura 3.2.4.

El espacio muestral natural eshael disco unitario, cuya representaticartesiana su-
giere la elecén deX = {(z1,72) € R? /2? + 23 < 1} como espacio muestral. El
vectorw = (z1,x2) es el valor de una variable aleatoria, a la cual se la suele denominar
vector aleatorio La no numerabilidad d& hace imposible asignar probabilidades po-
sitivas a todos los puntos. Para evitar asiastmuy marcadas hay que concluir que la
probabilidad de cada punto es cero. Afortunadamente, los sucesdsrés ifo inclu-

yen conjuntos de urbdo elemento, sino regiones deea positiva. Asignar probabilida-

des para subconjuntos no numerableRtes tema de otro céiplo. Sin embargo, una
traduccbn adecuada de la idea de lanzamiento al azar, es que todos los sub®onjunto
de X de igualarea sean equiprobables. De los axiomas de probabilidad se deduce que
la probabilidad de un sucesbC X es proporcional area deA, esto es:

_aredA) aredA) _ / 1
A

- = = dzydzs.
ared.X) - e

Px(A)

Estalltima expreshn, tenda una importante interpretéci mas adelante.
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(x1,x2)

Figura 3.2.4: Representéai esqueratica del lanzamiento de un dardo.

Ejemplo 3.2.5 Una ampolleta tiene una probabilidadle quemarse al instante de ser
encendida. Sila ampolleta no se quema, entonces se sabe que la prathgbiidabre-
vivat > 0 horas est dada poe—. ¢ Cual es la probabilidad que la ampolleta sobreviva
1 hora de funcionamiento?

Si denotamos poX el tiempo de vida de la ampolleta (esto es, el tiempo que tarda
en quemarse), necesitamos calcub{tX > 1). El espacio muestral se puede tomar
comoX’ = [0, c0). Por las condiciones del problema, sabemosBUuE = 0) = p (si

la ampolleta se quema), y qu& X > t|X > 0) = e~! (cuando la ampolleta no se
quema). Puesto que se quiere saber el valdt(de > 1), el teorema de probabilidades
totales nos permite obtener que:

P(X>1) = P(X>1/X=0)P(X =0)
= 4+P(X >1X >0)P(X >0)
Oxpte ! x(l—p)=(l—p)xel,
gue es lo que quaamos saber.

Note que, a diferencia del ejemplo anterior, hay un punto del espacidnalupse tiene
una probabilidad positivai = 0).
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3.3. Valores Esperados |

3.3.1. Motivacibn

La Ley de los Promedios o Ley de los Granddsm¢ros es un resultado clave de la Taate
Probabilidad. No existe la persona promedio, el alumno promediarbel promedio, sino la altura
promedio, el peso promedio, la renta promedio, (eharo promedio de accidentes, etc., que son
valores de ciertas variables. Lo que se promedia Somenos reales, o bien elementos de un espacio
vectorial (para el cual se puede hablar de combinaciones linealesp ©do espacio vectorial de
dimenson finita es representable pRF y la suma y multiplicadin enR"” se definen componente a
componente, el caso fundamental es el de una variable con valdess teal ey de los Promedios,
discutida informalmente en la Seonil.2.1, refleja el hecho efnjgo que, bajo ciertas condiciones,
los promedios exhiben una gran estabilidad. Si el valor de la variablditatiza en lai-esima
repeticbn se denota pay;, lo que hacemos es considerar ahrero realy; como el valor de una
variable aleatoria. Las condicionépitas bajo las cuales rige la Ley de los Promedios es que las
repeticiones sean independientes y que el experimento se realice bdigiammes semejantes. Esto
se traduce formalmente en la conditi

Las variablesY; son i.i.d.

n

= Z yi, que no es predecible exactamente, de modo que la

=1
incerteza se traduce en la distribiicide la variable aleatoria

1 n
Tn—nz;)/;.
1=

Con esta formulaéin, la Ley de los Promedios se puede formular como un teorema, que se deno
mina Ley de los Grandes(neros. Esencialmente, este teorema afirma que la distribdeiT,,
tiende a concentrasea®s y nés en torno a ciertoimmeroy, a medida que: aumenta:

El promedio der repeticiones es, = 1

P(pp—e < T, < pu+e€) — 1, cuandon tiende ax.

Cuando este valop existe,él esk determinado por la distribu@i comin a todas las variables
Y;. Denotando poly” a una variable aleatoria, cuya distribtieiPy coincide con la de cadg;,

el valor x se denominanedia de la distribué@n Py o valor esperadm esperanza de la variable
aleatoriaY. Se plantea, entonces, el problema de dar una définaliernativa de: o de E(Y")
gue no requiera la repetam indefinida de un experimento. Aparte del ahorro de tiempo y &nerg
esto tiene la ventaja de que el concepto de media o valor esperado nde&l€pda interpretadn
frecuentista.

Para fijar las ideas consideremos el ejemplo pedestre, pero sencillo daltaltzo, — instamos
al lector a hacerlo — que consiste en lanzar repetidamente un dado eduiliBig; es el umero
gue muestra el dado en#ésimo lanzamiento, el gfico det,, versusn presenta inicialmente una
gran inestabilidad, pero para valores grandes tilos los puntos e&h muy cercanos a una recta
horizontal, a una altura aproximada de 3.50. Si anotames 1 si sale un seis ¥; = 0 en caso
contrario, el promedio de log; coincide con lgproporcion p,, de veces que sale un seis en los
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primerosn lanzamientos del dado. Por la interpretecfrecuentistap,, tiene como valorimite a
la probabilidad que salga seis al lanzardado, de modo que el gfico tiende nuevamente a una
recta horizontal, esta vez con una altura igual a la probabilidad que s#gananlanzamiento del
dado. SiZ representa una variable aleatoria con distribnégual a la deZ;, tenemos el importante
resultado:

E(Z)=P(Z=1)

Notemos queZ; = h(Y;), dondeh es la funcdn indicatriz del conjuntd6}. De esta formaZ tiene
la misma distribudn queh(Y) y, por tanto, el mismo valor esperado.iAs

Esta profusin de paentesis motiva la notain simplificadall(Z) = Eh(Y'). Es interesante resaltar
gue los promedios tienen perfecto sentido para cualquier@octon valores reales, sin importar
la naturaleza de su dominio. Si el experimento consistiese en el lanzamiemba adeoneda, con
resultadosy = C'y w = S, las repeticiones del experimento genemamuna suceén de letras que
no se pueden promediar. Sin embargo, si para cada répetiob gana $1000 si sale cara y pierde
500 si sale sello, la ganancia esperada, definida comitelde la ganancia promedio cuando el
nimero de repeticiones tiende a infinito, es el valor esperado de la variedlera definida sobre
Q= {C,S} por

W =1000Siw=C,yW = -500siw = S.

La ganancia promedio en los primerofuegos es

1 , ,
G, = —[1000 x nUmero de caras (—500) x (n- nUmero de carag)
n

= [1000 x proporcbn de caras- (—500) x proporcdn de sellop
— 1000 x P(C) + (=500) x P(S)
= ) p(w)h(w).
donde
h(w) = 1000, siw = C,y h(w) = =500 Siw = S.
La funcion i coincide con la variable aleatori® en la formuladdn abstracta.

En la interpretadn subjetiva de la probabiliddd = {w;, i = 1,..., k} representa el conjunto
de alternativas y:(w) es lautilidad asociada con la alternativa. Esta utilidad no coincide, en
general, con una ganancia monetaria, sino que es un conéeptod. Por definidin, ella es tal que
uno debiera ser indiferente frente a la sit@acincierta que se presenta (por ejemplo, en un juego
de azar o en una invetsi financiera), y una utilidad cierta (segura) cuyo valor coincida cealet
esperado

> p(w)h(w).

weN

La proxima secdn discute érmulas de alculo.
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3.3.2. Formulas para el valor esperado

Cuando el espacio muestfales finito, la brmula para el valor esperado es muy sencilla:

Definicion 3.3.1 Seaf2 un espacio muestral numerable y s€da variable aleatoria con valores
x = h(w), dondeg es real valorada. Blalor esperad®m esperanzale X se denota poE(X), y
est dado por:

E(X)=> pw)h(w), (3.3.1)

wes

donde la suma se interpreta como el valor de una serie cuane® numerable. Si la serie no
converge se dice quE(X) no existe.

En particular, siv = (z1,...,zx) ey = h(x1,...,zL),

E(Y)=EhXy,....Xp)= Y plar,...,x)h(x1,. .., 2). (3.3.2)
(Il,...,xk)EQ

Si la variable aleatoriX es discreta, siend@ arbitrario tenemos una definici alternativa:

Definicion 3.3.2 El valor esperado o esperanza de una variable aleatoeisa dado por:

B(X) = zpx(x), (3.3.3)
TeEX

donde la suma se interpreta como el valor de una serie cudnagume una cantidad numerable
pero no finita de valores. Si la serie no converge se diceg#{u€) no existe.

Teorema 3.3.1Si(2 es numerable, las definiciones (3.3.1) y (3.3.2) son equivalentes.

Demostracbn: La haremos @lo en el caso finito. Basta demostrar que las sumas (3.3.1) tienen el
mismo valor. Como

h(w)=z

(3.3.2) implica

La Gltima expreshn es simplemente la suma en (3.3.1), efectuada en un orden distinto.
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Las formulas (3.3.1) y (3.3.2) son ambas promedios ponderados de ci@rmeyas. Estos
numeros corresponden a los valores de una misma variable, pero, ealgéh8.2) tiene menos
terminos (lo que no significa que seasrfcil de calcular). Si en vez de promediar valoresXe
interesara promediar valores He= g(X), se tiengy = v(w), dondev(w) = g(h(w)). Por lo tanto,

EY) = ) pwpw)

weN

= > upy(y)

yeY

Si X hubiera sido elegido como espacio muestral, la varizblubiese quedado expresada por la
funcibn g. Por (3.3.1) (conX en vez de&?) se obtenda

E(Y)=) px()g(x),

reX

que es nuevamente un promedio ponderado. CBmog(X ) se obtiene

E(9(X)) =Y px(z)g(x).
TeX
En otras palabras el valor esperado de una imde la variable aleatorid es un promedio ponde-
rado, donde losimeros promediados son los valores de la fomgilos pesos son las probabilida-
des de los valores de la variable aleatoria. Por cierto, esto es, esentéllmemsmo que hicimos
anteriormente, cambiando el p@t, X') por el par(X’, ).

Computacionalmente hablando, easrsencillo calcular el valor esperadoXea partir de la
funcién de probabilidagx, que a partir dey. De hechopy (yo) = Eg(X), cong la funcidn
indicatriz deyy.

Cuando no deseamos referirnos al espacio muésted nas convenientdefinir directamente
el valor esperado de una fubaireal valorada de una variable aleatoria:

Definicion 3.3.3 SeaX una variable aleatoria con valores en un conjunto numerabl&eag una
funcion con dominioY y valores erR. El valor esperado dg(X ) est dado por

E(9(X)) =Y px(z)g(x). (3.3.4)

zeX

Teorema 3.3.2SiY = ¢g(X), las definiciones 3.3.2 y 3.3.3 son equivalentes.

Demostracbn: Idéntica a la del Teorema 3.3.1, salvo por cambios notacionales.

Los teoremas de equivalencia se pueden intuir directamente de la intairetacuentista.
Basta pensar en repeticiones del experimento y considerar la prof@orae veces que aparece
cadaw € (), cadar € X' y caday € ). La extenshn a espacios muestrales o variables aleatorias
mas generales, descansa en la idea que cualquier variable se puedmapadecuadamente por
variables finitas.
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Ejemplo 3.3.1 Suponga qu&X verificaX’ = {—2,—1,0, 1,2}, conpx(z) = 0,1, 0.2,
0.3, 0.2, 0.2 respectivamente. Considgre- ¢g(X) = X?2. Entoncesy = {0,1,4},y
py (y) = 0,3,0,4,0,3 respectivamente. Por otra parte, el valor esperado, dalculado
directamente de la defintm es:

EY)=0x034+1x04+4x%0,3=16,
mientras que, usando (3.3.4) se llega a que
B(X)=4x014+1x02+0x0,34+1x02+4x02=1,6,

verificandose dsl Teorema 3.3.2.

Cuando la fundin g es biyectiva, los &lculos se simplifican, pues en este caso tenemos que
{z € X : g(x) = y} es simplemente el singleton (o conjunto cétosun punto){g—*(y)}, y por
lo tanto,

py(y) = px (97 ().
De esta forma (3.3.4) es inmediata.

Ejemplo 3.3.2 SeaX una variable aleatoria con furdci de probabilidad

<Z>pk(1 —p)"*k=0,1,...,n

Entonces, la media = E(X) de la distribuddbn de probabilidad’x se calcula por

Bx) = Y (Z)p’fu _pt

k=0
_ . n! n—k
- kzzl k!(n—k)'pk(l_p)
_ . (’I’L—l)' - n—
= np;(k_l)!(n_k),pk Y1 —pnt
n—1 1
=0~ 7
= np

Del mismo modo,

E(X(X-1) = EX(X-1)
= nk(kfl)- ")pk - pyh
kZ:O <k>p p

= n(n—1)p*
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Si escribimogy(z) = 22 = x + x(z — 1), se tiene

B = Yk ()t
k=0

= > [k(k—1)+ k- <Z>pk(1 —p)"F

k=0
- ki_gk(k 0 (D)t kzzok (1)

= nn—1)p>+np
= (np)* +np(1 — p).

Se observa qué&(X?) > (E(X))?, amenos qug = 0 0 p = 1. Finalmente, conside-
remos la fundn g(z) = z*, dondez es un fimero real o complejo. Tenemos

BEY) = kzzok (1)t

- kzo(k)@z)’“u—p)“
= (L—-p+pz)"

Ejemplo 3.3.3 Si Y tiene funcon de probabilidad
AV exp(—A
py(y) = yp'(), y=0,1,2...,

y t es un fumero real cualquiera,

E(exp(tX)) = > _exp(ty)

= exp(—A)exp(Aexp(t)) = exp(A(exp(t) — 1)),

la que esi definida para cualquier real

3.3.3. Propiedades

A continuacon listamos algunas propiedades del valor esperado, guamea \ali-
das para variables discretas. Se invita al lector a demostrarlas en disasto.

Teorema 3.3.3

Si X = ¢, una constante, entoncé§X) = c. (3.3.5)
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n n

E(Y cigi(X)) =) ciE(gi(X)) (linealidad) (3.3.6)

i=1 =1

Ejemplo 3.3.4 Cuando se quiere adivinar el valor &emediante un ame-

ro reala, el error cometido eX — «. Para deshacerse del potencial signo
negativo podemos usar el valor absoluto o el cuadrado del erteriis

mo es n&s manejable arisicamente. En promedio, el cuadrado de error de
prediccbn esE(X — «)2. Encontrar el valor der que minimice este error
cuadatico medio y el valor fimimo.

Solucion:

E(X —a)® = E(X?-2aX+a?
= E(X?) —2aE(X)+ao?
= o’ —2ua+ B(X?)
= (a—p)?+B(X?) -2
El polinomio ena se minimiza parax = p y el valor ninimo alcanzado
tiene las expresiones alternativas

B(X — p)? = B(X?) — 22

De esta forma, la medjaes la mejor predicéin de X, siempre que acepte-
mos al error cuaético medio como criterio de comparaui

Ejemplo 3.3.5 La distribucbn de X es singtrica con respecto al valér si
X — 0y 6 — X tienen icentica distribud@n. Probar que §t'(X ) = u existe
y la distribucbn de X es singtrica con respecto al valér entonceg:. = 6.

Demostracbn: La igualdad de distribuciones implica la igualdad de las me-
dias. Por lo tantoF (X — 0) = E(0 — X). Por linealidady — 0 =0 — pny
de aqlip = 6.

DefiniendoY; = g;(X), la propiedad de linealidad se escribe

By cYi) =) aB(Y:), (33.7)
que, de hecho, vale para variabl¢sarbitrarias (que no requieren ser funciones de una
misma variableX). Para variables discretas, basta tomar (y1,...,yx) Y definir

gi(x) como el valor de la-ésima componente de Tomanda:; = 1 se obtiene el caso
mas importante:

E(Z Y;) = Z E(Y;), esto esesperanza de la suma = suma de las esperanzas.
(3.3.8)
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3.3.4. Varianzay momentos
Definicion 3.3.4 La varianzade la variable aleatoriX se define como
Var(X) = E (X — E(X))? (3.3.9)

siempre que la esperanza exista. En este caso, se deflasviacbn esdndarde X
como
o(X) =+ Var(X) (3.3.10)

El Ejemplo 3.3.4 muestra que la varianza es el error @iexdr medio de la mejor pre-
diccion de X . Esto sugiere que a mayor varianza corresponde una mayor variabilidad
de X o una mayodispersonde su distribu@n. La unidad de medida de . = E(X)

y deo(X) son icenticas, mientras que las unidades de la varianza son los cuadrados
de las unidades de los valores. El Ejemplo 3.3.4 entrega como subprodfanolda
computacional

Var (X) = BE(X?) — (E(X))? = B(X?) — i°. (3.3.11)
Finalmente, introducimos la nd@ei demomentosle una variable aleatoria.

Definicion 3.3.5 El momento de orden de una variable aleatori&, se define como
po(X) = B(X*), (3.3.12)

provisto que la esperanza correspondiente existampeliento centrado de ordende
X se define como
ma(X) = E(X — E(X))%). (3.3.13)

El momento de orden 1 es simplemente, el valor esperad9, drientras que el mo-
mento centrado de orden 1 es siempre 0, y el momento centrado de ordén\&aes
rianza deX. Usualmente el int&s se centra en momentos de orédedondek es un
entero positivo.

Los valores esperados de funciones de una variable aleatoria se utlizbian en la
definicion de variagunciones generadoratas que estudiamos en las SéccB.8.2 y
3.8.3. El @lculo deEzX y Ee!X en los Ejemplos 3.3.2 y 3.3.3 muestra que la fanci
generadora de probabilidades de la distribndBinomial es((1 — p + pz)"™ y que el
logaritmo de la fund@n generadora de momentos)ésxp(t) — 1).

Ejemplo 3.3.6 El Ejemplo 3.3.2 muestrabeno calcular directamente las
cantidadest X = npy E(X(X — 1)) = n(n — 1)p?. Por linealidadz? =
z(z—1)+ximplicaEX? = n(n—1)p*+np, que coincide con lo obtenido
directamente. Por (3.3.11)Var X = np(1 — p). Finalmente Var % =
p=p) gue converge a 0 cuandotiende aco. Este resultado es relevante

n )

para la Ley de los Grandedisheros.
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3.4. Funcbn de Distribucion Acumulada

Cuando los sucesos de irésrdependen de una variable real, las preguntas relevantes
se pueden formular, a menudo, éminos de intervalos, como por ejemplo: ¢ Tendre-
mMOos ma nana una temperatura superior a 5 grados? a Seflacbn del poximo

mes inferior a 1%? o ¢ Se manteada variacbn delindice Dow-Jones estable entre
-5y +10 puntos?, etc. En estos casosC R y, de hecho, se puede tomar igudRa
asignando probabilidad nula al complementaldeSi se asignhan probabilidades a to-
dos los intervalos, el axioma deaditividad permite determinar aut@tcamente la
probabilidad de todos los subconjuntosRique aparecen en la realidad. En otras pala-
bras, la distribudn de probabilidad®’y queda completamente determinada en cuanto
se conoce el valor dBx para cada intervalo.

A primera vista, lo anterior requerir especificar el tipo de intervalo, e.g. si el intervalo
contiene o0 no suiite izquierdoa o su imite derechd, ad como sia 0 b son o0 no
finitos. Para un tipo dado de intervalo, la probabilidad correspondiepende natu-
ralmente de: y de b, de modo que ella potdr expresarse com@x (a,b) para cierta
funcion G x con dominioR?. Afortunadamente, podemos apelar a un procedimiento
gue es 1lido para cualquier medida positiva, que consiste en considerar prexeame
ciertasprobabilidades acumuladasdeducir a partir de ellas la probabilidad de cual-
quier intervalo. Discutimos este enfoque en laxima secdn.

3.4.1. Definicbny propiedades generales

Para un valor: cualquiera, esin definidas las 4 probabilidades acumulaggX <
), P(X < z), P(X > 2)y P(X > z).Como((X < z),(X >uz)y (X <
x), (X > x)) son pares de sucesos complementarios, se cumplenaitamente las
identidades

P(X>z) = 1-P(X<u2)
PX>z) = 1-P(X<ux).

El problema se reduceiasasignar los valores d&(X < x)ydeP(X < z) paracada
x. Pero, para tode, € R, el sucesaX < zg es el Imite, cuanda: tiende axo, de la
sucesbn creciente de sucesés < z, — 1. La o-aditividad implica queP(X < z)
satisface

1
P(X <o) = lim P(X <ag——).

En consecuencia, basta conocer el valoPd& < x) para todor € R. El resultado
general, es que basta conocer una cualquiera de las probabilidadeslatdas para
todoz € R. Esta discugin motiva la siguiente definian:

Definicion 3.4.1 La funcion de distribudgbn acumulada(f.d.a.), o simplementeun-
cion de distribuodn de la variable aleatoria real valoradlg se define como:

Fx(z) = Px(] —o0,2]) = P(X <z), para—oco <z < 0. (3.4.1)
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Para una funéin 1 definida sobréR y con valores efR utilizaremos la siguiente nota-
cion para losimites que se indican:

h(zd) = lim h(z),
I—)$O+
hzg) < lm h(z)
=T
def 1,
h(co) = CElggloh(;r)
def o,
h(—o0) = xll)r_nooh(x)

La funcibn Fx, para una variable aleatoria real,&sgkfinida en toda la recta real, y
tiene las siguientes propiedades:

(@) 0 < Fx(z) <1 paratodor € R.
(b) Fx es no decreciente.

(c) Paratodar € R, los limites laterales”y (x*) y Fx(z~) existen (pero no nece-
sariamente coinciden).

(d) Paratoda € R, Fx(z7) = P(X < x).
(e) Paratoda: € R, Fx(z) = Fx(z™"), esto esF'x es continua por la derecha.
(f) Fx(oo) =1y Fx(—00) =0.
(9) P(X =z)=Fx(x) — Fx(z7).
(h) P(X €la,b]) = Fx(b) — Fx(a),y P(X € [a,0]) = Fx(b) — Fx(a™).
La propiedad (a) se cumple por s€fz) una probabilidad. (b) es consecuencia de la

monotonicidad de la probabilidad, pero se puede deducir directamenteditvialad
y la positividad como sigue: parg < x5 Se tiene

Fx(z2) = P(X €] —o0,3)) = P(X €] — o0, z1]U]x1, x2])
= P(X €] —oo,z1) + P(X €1, 29])
> P(X €] —o0,21]) = Fx(z1)

La propiedad (c) se satisface para toda fanano decreciente. Las propiedades (d),
(e) y (f) son consecuencia de daaditividad, pero omitimos sus demostraciones. Fi-
nalmente, (g) y (h) son consecuencia de las propiedades anteriorasdijivalad. La
continuidad por la derecha cambi@a continuidad por la izquierda 8i( X < z) se
reemplaza poP(X < x).

CuandoX es el instante de falla de un equipo o0 de una componente, dsdoabajar
con lafuncion de confiabilidaddefinida porS(z) = P(X > z), y que no es otra cosa
quel — Fx(x).

Un resultado mateético importante, cuya demostraniexcede largamente los requi-
sitos materaticos de estas notas, es que dada cualquierdnicgue satisface (b), (e)

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 91



CAPITULO 3. VARIABLES ALEATORIAS

y (f), ella corresponde a la furtm de distribudn acumulada de alguna variable alea-
toria. Las propiedades (d),(g) y (h) permiten calcular las probabilidach dietervalo y
de un punto cualquiera.

Cuando existe un interval§ = [c,d|, tal queP(X € §) = P(c < X < d) =1, los

puntosc y d juegan el rol de-co y +oo respectivamente. En particular, la condrti
(f) equivale aFx(c) = 0y Fx(d) = 1. Adenss, Fx(z) = 0 para todox < c

y Fx(z) = 1 para todoz > d. Por (g), la funddn F'x es continua si y@&o si la
probabilidad de cualquier conjunto de un elemento es nula. En esteftaggo, b]) =

Px(Ja,b]) = Px([a,b]) = Px(]a,b[), para todaz, b.

3.4.2. Ejemplos

Ejemplo 3.4.1 Considere la siguiente tabla parcial de valores para

z 10 1,1 12 13 14 15 16 1,7 18 19 20
Fx(z) | 0,30 0,38 0,45 052 0,58 0,62 065 0,68 0,70 0,71 0,72

Entonces:
» P(X <14)=0,58.
= P(X >1,7) =0,32.
= P(14< X <1,7) =0,68—-0,58 =0,10.
Si se sabe que la furtm F' es continua, se puede afirmar que
= P(X <14)=0,58.
= P(X >1,7) =0,32.
» PU4< X <17 =PAl4A<X<17)=Pla<X <17 =
0,10.

Ejemplo 3.4.2 La variable aleatori& es el imero de mujeres en un con-
junto de 5 personas. Considere la siguiente tabla parcial de valorekpara

z 0o 1 2 3 4 5
Fx(z) | ,078 337 683 013 ,990 1,000

Entonces:
s P(X <2)=0,683.
P(X >2)=1-,683 = 317.
= P(X <25)=P(X <2)=,683.
(
(

P(X >3)=P(X >2) = 31T
» P(X =3)=P(2< X <3)=,913— 683 = ,230.

Ejemplo 3.4.3 Verificar que para todé entero positivo, la funéin F' defi-
nida por

x>0
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y F(z) = 0siz < 0, es la funodn de distribudn acumulada de una
variable aleatoria. En este caso= 0y F(¢) = F(0) = 0. Un calculo
directo demuestra que la derivada de la foncF es positiva para todo
x > 0, de modo qué es creciente. Come® aumenta mucho &s @apido
quex’, para todgj < 0, se tiene que’e~* converge a 0 cuandotiende a
ooy, por tanto,F'(co) = 1.

3.4.3. Funcdn de distribucibn acumulada para una variable aleatoria
discreta

Recordemos que una variable aleatoXisse dicediscretasi tiene un fimero finito o
numerable de valores. Este es el caso de las variables en los Ejemplos 3.2.2.y
El adjetivodiscretase aplica tami@n a su distribuéin de probabilidad’x. Para una
variable aleatoria discretd)xy queda completamente determinada por su fumcie
probabilidadpx. Si el conjuntoX’ de valores deX es un subconjunto dB tenemos
la opcbn de elegir @R 0 a X como espacio muestral inducido pdr. Sin gerdida
de generalidad, supondremos que(z) > 0 para todox € X (si no, simplemente
eliminamos tal punto d&”). En este cas&” se denominaoportede X y es el menor
subconjunto d& que cumple la propiedaBly (S) = 1. Se lo puede escribir como

X ={z/ px(z) > 0}

La funcion de probabilidaghx determinaPx sblo cuandaX es una variable discreta.
En particular,F'y se puede expresar como

Fx(z)= Y »px(y) (34.2)

{yex /y<z}

Las caractésticas dePy se reflejan necesariamente Eg. CuandoPy es discreta,

la funcion F'x sblo crece a saltos, coincidiendo el conjunto de puntos de salto con el
soporteS. En otras palabras, suajico tiene forma de escalera, con un pelda no en cada
punto del soporte, coincidiendo la altura de este pelda no con la probdhlidipaunto

de salto. Mis formalmenteF'x es una fundin escalera, y con una discontinuidad de
salto en cada punte € X. La magnitud del salto es precisameptg(x). Se ilustra
esto en la Figura 3.4.5. Ripcocamente, sF'x es una fund@n en escalera, la variable

X es necesariamente discreta.

3.5. Variables Aleatorias Continuas y Funabn Densidad de
Probabilidad

3.5.1. Definicbny relacion con la distribucion acumulada

La analoda de la probabilidad con otras medidas positivas, como la masa de un cuerpo,
sugiere utilizar la idea de densidad. Considerando a la masa como una nesiia p
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Ejemplo de FDA caso discreto

1.0 - —

0.8 A

0.6 A

FDA

0.4 A

0.2 A

00 4 ——

Probabilidad concentrada en 4 puntos

Figura 3.4.5: Ejemplo de Furém de Distribuddn Acumulada para una variable aleatoria discreta.

que se define sobre una clase de subconjunt@’dgque representan un cuerpo o sus
partes, la densidad de masa es una fumgue asigna un valor real a cada punto de una
regibn enR?. Si el cuerpo ocupa una régi B en el espacio y la densidad se denota
por p(x), la masa del cuerpo es la integral de la fémch sobre el conjuntd3. Por
analoda entre la masa de este cuerpo y la probabililadB), es razonable estudiar la
posibilidad de expresdrx (B) como la integral de una cierta fudai, que naturalmente
recibe el nombre ddensidad de probabilidadste segundo enfoque tiene la ventaja
de ser inmediatamente generalizab*a

La definicbn formal de la funén densidad es la siguiente:
Definicion 3.5.1 La variable aleatoria a valores real€so su distribudgdn de probabi-

lidad Px, se did absolutamente continyai existe una funéin fx definida sobréR, y
con valores no negativos tal que para cualquier sudesoX’

Px(A) = P(X € A) = /A Fx(2)dz. (3.5.1)

La funcion fx se denominduncion densidad de probabilida@, simplementelensi-
dadde X.

Las variables aleatorias en el Ejemplo 3.2.4 son absolutamente continuadoQ@ues
un intervalo coniimite inferiora y limite superiow, que es el caso as confin, (3.5.1)
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se escribe en la formaam familiar
b
Px(lat) = Pla< X <) = [ Fx(x)d. (35.2)

Cuanda = —o0 0b = o la expresbn se entiende en el sentido de una integral impro-
pia, es decir, haciendo tendeo b al limite correspondiente. Desde un punto de vista
matendtico, las propiedades (3.5.1) y (3.5.2) son, de hecho, equivalergese@ica-
mente, (3.5.2) es d@rea bajo el dafico defx entrea y b.

TomandoA =] — oo, z] en (3.5.1) se obtiene la importante reéaci

Fy(z) = /_ C e, (3.5.3)

gue liga a la densidad con la distribagiacumulada. Por otra parte, a partir de (3.5.3),
es inmediato ver que

Fy(z) = fx(z), (3.5.4)

bajo ciertas condiciones de regularidad que mencionamos en lars8cgi2. De (3.5.4)
se tiene qué’x es una antiderivada o primitiva de f. Entonced’x (z) = G(z)+C'y

la constant€’ se determina conociendo el valor Be (x) en cualquier punto, incluyen-
doooy —oco. Por ejemplo, sifx(z) = e *,2 > 0y fx(z) = 0 en otro caso, se tiene
queG(x) = —e~* es una primitiva yF'x (x) = —e~* + C. De P(X < 0) = 0 se de-
duce quef'x (z) = 0y, por tantoC’' = 1. Lo mismo se obtiene de= F'(oc0) = 0+ C.

La definicbn intuitiva de densidad de masan un puntac, dado, es que ella aproxima
al cuociente entre la masa de una peque na parte del cuerpo que cantiglyesu
volumen. El producto de(x) y el volumen de la re@in aproxima entonces la masa
de la regdbn. EI mismo argumento sugiere que el productgdézy) y la longitud de

un peque no intervalo que contieng@aproxima la probabilidad qu& tome un valor

en dicho intervalo. Si la unidad de medida des cenimetros, fx tiene dimengin
cm~!; si ella es segundos, la unidad fie es seg!. Esto muestra que no tiene sentido
interpretar afx (x) como una probabilidad, a diferencia de lo que acontecegdm)

en el caso discreto. Por ejemplo,si mide el peso de una persona en kilogramos,
fx(68) x 0,2 aproximaP (67,9 < X < 68,1) = Fx(68,1) — Fx(67,9).

Es instructivo buscar una interpretagidirecta de (3.5.4), que no descanse en el teo-
rema fundamental debtculo. Para ello hacemos la andlgon la densidad de masa.
Consideremos un intervalo peque @9 — 5,0 + 5], centrado en un puntg, de la
recta real y aproximemos la densidadsgmpor el cuociente entre su probabilidad y el
largo del intervalo. Entonces,

P(I‘0—§<X§{E0+§]

Fx (o) e (—— (3.5.5)
_ Fx(wo+§) = Fx(zo — §) (3.5.6)
~ Pl (3.5.7)

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 95



CAPITULO 3. VARIABLES ALEATORIAS

3.5.2. Caracterizacbn de una funcbn densidad de probabilidad

Asi como una fundn F' no decreciente, continua por la derechay que satigfacex) =
0y F(o0) = 1 se puede considerar como la fulitide distribu@n acumulada de cier-
ta variable aleatoria, una furiei f se puede considerar como la fumtidensidad de
probabilidad de cierta variable aleatoiasi ella satisface las condiciones

f(x) >0, paratodar € R. (3.5.8)
/OO f(x)dx = 1. (3.5.9)

En efecto, basta definir la furioi de distribuddn acumuladd’y mediante (3.5.3).

Es mas habitual determinar modelos probathitos especificando la furisi densidad
de probabilidad que usando la fuagide distribudn acumulada. Por otra parte, suele
ser conveniente definir la densidad salvo por una constante de podidad. Si
f(x) = cg(z), dondeg es una fundn definida erR, a valores reales no negativos,
y con integral finita, digamog, (3.5.9) implicacI = 1, o seaf(z) = g(x)I~' es
efectivamente una densidad. Por ejemplo,sdefinida en0, 1], comof(z) = ca?,y

0 en todo otro punto. ¢@les el valor de para quef sea una densidad? Todo lo que

se necesita es que
) 1 c
/ f(a;)d:vzc/ 2dr = - =1,
oo 0 4

por lo que se requiere= 4.

3.5.3. Propiedades andficas y otros tipos de distribuciones
3.5.3.1. Interpretaciones de la densidad

Cuandofx es continua en la vecindad dg se satisface

Plo—§< X <zo+5)

— fx(z0), cuandoc — 07,
€

de modo quéx ()¢ es la probabilidad aproximada de un peque no intervalo rodeando
axg. Haciendo variar, esto describe la forma en que se concentra la distbube
probabilidades deX en torno ax. Reemplazanda por z, € por dzx, y el intervalo
centrado por uno cofrhite izquierdaz, la igualdad aproximada toma una forma muy
sugerente:

Pz <X <z+dx)=~ fx(z)dz (3.5.10)

El valor exacto del lado izquierdo &% (z + dz) — Fx(x). La aproximaddn (3.5.10)
corresponde a una expabside Taylor de primer orden dé¢ en torno ar. Si F'x es
diferenciable emnx, el error de aproximadin en (3.5.10) tiende a 0ams Apido quedz

(o sea al dividirlo por el amero positivodz el cuociente converge a 0). Escribimos
simbdlicamente esto como

P(x < X <z +dzx) = fx(x)dz + o(dx) (3.5.11)

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 96



CAPITULO 3. VARIABLES ALEATORIAS

Por otra parte, aplicando (3.5.2) al lado izquierdo de (3.5.10) se tienedsimacidbn:

z+dx
/ Fx()dt ~ fx(x)d: (3.5.12)

Cuandofx es continua, el teorema del valor medio para integrales garantiza
r+dx
/ fx(t)dt = fx(z*)dx, paraal@nz <z* <z + dx.
x

El error de aproximadn es| fx (z*) — fx (z)|dz, que se puede acotar pbfdz, donde
M es la maxima variaddbn de la densidad en el intervalo. £t es continua en este
intervalo, el imeroM tiende a 0 cuanddz tiende a 0.

3.5.3.2. Distribuciones absolutamente continuas y no@iicas

Las propiedades de la distribOai de probabilidad®x estin vinculadas con propieda-
des deF'x. Un ejemplo importante es el siguiente

Definicion 3.5.2 Si P(X = z) = 0 para todoz € R se dice que’x escontinuao no
atomica

El siguiente teorema es inmediato
Teorema 3.5.1 Px es no abmica si y 8lo si F'x es continua.

Claramente toda distribumn absolutamente continua es néraica. Por otra parte,
todas las distribuciones de probabilidad continuas que se utilizan eadécarson, de
hecho, absolutamente continuas. Los contraejemplos son algo compliesstosstiuir

y revisten un inte¥s puramente mateatico. Muchos libros utilizan eermino variable

aleatoria continua para referirse a una variable que admite unafudensidad. Con
nuestra definién, ambos conceptos no son equivalentes.

La continuidad absoluta de la distrib@ni es decir la existencia de una fumtidensi-
dad, equivale esencialmente a cualquier de las dos propiedadedetfesdla demos-
tracibn de la equivalencia requiere de herramientas nitieas sofisticadas):

(a) Siellargo deA C R es 0, entonce®(A) = 0.
(b) Siellargo deA,, C R tiende a 0, lo mismo sucede céiA,,).

Aplicando (a) aA = {z} = [z,z] se deduce qu&(X = z) = 0; aplicando (b) a

A, =]z — 1 2+ 1], se deduce qu€x(z) — Fx(27) = limn — oo(F(z + 1) —

F(z — 1)) = 0. Esto proporciona dos demostraciones alternativas al hecho que una
distribucbn absolutamente continua es noraica.
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3.5.3.3. Falta de unicidad de la fundn densidad

Si las funcioned' y g satisfacen (3.5.9) y (3.5.3) y difierefile en un conjunto finito
de puntos, ellas son dos funciones de densidad de una misma distniduaimamos a
/'y g dosversionesie la funcon densidad. Con una definici adecuada de integral, el
conjunto finito se puede reemplazar por un conjunto de largo cerR.|IBs conjuntos
de largo cero que no son numerables resultan ser bastante extra raisidgipos,
como se dice en lenguaje mat&iico). En cambio, una curva suave Bf, e.g. una
circunferencia o undriea recta, tienarea cero y no es numerable.

3.5.3.4. Distribuciones mixtas

Existen distribuciones de probabilidad que no son ni discretas ni cosfiadas que
se denomina distribucionasixtas.Su funcbn distribucon acumulada no es una fun-
ciobn puramente de saltos ni una fumticontinua, sino una combinaci convexa de
ambas. Esto quiere decir que toda distribncmixta F'x se puede escribir como una
combinacon linealaFp + (1 — a)F¢, donded < o« < 1,y Fp y Fe son las funcio-
nes de distribuéin acumulada de dos variables aleatofiag C, discreta y continua
respectivamente. La variable aleatoria en el Ejemplo 3.2.5 tiene una digtribabita.

3.6. Familias Paranetricas de Distribuciones de Probabili-
dad

3.6.1. Propiedades generales

Cuando se cuenta con una distriliircide proporciones enmras, es comn tratar de
mirarlas como una aproximaxi a una distribu@n de probabilidad teica. Se dispo-
ne para ellos de muchos tipos de distribuciones de probabilidad conobads.un
tipo particular de distribuciones, una distribiciespetfica queda determinada por un
vector de paametros, que denotamos pbrEstos paimetros ajustables se eligen para
que las proporciones erfitas se parezcan loas posible a las probabilidadestieas
correspondientes. Formalmente, tenemos una familia de distribuciéhes € ©}.
Elegir un miembro de esta familia equivale a elegir un elemértod. El inico caso
que consideraremos@esO C R*, dondek nimeros reales determinan la distribei
de manerdnica. Por simplicidad de lenguaje se suele hablar de la distbitbiigi aun-
qued no esé especificado. SX sigue la distribudin Py, lo que escribimosy ~ Py,

la probabilidad que el valor d& pertenezca al se denota poP,(A).

Lo mas ®modo es representarfy por su funcdbn de probabilidag(-; #), o su funcon
de densidad (-; 0), sedin sea la distribudin discreta o absolutamente continua. Estas
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funciones son no negativas y satisfacen

> p(x;0) = 1

zE€S

/ flaz0)de = 1,
S

dondeS es el soporte d&y, o sea,P(X € S) = 1. En la pactica,S es un intervalo de
nimeros reales o enteros.

Una funcbn no negativay(z, #) con suma o integral denotada pd¥) < oo, genera

una funcon probabilidad o densidad al dividirla pbf?). Esto proporciona una fuente
ilimitada de familias de distribuciones, siendaieico problema el&lculo del (). En

la practical (#) es una suma, el valor de una serie, una integral definida o una integral
impropia.

Ejemplo 3.6.1 En la secadn 1.6 discutimos especialmente las distribucio-
nes de probabilidad cuyo soporte sea subconjunto de los enteros ati-neg
vos. Dada una serie de potencias conocida

o0
G(z) = chzk, |z| <,
k=0

se obtiene que

es una leggima familia uniparangtrica de funciones de probabilidad, es de-
cir indexadas por el amero reald.

3.6.2. Taxononia

Los libros de probabilidad suelen entregar una peque na lista de distribade pro-
babilidad, donde se indican algunas de sus principales cdsic&s. Este libro no es
una excepdn; la Secdin 3.10 entrega tal lista. Cabe se nalar que libros de referencia,
como la colecdn escrita por Johnson y Kotz, contiene muchas miistribuciones e
informacibn sobre ellas.

Esencialmente, podemos pensar que disponemos de un diccionario edimboge
distribuciones y precisamos estrategias @edueda. Los principales elementos para
acotar la fisqueda son

= Distribuciones discretas versus continuas.

= El soporte de la distribucn.
Aligual que en las tablas de integrales, se reduce mucho el espacganect|as dis-

tintas expresiones se reducen a mero nas peque no de formas astlar o cadni-
cas.
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3.6.3. Familias parangtricas discretas

= Caso degenerad@i card S = 1, la variable aleatoria se degenera en una cons-
tante.

= Caso binario:Si card S = 2, X es una variable aleatoria llamabtamaria.
Sia < b son los dos valores posibles, la variablese puede expresar como
una transformaéin lineal afn de una variabléZ ~ Bern(p), medianteY =
a+(b—a)Z.

= Caso finito:Los recuentos constituyen el cas@sripico. Otro caso importante
es una vers$in discreta del tiempo. Si el valorimimo esm > 0, la nueva variable
Y = X — mtoma valores eq0, 1,...,m}. Las distribuciones Binomial, Hiper-
geonetrica, y Uniforme discreta son los casoaswonocidos (ver Sedri 3.10).

= Caso entero no negativ&i no hay un amero naximo claro, se toma formalmen-
ten = oo, 0 sea el soporte éstonstituido por todos los enteros no negativos.
Las distribuciones @ conocidas son la Geéinica, Poisson y Binomial negativa
(ver Secaddn 3.10). El valor rmimo puede sem > 0, o bien ser eliminado por
resta. Por ejemplo elimero X de lanzamientos que se requiere para obtener 2
caras tiene distribuén BN(2, p) y el nimero de de sello¥ tiene distribuadn
BNO(2, p). Estas variables satisfacen la refactt’ = X — 2.

= Reales con iimero finito de @itos Un intervalo[a, b] C R se aproxima por un
conjunto finitoS de puntos equiespaciados, e.g. truncando loseros reales a
solo k digitos. Por ejemplo|2, 3] se aproxima poi2,00, 2,02, ...,2,99,3,00}
parak = 2. Un cambio de variableX = a + hY reduce una distribuén de
probabilidad con soportg a otra con soporte cénico{0,1,2,...,n}.

3.6.4. Familias parangtricas continuas

Para una distribudin continua, es irrelevante si el intervalo contiene o no sus extremos,
pues ellos tienen probabilidad nula. Escribimos el soporte como un congméalo.

3.6.4.1. Reduc@n a la forma candnica.
» Latransformadnz = a+ (b—a)y reduce el caso de una variabifecon soporte
[a, b] al de una variabl&” con soportg0, 1].
» Latransladdn X = a + Y reduce el soportg, co[ a0, oof.

= X =b—7Y, que es una combindm de translaéin con reflecdn con respecto
al origen reduce el soporte- oo, b] a[0, ool.

= Si el soporte eR, €l es preservado por toda transforndeciineal afn no cons-
tante.

De esta forma, es suficiente estudiar familias de distribuciones cuyo segditd ],
[0,00[, 0R =] — 00, o0[.
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3.6.4.2. Principales distribuciones.

= Soportef0, 1] : Distribucion Betaja, 8], cuyo caso ras importante es la distribu-
cion uniforme.

= Soporte|[0, oo, [: Exponencial, Gama, Weibull, Log-normal, valor extremo, Ji-
cuadrado, F de Snedecor.

= SoporteR. Normal, Student, Loigtica, Cauchy

3.7. Variables Discretas Asociadas con el Proceso de Bernou-
i

3.7.1. Definiciones y notacionesasicas

La definicbn frecuentista de probabilidad descansa en las repeticionegticpstde
un experimento. Con la ndm de independencia de variables aleatorias, tal s@inaci
se representa por una sudgside variables aleatorids, Ys, . . ., i.i.d., es decir, inde-
pendientes e #hticamente distribuidas. Consideremos un suceso cualgdjegae
puede o no ocurrir en laésima repeti€in, y definamos su variable indicattk; por
X; =1siY; € Ay X; = 0 en caso contrario. Entonces;, X», ... son tambén i.i.d.

y cada variableX; es binaria, con valores 0 y 1. La distribaoide probabilidad d&;

se denomina Ber(p), dondep = P(X; = 1) (p = P(Y; € A) en nuestro caso). A
continuacdn damos una definign formal, junto con la nomenclatura usual.

Definicion 3.7.1 La distribucbn de probabilidad que asigna probabiligadl valor 1
y probabilidadg = 1 = p al valor 0, se denominBernoulli con padmetrop. Un
proceso de Bernoulli de pametrop es una sucesn de variables aleatorias i.i.d. con

distribucbn Bern(p), lo que se escrib&, Xo, . .. % Bern (p).

La variable X; representa el resultado debsimoensayo interprendoseX; = 1
como unéxitoy X; = 0 como unfracasa El pa@ametrop comin representa la proba-
bilidad deéxito, P(X; = 1), deno&ndose la probabilidad de fracaso pee 1 — p.

Un modelo concreto es la repebai indefinida del lanzamiento de una moneda, con
probabilidadp de salir cara yy = 1 — p de salir sello, donde el resultado detsimo
lanzamiento es; = 1 si sale cara y; = 0 si sale sello. La proporon deéxitos en los

primerosn ensayos es
1 n
1=

i.e., el promedio de las primerasvariables. SiX; = 1 cuandaY; € A, esta propor@n
es la frecuencia relativa con que ocurre el sucésmn repeticiones del experimento.
La Ley de los GrandesiNneros implica que,, tiende ap = P(X; = 1).

Definamos ahora las siguientes variables aleatorias:
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N, : nUmero deexitos obtenidos en las primeros ensayos,
es decir, hasta éhstanten, inclusive.

T, : instante donde ocurre glésimoéxito, conTy = 0.

Z : numero de ensayos que requiere obtenér&simoéxito,
contado a partir del ensayo en gue se obtierie-ell-ésimoéxito.
Observe quegZ; = T}

Wy :  numero de fracasos consecutivos que precedeeaimoéxito.

n
Esinmediato queV,, = > X;, Zp, =Ty — T 1, Wi = Z, — 1y T}, = /}’\?f K De
i=1 n/Np=

agu se deduce

k k
To=> Zi, Ti—k=>» W.
=1 =1

Latabla siguiente ilustra las definiciones para una reabipggarticular de las variables

X1, Xo,..., X9.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
zw |0 1 0 011 010 0 o0 o0 1 0 1 0 0 O 1 1
N,fO 1 1 1 2 3 3 4 4 4 4 4 5 5 6 6 6 6 7 8

k|1 2 3 4 5 6 7

T. |2 5 6 8 13 15 19

Zry |2 3 1 2 5 2 4

Weil 2 01 4 1 3

Hacemos notar que las variables aleatofigs Ty, Z, y Wy han sido definidas sin
especificar su distribuah de probabilidad. De cualquiera de las 6 filas anteriores se
pueden deducir las otras 5 mediante un simglewo aritnético. Como el modelo
probabilstico subyacente a los resultados de la primera fila dsterminado pop,

lo mismo sucede con las distribuciones de probabilidad asociadas a laslagralsfi
siguiente tabla muestra los nombres asignados a las diversas distribuBiosiesior-
mente deduciremos las funciones de probabilidad correspondientes.

Distribucibn de  nombre Notaon
Xn Bernoulli de paametrop. Bern(p)
N, Binomial de paametros: y p. Bin (n,p)
Zy; Geonetrica de paametrop. Geonp)
Wi Geontetrica de paametrop

trasladada al origen Geortp)
Ty Binomial negativa de pametrost y p. BN(k, p).
Ti — k Binomial negativa de pametrost y p

trasladada al origen BNB, p).
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W1 = T, para definir las distribuciones Ge¢my Geond(p) respectivamente, las
que corresponden a BN p) y BNO(1, p) respectivamente.@Fmulas para sus funcio-
nes de probabilidad se encuentran en la $&c8il10.

3.7.2. Recuentos, camino aleatorio y la distribuéin Binomial.

La funcion de probabilidad déV,, se indica en (3.10.7), y ya ha sido deducida, en
ejemplos de cdpulos anteriores. Un caso especial eos= 10, se discute en el Ejem-
plo 3.2.1. Para mayor facilidad la repetimog& &n el caso general. Observe gug=

k si y lo si hay exactamente unos entreXy, ..., X,, (y, por ende, exactamente
n — k ceros). Cada-tupla de unos y ceros con exactamenteos tiene probabilidad
pk(1 — p)"~*. Por otra parte, elinmero den-tuplas con exactamenieceros coincide
con el rtumero de formas diferentes de asighabjetos indistinguibles a posiciones
diferentes, o, equivalentemente, ainmero de posibles subconjuntos de tama rie

un total den objetos. Este iimero es exactamen(§), y a3 hemos obtenido que

pn, (k) = <Z)Pk(1 —p)" % parak € {0,1,...,n}.

Si imaginamos que alguien juega repetidamente, ganarsid; = 1 y perdiendob

si X; = 0, la ganancia acumulada de§guden juegos (que puede ser negativo) es
Y, = aN,, — b(n — N,) = —bn + (a + b)N,,. Si el capital inicial es”y, el jugador
se arruina si-Y,, excede(y. El caso nas importante es = b = 1. El grafico deY,,
versusn, o la suce€inY,, se denomina camino aleatorio.

No hay nada especial en los primerognsayos. Si representamosj&simo ensayo
por el imeroj € N = {1,2,...}, el nimeroN,4 de éxitos en un conjuntol de
ensayos satisface
Na=>_ X; ~ Bin(card 4,p) (3.7.1)
JEA
ParaA = {1,2,...,n} N4 se reduce &,,.

Ejemplo 3.7.1 Demostrar qu&’; ~ Bin (n;,p),j=1,...,keY;,..., Y}
independientes, implica

k k
> Yj~ Bin(Q_nj.p)
j=1 =1

Demostracibn: Aplicando (3.7.1) a cada elemento de una patiardena-

k
dadeS ={1,2,...,n},conn = ) nj, setiene
j=1
k
Ns =Y Na,.
j=1
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ClaramenteV4; e Y} tienen la misma distribuoh y los N4, son indepen-
k
dientes. AderasNg ~ Bin (> n;, p), por definicon.
j=1

Ejemplo 3.7.2 Demostrar que sX ~ Bin (n,p), entonces se tiene que
Y =n—-X~ Bin(n,1—p).

Demostracbn: Una demostradin directa se obtiene a partir ge (y) =
PY=y)=Pn-Y =n—-y)=P(X =n—y) =px(n—y)yaplicando
(3.10.7). Una alternativa as interesante consiste en defijir= 1 — X;,

verificar queYy, Ys, ... es un proceso de Bernoulli con paretrol — p, y
utilizar la representabn Y = » ' Y;.

3.7.3. Distribucion geonetrica
3.7.3.1. Tiempo entregxitos consecutivos

La funcibn de probabilidad de la distribuzi geonétrica esh dada por (3.10.8). El
resultado fundamental éstontenido en la siguiente proposiai

Proposicion 3.7.1 Para un proceso de Bernoulli con probabilidaded#o p se tiene
gue los timeros de ensayos entegitos sucesivosiyy, Wo, ... son variables alea-
torias i.i.d. con distribuén comun geonétrica de paametrop trasladada al origen.
Las distancias entréxitos consecutivog;, Z, ... son i.i.d. con distribuéin conun
geonetrica de paametrop.

La demostradin general se deja como ejercicio e ilustramos la idesicla mediante un
caso particular. De la Tabla

PWy=1,Wy=2W3=0,Ws=1) = PX1=0,X0=1,X3=0,X4,=0,
X;=1,X6=1,X7;=0,Xg=1)
=  qpqqppqp
= ¢'pi*pd’pq'p
= ¢"'pqpq"Ppg'p
Por el Teorema de Factorizéai se obtiene la independencia de los sucéBps= 1,

Wy =2, W3 =0,y Wy = 1. Usando este mismo argumento para otros valores de las
covariables y comparando con (3.10.9) se completa la demdastraci

La variableWW; = Z; — 1 es el umero de fracasos que media entréjel 1)-ésimoy
el j-ésimoéxito. Su funodn de probabilidad estdada por (3.10.9).

3.7.3.2. Falta de memoria.

Una propiedad interesante de la distriliucgeonétrica es la llamadfalta de memoria
En efecto, suponga que, para un proceso de Bernoulli con protzabilieéxito p,
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el instante del primeéxito T; (que, como sabemos, tiene distributigeongtrica de
parametrop) es posterior al instante actual, digamgsgsto es; > t. La pregunta
gue surge entonces, es: &Ces la probabilidad que tengamos que espeias de

s ensayos para observar el pringtito? En otras palabras, dado que ya llevamos
ensayos esperando el prin@xito, ¢ Cal es la probabilidad que tengamos que esperar
al menoss ensayos ras? Lo que se requiere calcularfe@’y > s + t|7y > t). Ahora,

P(T1>S+t,T1>t) P(T1>8+t)

P(T tTy > t) = = . 3.7.2
(Ti>s+tT>) P(T1 > 1) P(T1 > 1) (3.7.2)
Por otra parte,
P(Mi>t) = Y pr(k)= Y p(l—p)*"!
k=t+1 k=t+1
= pl-p) > (1-pr !
k=t+1
= p(1-p)'> (1-p) (conj =k —t—1)
7=0
= p(1—p)lx —— =(1-p),
p(1—p) T~ (1-p)
por lo que usando (3.7.2) se obtiene
(1 _p)s—i-t s

y llegamos a la ras bien sorprendente concldisique la probabilidad en cudsti no
depende de Esta propiedad de la distrib@ci geongtrica se llama, precisamentalta
de memoria

3.7.4. Instantes en que ocurre urexito y la distribucion Binomial negati-
va.

Vamos ahora a demostrar que la distriliucde?), es BNk, p), cuya funcon de pro-
babilidad est dada por (3.10.10). Como /elésimoéxito no puede obtenerse antes del
instantek, y por otra parte, no es posible acotar @mero de ensayos requerido para
obtenerlo, T}, toma valores edk,k + 1,k + 2,...}. El suceso{T}, = n} equivale a
observark — 1 éxitos en los: — 1 primeros ensayos (sin especificar eré quosicio-
nes), y uréxito en eln-ésimo ensayo. Por lo tanto, la fuboide probabilidad d&j,
evaluada em > k coincide conP(N,,—; = k — 1, X,, = 1). La independencia de los
X, implica queN,,_1 (que depende de las variabl&s, ..., X,,_1) es independiente
de X,,. Entonces:

P(T,=n) = P{Np1=k-1}n{X,=1})
= P(Np_1=k-1)x P(X, =1)

=1\ iy ek
= <k1>p (I=p)" " xp.
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Una comparadin con (3.10.10) concluye la demostiati

Ejercicio: Determine si la distribuéin binomial negativa posee falta de memoria o no.

3.7.5. Distribucion de Poisson

La distribucbn de Poisson es muy importante por si sola, como modelo pradiatal
para recuentos. Por otra parte, ella se puede obtener damite tle la distribudin
Bin (n, p), paran grande,p peque no, y productep moderado. Consideremos una
serie den ensayos de Bernoulli, donde la probabilidaceaéo vaia con el imero de
ensayos:, y denotando a esta probabilidad pgr imponemos las condiciones

lim p, =0, lim np,=X>0.

n—oo n—oo
Un ejemplo de esto es la extragoial azar, con reemplazo, de una muestra de tama no
n, a partir de una poblatn de tama ndV. El nimero de veceX que aparece en la
muestra una ficha predeterminada de la poblacigue una distribuan Bin (7, %).
Interesa la aproximagh aP(X = x) cuandoN — oo, cony — A > 0.

SeaX ~ Bin(n,p,), con las caractgsticas antes se naladas. Entonces:

px(k) = <Z>pﬁ(1—pn)”"“

= () 'nn—1)-(n—Fk+ 1)pF(1—py)" "
k
k

= )] =i+ )pp x (1= pa)"~

1

)

Es facil ver que para cada= 1,...,k, se tiene quelim (n—1i4 1)p, = A\, yque
lim (1 = p,)"~* = e, de modo queim, .. px (k) = f(k), dondef(y) es la
funcién probabilidad de la distribumn de paametro)\, dada por (3.10.12).

La utilidad de esta aproximaim a la distribud@n Binomial queda de manifiesto si con-
sideramos que para valores grandes gdel calculo de probabilidades usando (3.10.7)
es computacionalmente complicado, debido a la inestabilida@érncerde ladrmula.

Ejemplo 3.7.3 Suponga quetdo 2 de cada 1000 personas expuestas a un
cierto virus desarrollan losrgomas quéste provoca. Si un grupo de 2500
personas son expuestas a este virusa}ala probabilidad que 5 oas de
ellas desarrollen lodistomas correspondientes?

Si denotamos poK el nimero total de personas que desarrollan lotos
4
mas, entonces necesitam®&X > 5), o equivalentementé,— > P(X =

k=0
k). Si suponemos que estas personas se comportan independientemente, en

toncesX ~ Bin(2500,0,002). Usando la aproximaon de la distribudén
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de Poisson para este caso, concluimos gue' Poissol(5), aproximada-
mente. A§,

5ke—5

k!

de modo quex (0) = 0,0067, px (1) = 0,0337, px (2) = 0,0842, px (3) =
0,1404, px(4) = 0,1755, y la probabilidad requerida eB(X > 5) =
0,5595. Considerando que el valor exacto ®5597, la aproximadn es
muy buena.

px(k) = P(X = k) ~

3.8. Valores Esperados Il

3.8.1. Valores Esperados en el Caso Continuo

La extensbn a espacios muestrales no numerables o a variables aleatasageme-
rales, descansa en la idea que cualquier variable se puede aproxénaadamente
por variables finitas. En el caso continuo, la idea consiste en consigeiatervalo
peque no, digamds;, x + Az], cuya probabilidad aproximada ¢g (=) Ax. Represen-
tando al intervalo por el punta el valor esperado d¥ corresponde a sumar elementos
del tipoz x fx(z)Az. Intuitivamente, la suma se convierte en integral. Esto motiva la
siguiente definidn:

Definicion 3.8.1 Si X es una variable continua con valoresRry densidadfx, el
valor esperado d& est dado por:

B(X) = /_ " oy (w)da, (3.8.1)

siempre que la integral impropia converja absolutamente, es decir, si
o0
/ |z| fx (x)dz < o0.
—0o0

Ejemplo 3.8.1 Si X ~ I'(a, A), entonces

B >t lexp(—t/X\) ™t exp(—t/A)
E(X) = /0 t alae dt_/o e

 M(a+1) [etetDlexp(—t/N)  Al(a+1)
B I'(a) /0 ['(a + 1)t dt = I'(a)
= JAq,

-1

donde usamos que la integral de la densidad de la distoibdtic + 1,\) es 1. Si
«a = 1, llegamos al caso de la distribda exponencial, en el que el valor esperado se
reduce a\.
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Ejemplo 3.8.2 Si X ~ U(a,b), entonces

Ejemplo 3.8.3 Si X ~ Beta(a, b), entonces,

1 a—1(1 _ .\b=1 1 atl-1/q1 _ \b—1
EX) = /xx(lx)d:c:/ a: El 7) dx
0 0

B(a,b) B(a,b)
I'(a+1)I'(b
. Bla+1,b)  Tamny  al(@T(a+b)
T T@re)
B(a,b) % (a+b)'(a)T'(a + b)
_a
a+b

Ejemplo 3.8.4 SeaX una variable aleatoria catistribucion de Cauchycuya densi-
dad es

fx(a) = ——

Entonces
o0
T
F(X) = —d
(X) /OO (1 + 22) *

1 1
= lim —log(1l + 2?) — lim — log(1 + ¢
fm o—log(l+a%) — lim o—log(l+y7),

r—00 27

expresbn que no existe, pues cadalte diverge at-oo. Por lo tanto,X no tiene espe-
ranza.

Ejemplo 3.8.5 Seag es una fundn par, no negativa ( 0 sea(—z) = g(z)) con
JoSgt)dt =05y [ tg(t)dt < co. Entoncesfx (z) = g(x — 6) define una densidad
de probabilidad, la distribuoh deX es sinétricaentornodé,y u = E(X) = 6. Para
verificar la verdad de estas aseveraciones, basta plantear las irtegredspondientes,
lo que se deja como ejercicio para el lector.

Un ejemplo importante es el de la distribbigcinormal, para la cual
6—m2/202
g(r) = —/——.
(@) V2no?
Asi, si X ~ N(u,0?), se sigue qué&(X) = p.
Al igual que en el caso discreto, la esperanz&’de- g(X) se puede calcular a partir de la

distribucibn de X o de la distribudn deY. Si ambas variables son absolutamente continuas, se
tiene el siguiente teorema:

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 108



CAPITULO 3. VARIABLES ALEATORIAS

Teorema 3.8.1SeanX e Y variables aleatorias absolutamente continuas, taleg’gee g(X).
Entonces

B - | "ty (y)dy = / " g@) fx (@)da, (383)

—00 —00

siempre que una de las integrales converja absolutamente.

Ejemplo 3.8.6 Si X ~ Exp()), entonces

ooxk
EX® = /0 Texp(—x//\)da;

oo .(k+1)—1 exp(x/)\)
= T+ [ 2
(k+1) /0 T(k + DR

= D(k+ 1)\ = kP

Ejemplo 3.8.7 Si X ~ N(0,0?), sabemos del Ejemplo 3.8.5 q@i# X ) = 0. Calcu-
lemos ahora’(X?). Se tiene que

00 m267:132/2172d
—F—ax.
—o  V2mo?

Siu=x,ydv/dr = ze /27" entonces usando integranipor partes se obtiene:

E(X?) =

292
0 ,—z?/20
—0 V2mo?

De aqu se deduce quEar(X) = o2. Note tambgn que siX ~ N(u,o?), entonces

o2

E(X?) = o?

dzx,

00 _ N2, (x—p)? /202
Var(X) = B(X — p)? :/ (x=p)e
ar(X) = E(X — p) - s

e introduciendo primero el cambio de variabjes z—p, se llegaa qu&ar(X) = o2.

3.8.2. Funcbn generadora de momentos

En el clculo de los momentos de una distrikugila siguiente funéin, llamadduncidén gene-
radora de momento$uega un importante rol.

Definicion 3.8.2 La funcibn generadora de momentds la variable aleatori&’, se define como
Mx (t) = E(exp(tX)), (3.8.4)

parat € R tal que el valor esperado correspondiente exista.

La importancia de la funén generadora de momentos queda establecida en el siguiente resul-
tado.
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Teorema 3.8.2

(@) Sipk(X) existe parak € {1,2,3,...}, y si > ro, uxt®/k! converge absolutamente para
—h <t < hconh >0, entonces\/x (t) existe en—h <t < h,y

pe(X) = MP(0). (3.8.5)

(b) SiMx(t) es expandible en serie de potencias infinita en una vecindad-dé, entonces
ur(X) existe para tod& € {1,2,3,...}, y estos momentos se pueden calcular mediante
(3.8.5).

Es este resultado el que origina el nombreMdg (¢). Basta con qué/x(t) sea expandible
en serie de potencias infinita en una vecindad de 0, para que los momentos d€ existan,
caso en el que ellos se obtienen derivando la fumgi evallandola ent = 0. La demostradin de
este resultado, se basa en desarrollos de Tayldr/gét). De hecho, (3.8.5) dice que.(X) es
simplemente el coeficiente dérminot* en la expangin en serie de Taylor d&/x (t) en torno a
t=0.

Veamos a continuagn algunos ejemplos.

Ejemplo 3.8.8 Del Ejemplo 3.3.3 se deduce que la fultigeneradora de momentos
de una variable aleatorid ~ Poissoi\) es

exp(A(exp(t) — 1)),

la que esi definida para cualquier real por lo que ella caracteriza la distriboai
PoissoiiA). Con un poco de paciencia, se obtiene que

%Mx(t) = Aexp(t) exp (A(exp(t) — 1))

2
%Mx(t) = Aexp(t) exp (A(exp(t) — 1)) (1 + Aexp(t)),

y aplicando (3.8.5), uno puede obtener queX) = Ay E(X?) = A(1 + \), por lo
queVar(X) = A. Una alternativa es obtener las derivadas en el origen componiendo
expansiones de Taylor truncadasi Asp(z) ~ 1+ z + % implica
2 t4 L2
exp(Alexp(t) — 1)) ~ 14+ A(t+ 5) + )\(+22)
(t+5)?
2

Q

tQ
1+A(t+5)+A2

t2

A 1+>\t—|—()\+)\2)5.

Identificando los coeficientes de de% se obtiener X, EX?y, de a&, Var X = \.
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Ejemplo 3.8.9 SeaX ~N(0,1). Se tiene entonces que

Mx(t) = E(exp(tX))= 127r /_OO exp(tz) exp(—z2/2)dx
1 o 1
= \/ﬂ/oo e><p(—§(av2 — 2tx))dx
_exp(t?/2) [ 1
- o) /Ooexp(—2(x—t)2)dx
= exp(t?/2),

la cual esh definida para cualquieére R. Puesto que

0o 2k
Mx(t) = GXP(tQ/Q):ZW
t2 t4 kz:ﬁ t2k
= ltgtgtgt ottt

no es difcil ver que

i 0 sik > 1 esimpar
E(Xk):M)(()(O):{ L sik > 2 es par

2k/2(k /2)!
Ejemplo 3.8.10 SeaX ~ I'(«, \). Tenemos entonces que

My(t) = /0 " expl(tz) fx (z)dx

- F(ozl)/\a 0 2% exp(—a/(1/A = 1) ")dw

(/A=) [ 2 exp(—a/(1/A~ 1))
e /0 T(a)(1/x— 1)@ dx
1

[CIEVE

g

provisto quet < A~!. Puesto que

d Ax
%MX(t) - (1 _ t)\)a+1’
d? Na(l+ a)
@MX(t) - (1 — t)\)a+27

se tiene quEE(X) = a, y E(X?) = A\2a(1 + a), de modo qué/ar(X) = a2 El
caso en queX ~ Exp()\) se obtiene de imponer = 1, con lo queVar(X) = A2,
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Ejemplo 3.8.11 SeaX ~ Geon(p). Entonces,

Mx(t) = > exp(th)(1—p)*'p
k=1

= pexp(t) Y ((1—p)exp(t)"
k=1
pexp(t
1—(1—p)exp(t)’

siempre queexp(t) < 1, esto est < —log(p). Por otra parte,

d B pexp(t)
i = T e

@ _ plexp(t) + (1 —p) exp(2t))
dt? (1—(1—p)exp(t))?

conloqueE(X) =p~ !, E(X?) =p~2(2—p),Y, finalmente} ar(X) = p~2(1 — p).

i

3.8.3. Otras funciones generadoras

Aparte de la fundin generadora de momentos, existen otras funciones generadortséte in

Definicion 3.8.3 SeaX una variable aleatoria. Se define, para el rango de valores en ga®el v
esperado correspondiente exista:

(a) lafuncidn generadora de probabilidadete X, denotada po& x (z) mediante

Gx(2) = E () (3.8.6)
(b) lafuncibn generadora de cumulantde X, denotada poK x (¢) mediante
Kx(t) = log(Mx (1)) (3.8.7)
(c) lafuncion caractefsticade X, denotada pop x (t) mediante
ex(t) = E (exp(itX)) = E(cos(tX)) + iE(sin(tX)), (3.8.8)
dondei es el rimero complejo,/—1.

La funcion generadora de probabilidades se utiliza, casi exclusivamentejaclawariable
aleatoria toma valores enteros no negativos. En este casessal ques x (=) existe, entonces

Gx(t) =Y t*px(k) = px(0) + px (1)t +px (2 + - +px (R)t* + -+, (3.8.9)
k=0
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lo cual coincide con la fundon G(z) de la Definicon 3.8.3. En otras palabras, ambas definiciones
son equivalentes.

La ventaja de la funéin caractdstica deX es que ella eatsiempre bien definida, cualquiera
que sea el redl La radn de ello es quéE(exp(itX))| < F|exp(itX)| = 1, paratoda € R, 0
bien usando el hecho que las funciones seno y coseno son ac@ad&asl ver que en la medida
gue las expresiones involucradas existan, se cumple que

ox(t) = My (it) = G (exp(it)). (3.8.10)

Por Gltimo, la funcbn generadora de cumulantesaedefinida en el rango de valores para los
que la funodbn generadora de momentos existe. Como veremos a condnyéci (t) genera los
cumulantesle la distribucbn de X, definidos justamente como los coeficientes de la exparesi
serie de Taylor dé(x (¢) en torno & = 0.

Proposicion 3.8.1 (Propiedades de las funciones generadoras)

(a) SeaX una variable aleatoria discreta cahc {0,1,2,...}, y para la cualZx (z) existe en
una vecindad de = 0. Entonces
1 d*

pX(k') = Hﬁ

Gx(0) (3.8.11)

(b) Si Kx(t) se puede expandir mediante una serie de potencias infinita en una vedadad
t = 0, entonces todos los cumulanteg X ) existen y se calculan mediante:

k(X)) = — Kx(0). (3.8.12)

dtk
En particular,
r(X)=FE(X) y kre(X)=Var(X). (3.8.13)

(c) Seam, b reales cualesquiera. En la medida que las siguientes expresiones egstample:

1. Myypx(t) = exp(at) Mx (bt).

2. Gaipx(2) = 2°Gx(2Y).

3. Kapx(t) = at + Kx(bt).

4. parpx(t) = exp(iat)px (bt).
(d) (Teorema de Caracterizamn): SeanX e Y dos variables aleatorias.

1. SiMx(t) = My(t) paratoda < t < b, entonced’y = Fy, esto esX eY tienen la
misma distribudn.

2. SiGx(z) = Gy (t) paratoda < z < b, entonced'x = Fy.

3. Sipx(t) = ¢y (t) paratodd € R, entonced’y = Fy.
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Demostracbn: La verificacbn de (a) es inmediata. Para obtener (b), note simplemente que

Lo = Mt
y que ) )
B MEOM() ~ (M (1)
N U RO

de donde el resultado sale de evaluar lo anteridgr-erd. Por otra parte,

Maipx(t) = E(exp(t(a+bX))) = E(exp(at) exp(btX)) =
= exp(at)E(exp(btX)) = exp(at) Mx (bt),
y las otras tres propiedades se prueban en forma similar. Finalmente, bha pleiéd) sex omitida.

Ejemplo 3.8.12 SeaX ~N(0,1), y definaY = p + oX, dondeuy € R,y o # 0.
Entonces:
My (t) = M, ox(t) = exp(tp + a*t?/2). (3.8.14)

Por otra parte, s¥ > 0:

Fy(y) = P(Y<y)=Pu+oX<y)=PX<(x—p)/o)

()
g

de donde, mediante diferencianise obtiene que

o) = e (-0,

paray € R,y se concluye qu& ~N(u,o?), y su funcon generadora de momentos
est dada por (3.8.14). Note que

o?t?
Ky(t) = 10g(My(t)> = /,Lt + 72 ;

de donde se deduce qi#Y) = K%,(0) = p, y Var(Y) = K{/(0) = o2. Finalmente,
oy (t) = exp(ipt — t/2)

es la funcbn caractestica de la distribuéin N(u, o2).

Ejemplo 3.8.13 SeaX con densidad triangular

1—|z| si|z| <1

fX(x):{O sino
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Es facil ver queu (X) debe existir para todb > 1, puesX tiene un rango de valores
acotado. Ag Mx (t) tambEin existe para cualquiery

1

Mx(t) = Blesp(tX)) = [ explta)(1 = fal)ds

0 1
= / exp(tz)(1 + x)dz —I—/ exp(tz)(1 — x)dz
-1 0
exp(t) + exp(—t) — 2
t2 '

Note que, de acuerdo a la expi@siobtenidaM x (¢) no esh definida et = 0. Sin
embargo, observe que del desarrollo en serie de Taylotgle) y exp(—t) se concluye

que
X Lk o k4k
_ t (—1)k
_ 2
Mx(t) = t ( H+Z I —2)
k=0 k=0
— t2(2_ 497 497 4 ...42
<2z+ p et (2k)!)+
212 2t 212k—2

S e e T M ST R
TR T TS T

por lo quepsy,_1(X) = 0,y porp(X) = 2(2k + 1)1 (2k + 2)~ 1, es decir,

0 si k es impar
u(X) = { P

m sik >=2es par

Por otra parte, note quep(it) = cos(t)+isin(t), y queexp(—it) = cos(t) —isin(t),
por lo que
2(cos(t) — 1)

px(t) = =g,
y la funcibn caractdstica deX es una fundn a valores reales. No es idif darse
cuenta que este sesiempre el caso cuando la distributide la variable aleatoria en
cuestdn sea sirétrica con respecto al origen. En este cgsgz) = fx(—=x) lo que
implica la simetra. La demostrabn de este resultado se propone como ejercicio.

3.9. Transformaciones de Variables Aleatorias Continuas

3.9.1. Elcaso biyectivo

El caso discreto es, en general, simple y directo de resolver. Pavarddriesultado en el caso
continuo, observe que gi es moibtona creciente y diferenciable, entonces, podemos obtener la
densidad d& = g(X) como sigue. La funéin de distribudn acumulada d& es, por definidn,
Fy(y) = P(Y <y),ytenemos que:

Fy(y) =P(g(X) <y)=P(X < g '(v) = Fx(g~'(v)),
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y entonces
Frly) = Frly)=Fxlg W) = fx ' @)™ )
1
_ -1 )
donde) = g(X).
Cuandog es momtona decreciente, el mismo argumento se puede aplicar, &edpdigeras

modificaciones. En efecto, el everfig(X) < y} equivale ahora al eventoX > ¢~!(y)}, puesg
es decreciente, y entonces (y) = 1 — Fx(g~'(y)). Finalmente, se obtiene que

1
_ -1 -
Observe que’ es una fundn negativa, de modo que el resultado es una &mpositiva, despes
de incorporar el signo negativo.

Finalmente, podemos resumir l&srhulas observadas en el siguiente resultado.

Teorema 3.9.1SeaX una variable aleatoria con densidégd y seat” = g(X), dondey es morto-
nay diferenciable. Entonces

Fr@) = fxlg ') -

7)) (3.9.1)

Ejemplo 3.9.1 Suponga qu&X ~ N(0,1),yseaY = u+oX,conu € Ryo > 0.

En el Ejemplo 3.8.12 se obtuvo qife~ N (i, o%) mediante propiedades de funciones
generadoras. El mismo resultado se obtiene usando el Teorema 3.9.:¢en 1 +
oz, que claramente cumple las bigsis de dicho resultado. &g (y) = (y — i) /o,
J'(xz) = o,y la densidad d& se obtiene de (3.9.1):

1 (z — p)?
fy(y) = Toras P (—202> : y € R. (3.9.2)

Es interesante notar que de la misma forma se obtiene gte-siV(u, 02), entonces
Z = (Y —p)/o ~ N(0,1), proceso que recibe el nombre elstandarizadn. Note
adenas que puesto quB(Y < y) = P(% < ¥=£) se concluye que

P(Y <y) =0 <y;“) : (3.9.3)

por lo que probabilidades relativas a una variable aleatoria con distibucrmal
cualquiera se pueden obtener a partir de la distréisunbrmal estndar. Por ejemplo,
siY ~ N(3,4), entonces
Y — —
P(Y >5) = 1—P(Y§5):1—P<23§523)
= 1-P(Z<1)=1-®(1)=1-0,841
0,159

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 116



CAPITULO 3. VARIABLES ALEATORIAS

Ejemplo 3.9.2 Suponga qu& tiene densidad dada por

322 si0<z<1

fX(x):{ 0  sino,

y considergy(z) = 2x. Se tiene qu@’ = (0,2), queg es claramente ma@tona cre-
ciente, cong~!(y) = y/2,y ¢'(x) = 2. Usando (3.9.1) es inmediato obtener que si
0 < y < 2 entonces

fr(y) =3-(y/2)* - 1/2 = (3/8)y".

Finalmente, se obtiene que

.
ot = { (S <v<

Ejemplo 3.9.3 Suponga queX ~ U(0,1), y considereg(z) = —log(x), definida
sobre los reales positivos. ObtenganfgsparaY = —log(X). Se tiene que)y =
(0,00), g7 (y) = exp(—y), ¢'(z) = —2~1, y g es momtona decreciente. Entonces,
usando (3.9.1) se obtiene que, puesto fiyer) = I 1)(z),

fy (y) = exp(—y),
y entonces” ~ Exp(1).
Ejemplo 3.9.4 Suponga queX tiene densidad triangular en el intervélp1], esto es,

fx(z) = ¢(1 — |1 —2x|), para al@n valor adecuado de Obtengamos la densidad de
Y = X2, conlo quey = [0, 1]. Primeramente, se debe calcular el valorddote que

1 1/2 1
/ (1—|1—21:])dx:/ 2xdx+/ 20 —x)de=1/4+1/4=1/2,
0 0 1/2

de modo que = 2. Ahora, en [0,1], la funéin g(x) = 22 es creciente y diferenciable,
congt(y) = V¥, 9’ (z) = 2z, y entonces, por (3.9.1):
201 -f-2g)  1-[1-2y

2Vy N/

fr(y)

paray € [0, 1]. Ver Figura 3.9.6.

Ejemplo 3.9.5 SeaX ~N(u,0?), y considerey” = exp(X). La distribucbn deY se
conoce comadlistribucion log-normaj con paametrosy y 2. La densidad d& se
obtiene de aplicar (3.9.1) caof{z) = exp(z). Puesto qug—'(y) = log(y) tenemos
que paray > 0:

_ —1
fr(y) = fx(g (y))7|g,(g_1(y))|,
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_— Densidad de X
............... Densidad de Y

Figura 3.9.6: Densidad triangulgix y densidadfy de la transformaény = X2,

de donde

(yV2mo?)Lexp (—%) siy>0
0 sino

fr(y) = {

El calculo de momentos dE es complicado si se hace por defibiti Sin embargo,
note que

p(Y) = B(Y") = E(exp(kX)) = Mx(k)

k%52
= exp (ku+ 5 >

En particular, E(Y) = exp(p + 02/2), y E(Y?) = exp(2u + 202), por lo que
Var(Y) = exp(2u + 02)(exp(a?) — 1).

El resultado de (3.9.1) se puede generalizar de la siguiente manera.

Teorema 3.9.2 SeaX es una variable aleatoria definida soAtecon densidag'y,yseag : X —
Y biyectiva, diferenciable y tal qug—')’ es no nulo sobrg’. Entonces la densidad de= g(X)
esh dada por

1

fr@W) = Fx(@ W)™ W Lyey = fx (g7 (v)) - oo

Iy(y) (3.9.4)
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3.9.2. El caso continuo no biyectivo

Cuandagg no es biyectiva, los resultados regivistos no tienen validez. Sin embargo, hay veces
en queX se puede particionar de modo quess biyectiva en cada una de esas porciones. As
el teorema esalido en cada elemento de dicha pafticiy se puede demostrar que la expesi
final de la densidad se obtiene de sumar cada una de las densidadiegidestrEste resultado se
enuncia a continuagn.

Teorema 3.9.3 SeaX una variable aleatoria con densidég definida sobret, y seag una funcon
definida sobreX, verificando la propiedad que existe una pabtici;, As, ... de X tal queg;,
definida como la restricoh deg a A; es biyectiva y diferenciable. Entoncés, = ¢(X) tiene
densidadfy dada por

° -1
=3 ixlg DY Wl v Zf;x 9 (yy) Ty (395)
1=1 7, ’L

Ejemplo 3.9.6 SupongaX ~ N(0, 1), y calculemos la densidad de= g(X) = X2.

Agui X =R, y es claro queg no es biyectiva en ese dominio. Sin embargo, uno puede
descomponeR en dos partes, los reales no negativos, y los reales negativos. El luga
espedico del puntox = 0 carece de importancia, y,as ain, se puede eliminar si

ad uno lo desea. De hecho, este es el procedimiento si la diferenciabikdadalse
tiene en algn punto particular. Sea, entoncels, =] — 00, 0]y A2 = [0, oo]. Es claro
queg restringida a cualquiera d&; o A, es biyectiva y diferenciable, esto ek, y A,
cumplen las hiptesis del teorema. Pattimo, nada impide usaib$ dos conjuntos, en

vez de una partibin numerable pero infinita. Luego, tenemos gue) = g2 (z) = 22,

perog; ' (y) = —/¥, 95 - () = /¥, Y g.(z) = 2z, parai = 1,2. Por otra parte,

exp(—22/2)
Vo

Entonces, el primerermino de la suma, correspondiente al aporte de la regmicti
nimeros negativos, es

fx(z) =

exp(—y/2)
V2T -2y’
y es facil ver que el otroérmino es iéntico, por lo que al sumar se obtiene:
exp(—y/2) _ y"/* ' exp(—y/2)

fr(y) = \/ﬂ\/@ = ﬁ21/2 )

y el lector poda deducir qu&y” ~ Gamd1/2,2), quedando &o por comprobar el
hecho qud’(1/2) = /7, lo cual queda propuesto como un ejercicio.

Ejemplo 3.9.7 SeaX ~ Exp(A\) conA > 0, y considereY” = cos(X). Es claro que
Y = [-1,1]. Por otra parte, la funéh g(x) = cos(x) es claramente no biyectiva en
(0, 00). Considere entonces los conjuntés = (km, (k + 1)), parak = 0,1,2,.. ..
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Entoncesyy, definida como la restricéh deg al conjuntoA;, es biyectiva y con in-
oo

versa continuamente diferenciable. AdsnP(X € (J Ax) = 1. No es difcil ver
k=0

quegy *(y) = arccos(y), gy '(y) = 2w — arccos(y), g5 (y) = 27 + arccos(y), y
ad sucesivamente. En general, para < y < 1 se tiene que

1 km + arc cos(y) sik=0,2,4,6,...
9, (y) = :
k (k+1)m —arccos(y) sik=1,3,5,7,...

Asi, para cualquiek = 0,1, 2, ... se tiene

R S DNV S
(9 () (9 () ’

de modo que aplicando (3.9.4) tenemos quelk y < 1:

— N ~1 ;
frly) = kZ_OfX(g’f ) 191.(95 " ()]

1
—_— exp(—=A"H(k + 1) — arc cos
Wi <k§5 p( {(k+1) ()}

+ Z exp()\l{kﬂ—l-arCCOS(y)}))

k=0,2,4,...

_ exp(— arc cos(y)A™1) i exp(—2mA~1)t

AV —y? k=0
exp((arc cos(y) — WA & .
+ exp(—27A7Y)
A1 —y? kzzo

exp(—A~larccos(y)) + exp(A~!(arccos(y) — 7))
A1 —y2(1 — exp(—27A~1)) '
Finalmente, es claro qug (y) = 0siy & (—1,1).

3.10. Resumen de Principales Distribuciones Univariadas

Para terminar este caplo, entregamos a continuéai un listado de algunas de las principales
familias parardtricas de distribuciones. La majade ellas se usa en diversas partes de este texto.

3.10.1. Algunas funciones de probabilidad discretas

f()=p, f(0)=qg=1-p
(3.10.6)
Distribucion de Bernoulli Bern(p)
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fly)=()r'a" Y, y=0,....n
(3.10.7)
Distribucion Binomial Bin(n,p)
fly) =p(1—p)y ' paray =1,2,...
(3.10.8)
Distribucibn Geongtrica Geonfp)
f(y) :p<1 _p)y paray = 07 1727 v
Distribucion Geongtrica (3.10.9)
trasladada al origen Gedm
fly) = (%j)pk(l —p)V*kparay =k, k+ 1,k +2,...
(3.10.10)
Distribucion Binomial negativa Bk, p).
fly) = BB phagy gy — 0,1, 2
y! b b b AR
_ Ttk &k —
= trenl 7 y=012,... (3.10.11)
Distribucion Binomial negativa
trasladada al origen BNB, p).
fly) = Aklj—fk, parak =0,1,....
(3.10.12)
Distribucion de Poisson Poisspx)
3.10.2. Algunas funciones densidad continuas
fly)=5ga<y<b
Distribucion Uniforme effu, b|] Ula,b] (3.10.13)
F) = 1ty v =y 0<y < 1.
o (3.10.14)
Distribucion Beta Bet&y, 3)
Caso especial: a« = g =1: Distribucibn  U|0, 1]
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Fy) =A)* e N, ¥ >0

Distribucion Gama(a, A)

Casos especiales:

—_ v 1
a=5A=3

Distribucion Ji cuadrado con
grados de libertad y2(v)

a=1

Distribucion Exponencial ExpoN).
fly) =re™, y>0

Fly) = AByP~te "y >0

Distribucion de Weibull Weild\, 3)

Caso especial 5 = 1 : Distribucibn Expo(\).

fly) = .

1
e—ﬁ(y—u)Q

oV 2

Distribucion Normal ~ N(u, 0?)

, —00 < Yy < 00

+)

Distribucion de Student con grados de libertad  ¢(v).

_(V+1)
2 —oo<r <o

L
V" vty 2 (nytre) 2

v]+vo

Distribucion F conv, y v, grados de libertad  F(vy, 13).

—o00 <y <00

)
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3.11. Problemas

1. En un experimento se observa la temperaftira= x« en grados Celsius. Esta temperatura

sigue una distribuéin de probabilidad con fun@n de distribudn acumuladd” y densidad

f. Suponga ahora que se cambia la escala del instrumento, de modo cgidtetiog queda
expresado en grados Fahrenheit. Denotemos la distbibiadumulada de esta temperatura
por GG, y su densidad de probabilidad ppr

—32
(a) Demuestre qué'(y) = F'(*15°).
—32
(b) Demuestre que(y) = 15/ (“T5)-
(c) Aplique los resultados anteriores al cds@) = 1 — e~**, conz > 0.
. Un dado equilibrado se lanza cuatro veces.Se&d minimo nimero que se obtiene.

(&) Encuentre la distribugh deX.
(b) CalculeE(X)y Var(X).

. Calcule el amero esperado destooles que se obtienen en una mano de poker, consistente en
5 cartas escogidas al azar de un total de 52.

. SeaX el nimero de aciertos en una cartilla de LOTO. Caldu(eX) y Var(X).

. En una secuencia de ensayos de Bernoulli)&eanlimero necesario de intentos requeridos
para obtener al menos @xito y un fracaso.
(a) CalculeE(X)y Var(X).
(b) Calcule la fundin generadora de momentos.&ey repita (a) usando dicha furdei.
. Un dado no equilibrado asigna a la cara conlgherox probabilidades dadas ppfz) =
ex 0,7 %03 2=1,23,4,5,6.
(a) Calcule el valor de.
(b) Haga una tabla con los valores de la fiamcde distribudn F.
(c) Utilice la tabla para calcular la probabilidad que

(i) Elnbmero et entre 2y 4.
(i) EI nbmero sea mayor que 2.

7. Eltiempo entre dos terremotos consecutivos tiene densidad

fe(z) = cabe ™, x> 0.

(a) Demuestre que= k!.
(b) Obtenga la funéin de distribudn acumuladd’,. (Integre por partes y use induoai).
(c) Haga una tabla con los valores Bg evaliandola para iltiplos de 0.5 entre Oy 8.

(d) Utilice la tabla obtenida en (c) para calcular la probabilidad que el tiemp@) sea
inferior a 4 a nos. (ii) estcomprendido entre 2.5y 3.5 a nos. (iii) Exceda los 5 a nos.
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(e) De todos los intervalos de la forma53, 0,55 + 0,5], 7 = 0,1,...15, encuentre acl
que tiene la raxima probabilidad.

8. La probabilidad que eliimero de personas en una fila éeest dada por el coeficiente de
2* en el desarrollo en serie de Taylor @e+ pz)~2.

(a) Demuestre que para que este modelo proistibt tenga sentido es necesario que
p=1.

(b) Obtenga la funéin de distribudn acumuladd'.

(c) Construya una tabla papa= %

9. La proporadn de calcio en un mineral es altamente variable. La probabilidad que esta pro
porcion esé entrea y b esf;7 f(x)dz, con

f(x) =1 —2)*, o0<z<1,
yconk =0,1,2.

(a) Encuentrey.

(b) Calcule la fundin de distribuddn acumuladd,(x).

(c) Evalie la probabilidadr;, que la propordin esé entre 0.25y 0.75.
(d) Conjeture el comportamiento d¢ a medida qué crece.

10. Sea X una variable aleatoria continua con fanae densidad > 0. Si F' es la funcbn de
distribucbn de X pruebe que la variable = F(X) tiene distribuddbn uniforme en [0,1].

11. SiX ~ U(0,1) encontrar la funéin densidad d& = e*.
Resp.:fy(t):% sil<t<e

12. SiY ~ U(0,5), ¢cu@l es la probabilidad que lasicas de la ecuagn 4z +4zY +Y +2 = 0
sean ambas reales?.

Resp. : %

13. Si un proyectil se lanza en @mgulo® ~ U(0, %) de la tierra con una velocidag éste

caea al suelo a una distanciaque puede ser expresada poe= (%)(sin 20), dondeg es la
aceleradn de gravedad. Encontrar la fuanide distribudn de R.

. 2

Resp.: F(z) = 2 arcsin 25 para 0 <z < o

14. Un entero positivd es seleccionado coR(I = n) = 2% paran = 1,2, .... Si el entero es
n, se lanza una moneda al aire en que la probabilidad de obtener una eafa gCul es la
probabilidad que al lanzar la moneda obtengamos una cara?.

1
2e—1

Resp :

15. Se lanza una moneda en que la probabilidad de obtener una @a%\?w suponga que la
moneda se lanza repetidamente. Sgael nimero total de caras que han sido obtenidas en
los primeros: lanzamientos y seg, = n — X,,. Supongamos que paramos los lanzamientos
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cuando se obtiene el primettal queX,, = Y,,+30Y,, = X,,+ 3. Determine la probabilidad
queX,, =Y, + 3 cuando se detienen los lanzamientos.

Resp : %

16. Considere un elevador que comienza en el siitea de un edificio y viaja hacia arriba.
Seal; el numero de personas que suben al elevador en elipiSoponga que lod/; son
independientes y qul; ~ Poissori);). Cada persona que subeiemdependiente del resto
sale enj con probabilidad;;. SealV;; el numero de personas que suben al elevador en el
piso: y bajan en ejj. CalculeP(N;; = k).

Resp : Nz'j ~ POiSSOI(])\ipij).
17. Suponga quéV; ~ Poissofi);), No ~ Poissolil2) dondeN; y N2 son independientes.

Pruebe quéV; + Ny ~ Poissoii\; + A2), y aden&s calculeP(N; = 1|Ny + Na = 1).

A1
A1+A2

Resp :

18. (a) SearXq,..., X, variables aleatorias independientes, y defina las nuevas variables alea-
toriasY y Z mediantey” = min(Xy, ..., X,), Z = max(Xy, ..., X,). Argumente que
las siguientes relaciones son verdaderas:

PY>y) = PXi>y) -P(X,>vy)
P(Z<z) = PX1<z) ---P(X,<z2).
(b) Asuma que los tiempos de falla de un sistema demponentes sdhi, . . ., 15, los que

se suponen independientes. Lo que nos interesa calcular es la diétridattiempo de
falla T del sistema completo ea@rminos de las distribuciones @, . . ., T;,. Aplique la
parte (a) a lo siguiente:

(i) Si de 10 componentes cada una tiene probabilidad 0.99 de durar akri®fo
horas, yéstas se encuentran en serie,al @s la probabilidad que el sistema no
fallara en 100 horas?.

(ii) ¢Cual es la probabilidad, si ahora las componentesresh paralelo?Resp : 1 —
10720,

19. Se lanzan dos dados perfectos. Sagual al producto de los valores obtenidos en los dados.
DetermineX’, y calculeP(X = x) parar € X.

20. Suponga que un dado se lanza dos vecesalg€son los posibles valores que pueden tomar
las siguientes variables aleatorias?

(a) El maximo valor en los dos lanzamientos.

(b) El minimo valor en los dos lanzamientos.

(c) La suma de los dos lanzamientos.

(d) El valor del primer lanzamiento menos el valor del segundo lanzamiento.

21. Calcule el valor esperado y varianza en cada una de las parfaobkdma 20.
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22. Compare la aproximam de Poisson con la probabilidad Binomial correcta para los siguien-

tes casos:
(@) P(X =2)cuandon =8,p=0,1.
(b) P(X =9) cuandon = 10, p = 0,95.
(c) P(X =0) cuandon = 10,p = 0,1.
(d) P(X =4)cuandon =9,p =0,2.

23. El rimero de suicidios en cierto estado es de 1 por cada 100.000 habitantesies.u

(a) Encontrar la probabilidad que en una ciudad de 400.000 habitahtessdeo estado,
se produzcan por lo menos ocho suicidios.

(b) ¢Cual es la probabilidad que durante dos meses del a no ocurran ocas suidios?.

(c) Contando el presente mes como el masiero uno, ¢ cl es la probabilidad que en el
mes: ocurran ocho o i&s suicidios?.

¢, Que supuestos se deben hacer?.

24. Cada caja de una cierta marca de cereal contiene un animalit@steglen su interior.
Hay un total de/N posibles animalitos disponibles, y suponga que es igualmente probable
encontrar uno cualquiera de ellos en una caja dada. Determirienelra esperado de cajas
gue se debe comprar para obtener la coleccompleta de animalitos.

25. Una urna contiene bolas numeradas, 2, ...,n. Una persona extrae al azar una bola de
la urna y la devuelve, saca otra y la devuelve, continuando hasta secarisma bolaor
segunda vezSeaX el nimero de intentos necesarios para obtener dicha repetici

(a) Obtenga la distribuén deX. (Indicacbn: calculeP(X > k))
(b) Demuestre que

1 1 2 o i
E(X)=2+(1-= I—=)(1=-=)+-- 1——).
=z (1) (=) (=0) I
26. Pruebe que sX es una variable aleatoria cualquiera tal qeeX < [a,b]), entonces: <

E(X) < by Var(X) < (b — a)?/4. (Indicacbn: haga primero el caso = 0, b = 1).
Encuentre una variable aleatoria que alcancedaima varianza.

27. SeaX una variable aleatoria con distribdaiU (0, 1), y definaY” = min{ X, ¢}, donde0 <
c< 1. CalculeE(Y)y Var(Y).

Nota: X(w) SiX@W) <
w) SiX(w)<c
Yiw) = { c sino

28. El tiempo de vida en horas de un tubo fluorescente, es una variader@ejue tiene una
densidad de probabilidad dada por:

f(z) = ®ze ™™  2>0.

Calcule el tiempo de vida esperado del tubo.
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29. SeaX una variable aleatoria con densidad

exp(—x)

(1 + exp(—x))2’ TER.

fx(x) =

(a) Pruebe que la distribum de X es singtrica en torno de O.

(b) Determine siE'(X) existe, y calcule su valor en caso afirmativo.
(c) Obtenga la densidad de= exp(X), y determineE(Y").

(d) CalculeE(Y") esta vez sin utilizar su densidad.

30. Se dice qu& tiene distribuddn de Weibull si

Aaz® lexp(—Az®) siz >0

fX(w):{ 0 si no.

Se asume que > 0y A > 0. DetermineE (X). ¢ Cul es la distribuén deY = X*?

31. Encuentre la funon generadora de momentos de una variable aleatoria U(a, b). Use
este resultado para calculBf X ) y Var(X).

32. SeaX una variable aleatoria absolutamente continua con valores en los reateopog
definaSx(z) = 1 — Fx(x) = P(X > z) para un real positive cualquiera.

(@) Pruebe que $U(X?) existe, entonces
B(X) = / Sx(@dz y  B(X2) =2 / 28 (2)da.
0 0

(b) Aplique lo anterior al caso de la distribdai exponencial, y al caso de la distribbicide
Weibull.

33. Unaurna contienebolas blancas ¥ bolas negras. Si sacamos una bola a la vez hasta obtener
la primera bola blanca, encontrar éimero esperado de bolas negras sacadas de la urna.

b

Resp : 75.

34. Una caja contiene inicialmente 3 bolitas rojas, 4 azules y 6 verdes, la®qadran una a
unay sin reemplazo, hasta que todas las bolitas rojas han sido retiraalas eSalimero de
bolitas que se han retirado hasta ese momento.

(a) CalculeP(X <9)
(b) CalculeP(X =9).
(b) CalculeE(X).

35. SeaX una variable aleatoria que sigue una de las siguientes distribuciones.

(a) Bin(n, p).
(b) Poissonk).
(c) Geontétrica con paametrop.
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36.

37.

38.

39.

40.

(d) Uniforme en los enteros entrey n, conm < n.

Para cada distribuan calcule

a) E(X).
b) E(X(X —1)).
c) E(X?).
d) Var(X)
€) E(z¥X), dondez es un fimero real.
SeaX una variable aleatoria con valoresfgn1, ..., n}, funcion de probabilidag y funcion

de distribucdn F'. Demuestre que

EX =) (1-F(z)).
=0

Muestre que esta reladui es tamlén valida paran = oo. Apliquela para calcular la media de
la distribucbn geongtrica.

Un equipo tiene 5 componentes, de las cuales 2 son defectuosap&eionan las compo-
nentes en un orden aleatorio.

() SiX eselrimero de componentes que deben examinarse antes de encontraegna def
tuosa, calculé’(X).

(b) SiY es el imero de componentes que deben examinarse para encontrar lasedes def
tuosas, calculé’(Y').

Si X es una variable aleatoria con esperanza finijavarianzas?, y si g(-) es una fundn
dos veces diferenciable, demuestre que:

Hint: usar la expanén de Taylor en torno a parag(-). Use $lo los primeros tressfrminos.

Se realizan ensayos independientes, dondee@siino ensayo se obtiene @rito con pro-
babilidadp;. Encuentre el amero esperado y la varianza déinmero deéxitos que ocurren
en los primeros ensayos.

Un hombre dispara a un blanco. Diez de estos tiros caen a una pdéjdédinco, cinco entre
una y tres pulgadas del blanco, y tres entre tres y cinco pulgadas debbBncontrar el
nimero esperado de tiros acertados si:

(a) Los tiros del hombre se distribuyen uniformemente eirelito de radio ocho pulgadas
con el blanco como centro.

(b) Las distancias verticales y horizontales de los tiros del hombre aldotanmc(medidas
en pulgadas) variables aleatorias independientesrgichmente distribuida¥ (0, 4).

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 128



CAPITULO 3. VARIABLES ALEATORIAS

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.
49.

La duraddnT" de cierto tipo de llamada telefica satisface la relatm:
P(T >t) =ae M+ (1 —a)e ™, t>0,

donded < a <1, A > 0y u > 0 son constantes determinadas efstathmente. Encontrar la
media y la varianza d€.

Una variable aleatorid puede tomar cada uno de los siete valer8s—2, —1,0,1, 2,3 con
la misma probabilidad. Determingy- (y), en donde” = X2 — X.

Suponga qué& es una variable aleatoria cuya densidad gsqueY = aX + b (a # 0).
Demuestre que la densidad Hees la siguiente:

oY) = Cﬁw>, —00 <y < 0.

Suponga qug tiene funcon densidad:

(a) Demostrar que='y; tiene funcon densidad:

o@) = 4 (Eap Si0S@<]
0 en otro caso

(b) Demostrar queX + ¢ tiene funcén densidad:

(z) = e=(#=9) sic<uz
= 0 siz < c.

SeaX una variable aleatoria continua con fumrtidensidad’ y funcién distribucén F'. Prue-
be que la distribuéin deY = F(z) esU(0,1).

Supongamos que una calculadora posee cuatro circuitésiéSse era a reparadin, las
probabilidades que necesite 1,2,3 0 4 circuitos nuevosjsdn =, y &. La empresa que
realiza las reparaciones mantiene un stock de 18875 circuitos anuadesuia no recibe
10000 calculadoras para reparar,g@s la probabilidad que no se cubra la demanda?.

Resp : 0,117
Observando que, en promedio, el 12 % de los pasajes resemaasi®scupan, una compen

aérea decide aceptar reservas por un 1086 de su capacidad en aviones de 450 pasajeros.
Calcular la proporéin de vuelos en que dlg pasajero con reserva ho tiene cabida.

Resp : 0,02
Suponga qu& ~ U(0, 1). Determine los valores dec R tales quelZ(X?) existe.

(&) Un dado se lanza hasta obtener un doX’ 8s el imero de lanzamientos requeridos,
demostrar que la fungh generadora de momentos de xﬁﬁég.
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(b) Un dado se lanza hasta obtener un dos o un tres. Demaostrar queitanfgeneradora
de momentos delirmero de lanzamientos requeridos;€s; .

50. Suponiendo qu& tenga la siguiente fungh densidad :
f(z) = Ae Mzma) X<a

(a) EncontraiV/x (t).
(b) CalcularE(X)y Var(X).

51. SiX es una variable aleatoria continua no negativa, pruebe que
o0
E(X"™) = / n:z”fl(l — F(z))dx,
0

dondeF es la funodn de distribudin de X .

52. Demostrar que sK;, i = 1,...,k representa elimero deéxitos enk repeticiones de un
experimento para el quB(éxito) = p Vi, entoncesX; + --- + X}, tiene una distribuén
Binomial.

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 130



Capitulo 4

Vectores Aleatorios

4.1. Motivacion

En el cafitulo anterior hemos estudiado el importante concepto de variable aleatorénfesis
en el caso en gquesta es univariada. Es usual, sin embargo, el caso en que el obj¢boialeatural
para modelar una situaei dada es uwector aleatoriode n componentes, es decir, se observa
X = (X1, X,,...,X,), en que cad&X; es una variable aleatoria unidimensional, ya sea discreta,
absolutamente continua o mixta.

Este es el caso del Ejemplo 3.2.4 del @alp 3, en que el resultado de escoger un punto al
azar en el culo unitario se describe por un vector aleatorio bidimensidak (X, X»), y
en dondeX = {(x1,22) | 22 + 23 < 1}. Note que en este mismo ejemplo el resultado puede
tambin ser descrito eretminos de coordenadas polads= (R, ©), dondey = {(r,0) : 0 <
r < 1,—m < 6 < 7}. Observe, sin embargo, que si este experimento se cambia por espoger u
punto en lacircunsferenciaunitaria {(z1,z2) | 3 + 23 = 1}, el vector correspondiente es en
realidad un objeto unidimensional, lo que se puede modelar empleanécnass del Capulo 3.
Concretamente, en coordenadas polares, escogBmesl y © ~ U(0,2r). Se propone como
ejercicio al lector obtener la correspondiente distribaaie las coordenadas cartesiafasy Xo.

Otra situaddn es cuando una cierta medigise lleva a cabo en varios individuos. Por ejemplo,
suponga que interesa medir la estatura de cada uno de los 6 integrantes derta familia. El
resultado de este experimento se puede representar mediante un vattoicadie dimengin 6, en
gue cada componente representa la estatura de uno de los miembros dmiistaHsta clase de
ejemplo es muy frecuente en problemas dstambs de la vida real. Sin entrar en mayores detalles
por ahora, es conveniente distinguir el vector aleatorio obtenido deagsta ton aquel que uno
obtendfa si se midiera la estatura de uno de los miembros de esta familia 6 vebes;greel caso
en que a este mismo individuo se le miden 6 carztteas diferentes (por ejemplo, estatura, peso,
etc.). Como veremos &s adelante estas tres situaciones requieren de modelos psilzalsilradi-
calmente distintos,im cuando se trata de vectores aleatorios de la misma dibmerysobtenidos
en situaciones “similares”.
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4.2. Definiciones y Conceptos &sicos

4.2.1. Definiciones

Veremos que muchas de las ideas del caso unidimensional tienen unabextexiaral al caso
multidimensional. Por esta rag, no nos detendremos mayormente en revisar algunos aspectos
cubiertos en el Capulo 3. Mas bien, enfatizaremos los cambios e§jius que involucra el salto
desde dimenén 1 an.

Definicion 4.2.1 Un vector X = (X3,...,X,) se dicevector aleatoriosi cada uno de los(;,
i1 =1,...,n esunavariable aleatoria, siendo todas ellas definidas sobre un espastoatmoniin
Q. La notacbn X € R"™ indicata queX tienen coordenadas.

En otras palabras, si cadg es una variable aleatoria—= 1, ..., n, entonces se tiene qu¢€ =
(X1,...,X,) es un vector aleatorio de dimeésin. La restriccon que las: variables aleatorias
esén definidas sobre un misnfdobedece a razonesdnicas, y en la jctica, uno puede asumir
dicha condidbn sin gerdida de generalidad. Al igual que en el caso unidimensiéhaljele ser
un conjunto difcil de especificar (jen algunos caso es inclusiidlifie imaginar!), por lo que los
modelos probabi$ticos — expresados egriminos de distribuciones — se postulan usualmente sobre
X, el conjunto de posibles valores &

Definicion 4.2.2 La funcion de distribucdn conjuntade un vector aleatoriX se define para un
vector dadac = (z1, ..., z,) € R" mediante:

Fx(:ll) = FX17..‘7Xn($1, . ,xn) = P(X1 < Tlyeo- ,Xn < xn) (421)

Notese que en este caso se habla de &mde distribudn conjuntade X, denotando el he-
cho queX posee ras de una coordenada, estaliacdiose dsuna distincbn expicita con el caso
unidimensional.

4.2.2. Propiedades de la funéin de distribucion conjunta
La funcibn de distribudn conjunta tiene las siguientes propiedades:
1. F'x es no decreciente en cada coordenada, estoes, siz;2, entonces
Fx(x1,... 21, xn) < Fx(x1,..., T2, ..., Tpn).
2. Fx es continua por la derecha en cada coordenada, esto es,

lim Fx(x1,...,Zi...,¢n) = Fx(T1,...,Ti0, ..., Tp).

Analogamente, lodrhites por la izquierda en cada coordenada existen (aungue no necesaria
mente coinciden con los valores fig en los puntos en cueéti).
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3. Para cualquierse tiene

lim Fx(z1,...,2,) =0,
Ti—>—00
y
lim  Fx(z1,...,25) =1,

T1,..e, Ty —>00

donde estélltimo limite significa queéodaslas coordenadas tienden sinfuleamente ac.

4. Parag : R" — R sea

Al(fakybk]g(:cl,...,xn) =91, by xn) —g(T1, gy X)),

Entonces,
A%aubﬂ T A?an,bn]FX(l’l, ceeyy) >0,

cualesquiera que sean< b;,i =1,...,n.

Se puede probar que estas cuatro propiedades caracterizan compietariisncon de distribu-
cion conjunta, en el sentido que una fuorcl” satisfacéndolas coincide cof'x para al@n vector
aleatorioX . Resulta entonces natural asignar el nonfbreion de distribuadn n-dimensional o
conjuntaa cualquier fundn F' satisfaciendo 1-4 arriba.

La propiedad 4 es quis la nds novedosa entre ellas. Para visualizar lo que sucede, considere-
mos el casa = 2, y el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.1 SeaF : R? — R definida por

1 siz>0,y>0,z+y>1
F(z,y) :{ 0 sino.

Si F fuera la funodn de distribuddn de al@n vector aleatori¢.X, Y'), entonces, ano-
tandoFy y (z,y) = F(x,y) se tiene

PO<X<1,0<Y <1) = Fxy(1,1) - Fxy(1,0)
—Fxy(0,1) + Fxy(0,0)
= F(1,1) - F(1,0) — F(0,1)
+F(0,0)
= 1-1-140= -1,

que es claramente una contradigti

Es claro, entonces, que la cuarta propiedad (que simplemente estaldquelogbilidades cal-
culadas a partir d& deben ser no negativas) resulta relevante, y no puede ser omitida progie:
dad se puede visualizar como la exténsmultivariada de aquella establecida en la Set8i4.1,
y que se traduce en el hecho que las funciones de distibuciivariadas son no decrecientes.

Como en el caso unidimensional, es posible clasificar vectores aleatamogl@zretosy con-
tinuos
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Definicion 4.2.3 El vector aleatoriaX = (X1,...,X,) se dice

= discretosi X toma valores sobre un conjunto finito o infinito numerable. En este caso, si
x € X, lafuncibn
px(x)=P(X1=21,..., X, =xp)

recibe el nombre diuncibn de probabilidad conjunta discreta

= absolutamente continusi existe una funéin fx : R" — Rt U {0} tal que para cualquier
x € R™ se cumple

Tn 1
FX(as)—/ / Fx (b, )t - db,.

En este casgfx se llamafuncion densidadiel vector aleatoridX, o funcion densidad con-
juntade las variables aleatorids,, . .., X,,.

Como en el caso unidimensiondlyx suele tener poca importanciagptica cuandadX es dis-
creto, y uno trabaja usualmente geg. En el caso continuo, la probabilidad que el vector aleatorio
X tome valores en el reatgulon-dimensional

Rn == [alvbl} XX [an;bn]v

se obtiene mediante integréani

by b1
P(XeRn):/ o | fx () dt - . (4.2.2)

1

Si el vector aleatorioX est definido ert?, sobre el cual se ha definido una medida de proba-
bilidad P, el vectorX induce una nueva medida de probabiliday;, esta vez sobr&’, y dada
mediante ladrmula:

Px(B)=P(X € B) = P(X " }(B)) paraB € X. (4.2.3)

Al igual que en el caso univariad®x recibe el nombre demedida de probabilidad inducidgor
X, odistribucionde X.

Otras propiedades de las funciones de probabilidad $&\eecontinuadin:

1. Sila funcon de probabilidad discreta d¢ = (X;,..., X)) espx, entonces la funén de
probabilidad conjunta de un subconjunto cualquier&Xg . . ., X,,) se obtiene simplemente
de sumarmpx sobre las coordenadas correspondientes a las variables no inclnidahe
subconjunto, y atendiendo a las restricciones que los puntdsmrseen. En particular:

pX1,...,Xk(x17"'a‘Tk) = Z pX(xla"'axk‘,xk-‘rla"'Vrn)a (424)
S(k+1,...,n)

en donde
Sk+1,....n) ={(Tkt1,-- -, Tn) : (T1,...,2,) € X}.
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En efecto, el conjunto de posibles valores pgXa, ..., Xj) se obtiene de “proyectatX’
sobre las primeralscoordenadas. Pero en este proceso, la probabilidad de un puntaersalqu
se obtiene como la suma de todos los punto&deuyas primerag coordenadas coinciden
(esto es, aplicamos probabilidades totales), que es exactamente lo gubkezesn (4.2.4).
Una notadbn alternativa para (4.2.4) es

DX, X, (X1, xk) = px (T, T, e ). (4.2.5)

2. SiX = (Xy,...,X,) tiene densidad conjuntgy, entonces, y en analtgcon el caso dis-
creto, la densidad conjunta de un subconjunto de ellas se obtiene deritdegm@ordenadas
gue no pertenecen a dicho subconjunto:

3. Si Fx es la funcdn de distribudn conjunta deX = (Xj,...,X,), entonces la funon
de distribucdn conjunta de algn subconjunto de ellas se obtiene de tomaireité de ca-
da coordenada no involucrada en el subconjunto, cuando esteenadedtiende ac. En
particular:

FXl,...,Xk (:El, o ,xk) = - h'rél . FXl,...,Xn (:Cl, ey Ll Tl 1y - - - ,xn). (427)

Intuitivamente, al tomairifnite a infinito en alguna coordenada, digamos, para fijar ideas, la
ltima, se reemplaza el even{,, < z,} por{X,, < oo}, el cual tiene probabilidad 1, y
por lo tanto, este evento no altera la probabilidad de los otros eventosfipendey :

lim Fx(z1,...z,) = lim P(X;<z,...,Xpn1 <zp1, Xn < )

Ty —00 Ty, —00
= P(Xllew-an—leEn—laXnSOO)
= PXi1<w,...,Xp-1 <)

= Fx, . .x,(T1,...,Tp-1).

El argumento en el caso déirite de dos o ras coordenadas en forma sindulea es esen-
cialmente iéntico.

4.2.3. Ejemplos

Veamos a continuadn algunos ejemplos.

Ejemplo 4.2.2 Sea X1, X, ... un proceso de Bernoulli con probabilidad égito

p. En este caso se tiene q& = (Xi,...,X,) es un vector aleatorio discreto
dimensional, cualquiera que seaPor las propiedades ya estudiadas para este caso,
X ={0,1}", y para cualquiex = (z1,...,x,) € X se cumple:
zﬂ’: T n— zﬂ’: T4
=

px(z) =p=t (1-p) =
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Veamos ahora@mo deducir estabfmula. Para fijar ideas, supongamos gueonsta

dek unos seguidos de — k ceros. Por la independencia dg, . . ., X,,, es claro que

la probabilidad de tal configurdim esp® (1 — p)"~*. Mas aun, cualquier configuréci

conk unos yn — k ceros tiene exactamente la misma probabilidad. Perarakrno de
n

unos coincide cory | X;, de donde se obtiene el resultado.
=1

Ejemplo 4.2.3 SeanX eY variables aleatorias discretas con fumcde probabilidad
conjunta dada por la siguiente tabla:

Yy
T 0 1 2

0.15| 0.15] 0.25
0.10| 0.15]| 0.20

o

=

Para obtener la fungh de probabilidad discreta déeY’, y usando (4.2.4) &o debe-
mos sumar por filas o columnas, respectivamentg. sesobtiene quex (0) = 0,55,
pX(l) = 0>45! pr(O) = 0a251 pY(l) = 0731pY(2) = 0745

Ejemplo 4.2.4 Considerg X, Y') con densidad conjunta

_ J ezl +1yl) stz 4yl <1
fX,Y('Iay) - { 0 si no.

En este ejemplo, el primer paso consiste en calcular el valerd® para que efecti-
vamente se tenga una densidad. Se debe cumplir

1= [ e+ lol)dady.

|z|+yl<1

Por la simetia de ambos, el dominio de integrakiy la funcbn en cuestin, la integral
sobre cada cuadrante es la misma, y

1 1—y
1 = 4e // (x 4+ y)dzdy = 4(:/ / (x + y)dxdy
o Jo

{z+y<1, >0, y>0}
1 1
_ . 2 o — 4¢ 2
= e [ (=022 o =y = de [ (1722
= 4c(1/2—1/6) = 4¢/3,

de donde se concluye que= 3/4.

Calculemos ahora las correspondientes densidades marginales. A ed#iR @) se
tiene que

fx(z) = /_OO Ixy(z,y)dy.
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Es necesario ser muy cuidadoso con lastes de integraén. En primer lugar’ se
obtiene de proyectar el dominio sobre el gjeobtenéndoset = [0, 1], de modo que
fx(z) = 0siz ¢ [0,1]. Parazy € [0,1] fijo, el rango de posibles valores gese
obtiene de la desigualdad,| + |y| < 1, de donde se sigue que&(l — |zg|) < y <
1 — |zo|, como se muestra en el siguiente diagrama.

Yy
1
y§1—|1’0|
1 1
o T
‘1
Se tiene entonces que
3 1—|z|
fe@) = 5[ (el + udy
—(1—1=])
Yot g+ 2 [
= x|l —jx|) +~ ylay
2 4
3 3 [l-lz]
= Sl =l +5 [ vy
3 3 9 3 9
Analogamente, y por la simétrdel problema,
3 2 i
_J 1A =y%) siye[-1,1]
() {0 si no.

4.2.4. Elcaso mixto

Hay &in un caso que discutir, y que corresponde a cuando parte de ladesea el vector
aleatorioX son discretas, y el resto absolutamente continuas, caso en el que rabEwector
aleatorio mixto. Para simplificar la expogioi, supongamos un vector bidimensiof#l Y'), donde
X es discreta, & es absolutamente continua, y denotemosBal conjunto de posibles valores
para este vector. Notemos que la distribmcde (X, Y') asigna probabilidades positivas a algunos
subconjuntos d&? de la forma{x} x [a, b]. Sin perdida de generalidad, podemos descartar aquellos
subconjuntos tales qu&(X = x) = 0 marginalmenteSurge entonces el problema deo definir
una “funcbn densidad” que permita realizar loalaulos como lo hemos estado haciendo hasta
ahora. Es claro que al operar con esta fanalensidad, se requéxiuna combinadin de sumas e
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integrales, correspondientes a la parte discreta y continua respectteaara ello, introduzcamos
primero la siguiente notamn. Sead C D un evento de intés, y defina:

A = {yeR:(z,y) € A}

Ay, = {zeR:(z,y) € A}

AX) = |J4
yey

AY) = 4.
reX

Los conjuntosA, y A, reciben el nombre dseccionesle A. Asi, A, contiene todos los puntos
y € Y para los que el segmento paralelo al gjg que pasa pox est contenido em. Por su
parte,A(X) contiene todos los posibles valore$al que(z,y) € A paraalginy € A(Y'). Luego,
A(X) puede verse como la proyecnideA sobre el ejer correspondiente a la primera coordenada.
Una interpreta@n aréloga vale paral, y A(Y'). Observe que, en general, C A(X) x A(Y),
pudiendo la inclugin ser estricta. Por otra parte, el soporteXdes simplement®(X), y el deY
esD(Y).

Con esta notabn, es posible probar que para un vector aleatorio mixto, existe unafunci
densidad mixtax y (z,y) tal que

P(X,Y)eA) = > /pX,Y(fE,y)dy = / > pxy(zy) pdy.  (4.2.8)

zeA(X) yEA, YEA(Y) TEAy

Ademas, la funobn de probabilidad discreta marginal dese obtiene mediante

px(w) = / pxy(z,y)dy, x € D(X), (4.2.9)
y€Dy

mientras que la densidad marginal\dese obtiene mediante

frw)= Y pxy(xy),  zeDY). (4.2.10)
x€D,

Finalmente, el procedimiento se extiende en forntaga al casa > 2, en que algunas de las
coordenadas son variables discretas, y las otras poseen urtnfdeasidad conjunta.

Ejemplo 4.2.5 Considere un vector aleatorio de tipo mixXt&, Y) para el que¥ =
{0,1,...,n},eyY =(0,1),ycon

pxy(@,y) = B((Z?w gL =) T si(z,y) € X X Y
7 0 si no,

dondea y b son reales positivos, > 1 es un entero cualquiera,¥(a, b) es la funcdn
Beta, definida por

[(a)L'(b)

B = =2,
(a,5) I'(a+0b)
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Para calculapx se procede como a continuani usando (4.2.9):
1
px(z) = / pxy (@, y)dy
0

1
_ <n> Beta(a, b)l/ y:p+a71(1 _ y)nforbfldy
T 0
(M)Beta(z + a,n — x + b)
Betd(a, b) ’
parar = 0,1,...,n. Por otra parte, de (4.2.10)

n

) = D pxy(zy)

x=0
— Bet bfl a—1 1— b—1 n T n—x
eta(a, b)) 'y* (1 —y) ;Oxy( y)
_ yafl(l—y)bfl
Betaa,b) ’

y hemos visto dgjueY ~ Betda, b). Se recomienda al lector establecer el paralelo en-
tre la distribucdn aqu considerada y un experimento consistente en escogenuano

0 <Y < 1de acuerdo a la distribumi Beta(a, b), para luego lanzar una moneda con
probabilidadY” de dar caran veces en forma independiente, anotandolghero de
carasX que se obtienen.

Ejemplo 4.2.6 Considere un vector aleatorio mixt&’, Y) para el que

y* i
[ Texp(-2y) si(ey) € {0,121} x (0,00)
pX,Y(‘T’y) - { 0 Si no,

Usando (4.2.9) se obtiene, deépude algunosatculos directos,

_ [Texp(=2y)y” 1 _
pX(a:)—/O Tdy_QIH’ x=0,1,2,...,
y de (4.2.10)
. exp —2y)y”*
fry)=> (x,) = exp(—y), y >0,
=0 ’

y entonced” tiene distribuddbn exponencial con pametro 1.

4.3. Independencia de Variables Aleatorias

Retomamos aqel concepto de independencia de variables aleatorias introducidmemin-
te, dandole un tratamiento &s general, y estudiando sus consecuenciasrenirtos de las compo-
nentes de un vector aleatorio.

Para comenzar, recordemos la defimigique se aplica a variables aleatorias de cualquier tipo.
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Definicion 4.3.1 Las variables aleatoria¥, ..., X, definidas en el mismo espacio muestral, se
dicenindependientesi para cualquier coleamn den eventosAy, ..., A, se tiene
n
P(X1 € Ay,... . Xy € Ay) =] P(Xi € 4)) (4.3.1)

i=1

Como en el caso discreto, independenciaXde. . ., X,, significa que eventos relacionados a
subconjuntos disjuntos de estas variables son independientes, eldeirrencia de uno de ellos
no da informadn respecto de la probabilidad de ocurrencia de los otros.

Es posible obtener diversas caracterizaciones de independencisgsLgeneral de ellas dice
relacbn con la factorizaéin de la funabn de distribudn conjunta.

Proposicion 4.3.1

(@) SiXy,...,X, sonindependientes, entonces

n
FX1,...,Xn(xlu R 7xn) = HFXZ(:EZ)7
=1

para cualquiet, ..., x,.

(b) Alainversa, si existen funcionds, ..., F,, tales que
Fxy,.x, (@1, 1) = [ Filw),

y si lim Fj(z;) = 1, parai = 1,...,n, entoncesXy,..., X, son independientes, y

T;—>00

Fx, (x;) = Fi(x;) parai = 1,...,n.

En otras palabras, si las variables en caestion independientes, entonces la fanaie dis-
tribucion conjunta de ellas factoriza como el producto de las funciones de disbribunivariadas
involucradas. La parte (b) establece un resultadipreco, pero esta vez, es necesario verificar que
parai = 1,...,n se tienexll_i_{nooﬂ(mi) = 1. Note queno es necesarigerificar que cadd’; es una

funcibn de distribuddn. Por otro lado, si cadd; es absolutamente continua (el caso discreto ya fue
anteriormente tratado en la Semei2.8.1), podemos dar una vénside este resultado basadios
en densidades.

Proposicion 4.3.2

(a) SiXy,...,X, sonindependientes, entonces para cualguier. . , z,, se cumple:

fxi o x, (@1, 2p) = H Ixi (z4).
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(b) Redprocamente, si existen funciones densigdad. ., f,, tales que
n
le,...,Xn(xla e a$n) = H fl(xl)’
i=1
entoncesXy, ..., X,, son independientes,¥; tiene densidad;,i = 1,...,n.

Veamos a continuadn algunos ejemplos.

Ejemplo 4.3.1 Sea(X,Y") un vector aleatorio con distribum uniforme en elicculo
unitario, esto es,

a7l osiz? 4?2 <1
fxy(z,y) = { 0 sino
Tenemos qu&’ = [—1,1],y para—1 < x < 1 se cumple:
% V1—z2 1
fx(z) = / fxy(z,y)dy = / —dy

—x VI2 T
21 —a?
T )

y fx(x) = 0sino. En completa analt® fy (v) = fx(y), peroesclaro quéy y (x,y) #
fx(x)fy(y), porlo queX eY no son independientes.

Se propone como ejercicio verificar qué 8i, Y') est distribuido uniformemente en el cuadrado
unitario[0, 1] x [0, 1], entoncesX e Y son independientes, cada una con distribudi(0,1).

Ejemplo 4.3.2 Considere el vector aleator{c(, Y') con densidad conjunta

fxy (@) _ ( @~ 2pmy + 2))
T,Yy) = ——F——6exp| —m7—5 (&7 — 2px ,
B TV e T S S

donde(z,y) € R?, yendonde-1 < p < 1. Se tiene que:

1 > 1 5 x2>
r) = —— exp| ———y—px)"— — | d
o) = s [ o (et = )
:E2
= ——= exp| —=7——5-(y—px
o/l ) P\ 20— )Y T Y
IQ
exp<—7>
Vor
y X ~ N(0,1). AnalogamenteY” ~ N (0, 1), pero es claro qu& eY no son indepen-

dientesa menos que = 0, caso en que la densidad conjuritéastoriza. Este ejemplo
seia nuevamente discutidoas adelante.
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4.4. Transformaciones de Vectores Aleatorios

4.4.1. Enfoque intuitivo

En muchos casos la inform&ci obtenida viene en la forma de un vector aleatertbmensional
con distribucbn conjunta conocida (ya sea mediante consideraciones propias alrexme, o co-
mo parte de un cierto modelo probasiico), pero lo que realmente interesa es determinar probabi-
lidades que digan relamn con una variable aleatoria definida como una famciel vector aleatorio
en cuesbn, digamosY = ¢(Xy,..., X,,). Ejemplos ipicos de esta situami son sumas, prome-
dios, productos, cambios de unidades de medidaterir. Concretamente, ya hemos visto el caso en
que la variable de intés sea el imero deéxitos obtenidos hasta etésimo ensayo en un proceso
de Bernoulli, que simplemente corresponde a sukhar . ., X,,.

Note que
Fy(y) = P(9(X1,..., Xn) <),

de modo que, en telarel problema ya eatresuelto. En la fictica, sin embargo, son pocos los casos
en que estealculo se puede hacer directamente. Veamos un par de ejemplos simples.

Ejemplo 4.4.1 SeaX ~ N(0,1),y seaY = X2, Se tieng) = R*, de modo que para
y > 0:

Fy(y) = P(X*<y)=P(—/y<X <y

B VU xzd _ o
= /\/@mexp(—Q) = Fx(vy) — Fx(=9)-

Luego, la densidad dE se obtiene comay, (y):

friy) = C;;Fy(y)=fx(\/§)2\1/§+fx(—\/§)2\1@
_ep(=%) e exp(—)
2,/ym 25 /7

que corresponde a la distriboai Gamma§,2). Esta distribud@n recibe tamkén el
nombre deChi-cuadradocon 1 grado de libertad, como se &eras adelante.

Ejemplo 4.4.2 SeanX; y X i.i.d. con distribucdbn exponencial de pametro) > 0.
Calculemos la densidad d&¢= X; + X». Es inmediato ver qugy = R, y que

Fxx (@1, 22) = A2 exp(— (21 + 2) /).

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 142



CAPITULO 4. VECTORES ALEATORIOS

Entonces, para > 0:
Fy(y) = P(X1+X2<y)
= / A2 exp(—(a:l —l—.%'g)/)\)d.%'ldl'g

{z14+22<y, ©120,22>0}

Yy Yy—x2
= / / A~@FT2) oxp (— () + 22) /N daydy
0 0
Yy y—x2
= / AL exp(—x2/\) {/ AL exp(—xl/)\)d:pl} dxo
0 0

= [ X exploaa/) — exp-u/ W)
= 1—exp(—y/A) = A" lyexp(—y/),
y de aqguise concluye, mediante diferenciasj que
Fr(y) = A2y exp(—y/N),
y por lo tantoY” ~ T'(2, \).

4.4.2. El Teorema del cambio de variables: caso biyectivo

Cuando la transforma involucra funciones as complicadas, esteatodo “directo” se torna
dificil de emplear. Afortunadamente, es posible recurrifedrema del cambio de variablpara
obtener el siguiente e importante resultado.

Teorema 4.4.1SeaX = (Xi,...,X,) unvector aleatoria-dimensional con valores eXi C R",

y con densidad conjuntfiy. SeaY = ¢g(X) una funcon paralaqug : X — Y = g(X) C R"”
es biyectiva y tal qug—! es continuamente diferenciable, y en dodde Y son regiones abiertas
deR". EntoncesY” es tambén absolutamente continua, con densidad conjunta dada por

_ | fx(g7'(y))lde(Jg~ (y))| siyed
) ={ ] S @.4.)
y en donde/g~!(y) es la matriz Jacobiana de la transfornsacinversag—! = (g;*,..., 9, ") :
Y — X, dada por
991 (y) . 99 '(y)
8y1 6yn
Jg ' (y) = : :
dgn'(y) . Ogn'(w)
8y1 ayn

El teorema del cambio de variables es una herramienta basitirea el c@lculo de distribu-
ciones de transformaciones de vectores aleatorios en el caso absaotetaom@inuo. Note que si
n = 1, el resultado se reduce a lo ya visto en el Teorema 3.9.1.

Veamos a continuagn algunas aplicaciones.
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Ejemplo 4.4.3 SeanX e Y variables aleatorias i.i.d. con distribGaoi comun U(0,1).
SeanR = /2log(1/(1 — X)) y © = 7(2Y — 1). Vamos a probar qu& = R cos(0)
y W = Rsin(©) son independientes eé&dticamente distribuidos, con distribani

comin N(0,1).
Primero, observe qu® tiene distribuadbn uniforme en—m, w]. En efecto, si(y) =
7(2y — 1) entonceg([0,1]) = [—m, «], y es claro qug es biyectiva y continuamente

diferenciable. Por otra parte,

po-{ ) Sao

Ademasg~1(6) = 271(1 + 0x~1), por lo queldet Jg~1(0))| = (27)~ !, y de (4.4.1)
se obtiene
(2m)~t sif e [-m, 7

fo(0) = { 0 si no,

de modo qué® ~ U(—m, 7). En segundo lugar, calculemos la densidad?d&s facil
ver queR toma valores ef0, oo[. Ahora, si definimogi(z) = /2log(1/(1 — X)),
entonceg; es tambgn biyectiva y continuamente diferenciable. Ademse tiene que
g 1(r) =1 —exp(—r?/2),y|detJg~1(r))| = rexp(—r?/2). De aqu se sigue que

rexp(—r2/2) sir >0

Tr(r) = { 0 si no.

Veamos ahora@mo obtener el resultado. Puesto qXiee Y son independientes y
© tambén lo son, de modo que

[ @r)lrexp(—r?/2) sir>0,-r<f<m
Jro(r.0) = { 0 si no.

Defina ahora las nuevas variables
(z,w) = g(r,8) = ( cos(8), 7 sin(6))

sobre{(r,0) : » > 0,—7 < 6 < «}. Es claro qugZ, W) toma valores en tod&?,
queg es biyectiva y continuamente diferenciable, y gué est dada pop~—! (2, w) =
(V22 + w?, arctan(w/z)). La matriz Jacobiana de la transforn@atinversa est dada
por

Jg H(z,w) = < Vet Ve )

22 +w2 22 +w2

y de aqui |[detJg~(z,w))| = 1/V22+ w?2. Por (4.4.1), la densidad conjunta de
(Z,W) est dada por

Fawleiw) = 5o (=5 +u)
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que factoriza como el producto de dos funciones densidad N(0, 1 geexactamente
lo que quetamos probar. Poiltimo, note que se puede tomar Unico cambio de
variables, que no requiera calcular previamente las densidadey @& Los detalles
de este procedimiento se proponen como ejercicio.

Ejemplo 4.4.4 Suponga queX e Y son independientes cali ~ I'(a,\), eY ~
I'(b, \). Calculemos la densidad de= X /(X +Y).

Aln cuando este problema se puede hacer sin usar el Teorema del cambi@dles

(es un buen ejercicio), preferimos utilizar aglicho resultado. La idea es construir un
cambio de variables eR? que tenga aX/(X + Y) en alguna coordenada, y alguna
transformaddn simple en la otra. Una vez obtenida la densidad conjunta, se procede
a calcular la densidad marginal de la variable de @#eEste ratodo suele aplicarse
muy a menudo en problemas de dsidole.

Consideremo$Z, W) = g(X,Y) = (X/(X +Y),Y), donde es claro que este nuevo
vector toma valores €, 1[x]0, co[. Se tiene que!(z,w) = (zw/(1 — z),w). Note
que la matriz Jacobiana es triangular, pues el elemento (2,1) de esta matrizas=

0, de modo que el determinante correspondiente es el producto de los Elsm@erta
diagonal de la matriz, y &as0 se necesita calcular el elemento (1,2). Luego:

det(Jg ! _ w 1l = w
etz ) ‘(1 —2p ‘ (1—2)2
Por otra parte, debido a la independencia,
zalyb—1 exp(_Lﬂf) ]
fxy(@,y) = F(a)p(bp\m—bA Slz,y >0
0 si no.

Por (4.4.1), la densidad conjunta @&, V') esé dada por

sa—1y,(a+b)—1 (_ w

fZ7W(z,w):{ T@r et XP m) Si0<z<1l,w>0
0

Si no.

Para obtenef,, usamos (4.2.6):

fa(z) = / o (2 w)duw
0
Za—l 0o w(a-i—b)—l

(1 2)* T (@)l (b) /0 dart SP <‘A<1w>> w

2011 — b=l oo w1 oxp <_)\(1w—z)>
- B(a,b) /0 T(a +b) (M1 — 2))atd d
Za—l(l o Z)b—l
B(a,b)

y ad hemos probado qué ~ Betga, b).
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Ejemplo 4.4.5 Sea( X, Y) un vector aleatorio con valores & C R? y densidad con-
juntafyxy.SeaZ = X + Y. Podemos calcular la densidad demediante aplicadin
del cambio de variablesZ, W) = g(X,Y) = (X + Y, Y). Es claro qugy cumple las
hipotesis del Teorema 4.4.1,y qg y) = g~ (z,w) = (z —w, w), por lo que esHcil
obtener quédetJg~!(z,w))| = 1. Se tiene, entonces, que

_ fxy(E-ww) si(z-ww)eX
fzw(zw) = { 0 si no,
por lo que

fz(z) = /_OO fxy(z —w,w)dw. (4.4.2)

En el caso particular qu¥ eY sonindependienteda ecuaddn (4.4.2) toma la forma
especial deonvolucbnde fx y fy:

fz(z) = fxx fy(z) = /_00 fx(z —w)fy(w)dw, (4.4.3)

es decir, siX e Y son independientes con densidades respecfivag fy, su suma
tiene densidad dada por (4.4.3).

A modo de aplicadn, consideremos el caso en glie~ I'(a,\), eY ~ I'(b, A). La
densidad d& = X + Y se obtiene de (4.4.3) mediante

B z (Z _ w)aflef(sz)/)\ walefw/)\
fz(z) = /0{ L(a)\e TN dw

(note que se debe cumplir— w > 0)

e [
= r(a)r(b)wb/o(zw) i

exp(—z/A !

= T < [ am e

(cambio de variable = w/z)

2001 exp(—z/\) B(a, b) B 201 exp(—2z/A)
['(a)l'(b)Aatb ~ T(a+b)ratd 7

de dondesetieng = X +Y ~T'(a+ b, \).

4.4.3. Elteorema del cambio de variables: caso no biyectivo

Consideremos ahora el caso en que la fmgi no es biyectiva o diferenciable en todo el
conjuntoX’. En este caso, y al igual que en el caso unidimensional, hay unarveleli Teorema
del cambio de variables basado en la existencia de subconjito¥,, . . . tales que la restricon
deg a X; verifique las hiptesis del Teorema 4.4.1. Este resultado se enuncia a conéinuaci

Teorema 4.4.2SeaX un vector aleatoria-dimensional con valores eX. Suponga que existen
o

subconjuntos de¥';, X5, ... de X talesqueP(X € |J X;) = 1.Seag: X — Y = g(X) una
i=1
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funcion tal queh;, definida como la restricon deg a X’;, verifica las hitesis del Teorema 4.4.1.
EntoncesY” = g(X) tiene densidad conjunta dada por

= —1 —1 -
oty { 3 fx(h(w) 06t Ih @) siy €Y o)

0 si no.

Veamos una aplicagn de este resultado.

Ejemplo 4.4.6 SeanX; y X, variables aleatorias i.i.d. con distribGaiconmun N(0,1).
Mostremos qu&; = X12 + X22 eY, = X;/X5 son independientes. El candidato
natural para funéin g es en este cas@(r1,z2) = (23 + 23,71 /72). Es claro, sin
embargo, que esta furdei no es biyectiva. Por ejemplg(l, 1) = g(—1, —1). Adensés,
no esh definida pargz,0), cualquiera que sea; € R. ClaramenteX = R?,y
g(X) =Y = R2 Consideremos ahod; = {(z1,2) : 71 < 0},y X2 = {(z1,72) :

x1 > 0}. Puesto qué’(X € {(x1,z2) : z1 = 0}) = 0 (X es absolutamente continua)
setiene qué’(X € X1UX ) = 1. AdenBs,h; Y ho, las restricciones dga X'; y X5
respectivamente, son claramente biyectivas y satisfacen tesipdel Teorema 4.4.2.

Hay otra faceta interesante de este problema, y que consiste én ioe necesita ser
determinado exjptitamente. Note que

Jhi (i, y2) = (Jha(hy (o, yz)))il ,

de modo que
|det( Ty (y1,y2))| = [det(Thi (hi (1, 92))) "
Adenmas,

Thi (21, 22) = ( 271 229 >’

1/zy —x1/23

y |det(Jhy(z1,22))| = —2(z%/2% + 1) y por lo tanto

1
—1 -
|[det(Jhi(hy " (y1,92)))| = 202 +1)
Analogamente,
1
—1 _
’delfjhg(hg (y1,92))| = 2(y§ + 1)’

y la densidad conjunta dé&1, Y2) se obtiene de aplicar (4.4.4):

exp(—(z7 +23)/2)
2 ’

Ixi.x (21, 22) =
y se tiene finalmente que

fr) = fy(hy'(y))detThy ' (v)| + fy (hy ' (v)|detThy ' (y))]
exp(—y1/2) | exp(=y1/2) _ exp(=1/2)
dr(1+y3)  4An(1+43) 2m(1 + y32)
exp(—y1/2) y 1
2 m(1+y3)’

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 147



CAPITULO 4. VECTORES ALEATORIOS

y puesto que esta densidad conjunta factoriza como el producto de idadbesponen-
cial de paametro 2, y de la densidad de Cauchy — definida en (3.8.2) —, concluimos que
Y1 ~ Exp(2), eY; tiene distribucdn de Cauchy, siendo ellas ad@snindependientes.

4.4.4. Aplicacbn: Estadisticos de orden

Para finalizar esta seéxi, estudiaremos lasstadsticos de ordemsociados a una secuencia de

variables aleatorias i.i.d1, ..., X,,, definidas como sigue:

Definicion 4.4.1 ConsidereXy, ..., X,, variables aleatorias i.i.d. coN; ~ Fx. Los estadsti-
cos de orderde esta muestra se definen como las variables aleaforjasX sy, . . ., X(,), donde
X1y(w), ..., X(n)(w) se obtienen de ordenaf (w), . . ., X, (w) de menor a mayor. En consecuen-

cia,X(l) < X(g) <. < X(n), conX(l) = min{Xl, e ,Xn}, yX(n) = mé,X{Xl, .. .,Xn}.

Proposicion 4.4.1 Supongamos qu&, ..., X,, son variables aleatorias i.i.d. con densidad Gom
fx y funcion de distribudn comuin F'x, y con valores etX’. Entonces, la densidad conjunta de los
estadisticos de orden estdada por

n

n! fxxi Siz; <9 < -+ < Ty,
fX(l),...,X<n) (CC17 e 7xn) = il;Il ( ) (445)

0 Si no.

Demostracbn: Considere la funéing : X™ — X™ dada por

g(IEl,ZL‘Q,... ,l’n) =Tx = (xﬂ'laxﬂ'ga"' 7xﬂn)a

donder = (ry,...,m,) €S una permutagn que deja los elementas, ..., x, ordenadogscen-
dentementeesto esg,, < xr, < --- < x,, . Note que hay:! permutaciones dey, ..., z,. Por

otra parte, los casos en que= z; para algini # j pueden descartarse, pues tiene probabilidad
0. Adl, si P es el conjunto de estad permutaciones dél,2,...,n}, tenemos que a € P se le
asocia un subconjunt®’, tal que six € X', se cumpler,, < --- <z, . Se tiene entonces que la
funcibn h,. definida como la restricon deg a X . es biyectiva y diferenciable. & ain, la matriz
Jacobiana d&, es una permutagn de las filas de la matriz identidad, y por lo tanto su determinante
esyaseab -1,y se tiene quiet Jh,(h '(z,)))| = 1 paratodor € P. Finalmente, se cumple

queP(X € |J) = 1,y el resultado se tiene entonces como consecuencia inmediata de (4.4.4).
TeP
|

Veamos ahora algunas consecuencias de este resultado.
1. Ladensidad d& ;) est dada por

o) = { (o) P10 = (o)) sz €y 4
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En efecto, la densidad conjunta (4.4.5) se puede integrar con respe¢fo.a, xx_1 Y a
Tk+1,---,Ty. ASl, integrandor,, conz; < --- < x,_1, y cOnz; € X se tiene

n—1
FX X (ny) (T15 oo, Tp1) = md {H fx(wi)} (1 = Fx(zn-1)).

=1

Integrando respecto dg, ; se tiene para; < --- < Tp_9:
n! n—2
fX(l),...,X(n72) (x17 e 7(1771—2) - 5 {H fX(mZ)} (1 — FX({ETL—Q))Q.
=1
Por inducobn, paraz; < --- < xz Se tiene:
n! k
IX X (@150 ) = = {H fX(CCi)} (1= Fx(z)" "
=1
Ahora, integrando con respectaase obtiene que patg < - -- < xg:
n! b
Ix X (T2 k) = ] {H fx(xz‘)} Fx(22)(1 = Fx ()" ",
" li=2
Integrando respecto de se encuentra que parg < - - - < xy:
n! b
FX 3y Xy (T35 00y Th) = A(n =)l {H fx(xi)} Fx(x3)*(1 = Fx ()" "
’ " li=3

y finalmente, por inducén se obtiene el resultado.

2. El caso particulak = 1 corresponde al mimo entre{ X1, ..., X,,}. En este caso, la densi-
dad se obtiene de (4.4.6) cén=1:

_ n(l — Fx(.rl))nflfx(l‘l) Si r1 €X
P (@) = { 0 si no. (4.4.7)
Analogamente, el cago= n corresponde al aximo entreXy, ..., X,,. Por (4.4.6)
B nFx ()" 1 fx(z,) Siz €X
P (n) = { 0 si no. (4.4.8)

3. Una forma alternativa de derivar los resultados del punto anteriarsgguiente.
P(Xmy <x) = Pmdx{Xy,...,Xp} <2)=PX;<7,...,X,, <)

n

= J[P(x:<x) (porindependencia d&i, ..., X,)
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Asi,

d d n
fX(n) () = @FX(n) (z) = %FX($)
= nFx(z)" 'fx(z)paraz € X.
Por otra parte,

P(Xqy>z) = P(min{Xy,...,Xp}>2)=PX1>m,..., X, > 1)
= J[P(Xi>=) (porindependencia d&, ..., X,)
=1

= (1- Fx(z)"
Asi, Fx, (z) = 1 — (1 — Fx(z))", y

d

Fro(®) = (@) = o (1= (1= Fx(@))"

= n(l - Fx(z))" 'fx(z) parazc X.

4. La densidad conjunta d&¥ ) y X(,) se puede obtener de (4.4.5), mediante integrar las
variableszo, ..., z,_1. Alternativamente, considere el siguiente razonamiento. El evento
(X)) > 71, X () < 7y) €quivale a

min{Xy,..., Xp} >z, max{X1,..., X} <z,
y por lo tanto

P(X(l) >x1,X(n) an) = P(J:‘l <X1 le,...,xn <Xn S:En)

n
= HP(Q?l < X; < IL’n)
=1

= (Fx(n) — Fx(21))".
Note que
P(X(ny < 2n) = P(X(1) < 21, Xy < ) + P(X(1) > 21, X < @),
de donde se obtiene que

= P(X(@n <an) — P(X(1) > 21, X(n) < T0)
= Fx(x,)" — (Fx(w,) — Fx(z1))".

Finalmente, la densidad conjunta en cu@ste obtiene de derivar parcialmente con respecto
a cada argumento estitima expresin:

XX (@1,20) = n(n = 1)(Fx (20) — Fx (1)) fx (1) fx (2n), (4.4.9)

parar; < x,,Yyconxy,x, € X,y esclaro qug‘?xmx(n) (z1, x,,) vale cero en caso contrario.
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Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.4.7 Si X1, ..., X, soni.i.d con distribuén exponencial de pametro\ >
0, entonces por (4.4.7), y recordando dug(x) = 1—exp(—z/)), ladensidad d& ;)
esh dada por

fX(1) (z) =
y se tiene queX ;) ~ Exp(A/n).

tYexp(—nz/\) siz >0
0 si no,

Ejemplo 4.4.8 SeanXj, ..., X, variables aleatorias i.i.d. U(0,1), y seeln= X ), ¥
V = X(,). Por lo hecho anteriormente, se tiene que

nn—1w-u)"? si0<u<v<1

fov(u,v) = { 0 sino. (4.4.10)

Ejemplo 4.4.9 Calculemos ahora la densidadde= V' — U en el Ejemplo 4.4.8. Sea
(z,y) = g(u,v) = (v — u,v). El Jacobiano de esta transforn@ctiene determinante
1,y adenas(u,v) = g~'(2,y) = (z + y,y). Luego,

_ nin—1)z"2 si0<zr<y<l1
fX,Y(xay) - { 0 Si no,

por lo que
1
fx(z) = / n(n —1)z"2dy = n(n — 1)z"2(1 — z),
X
si0 < x < 1,y 0 si no. Se tiene entonces qué ~ Betagn — 1,2). La varia-

ble X aqu considerada suele llamarse en E&tda elrango de las observaciones
X1, X,

4.5. Valor Esperado de Vectores Aleatorios

45.1. Definicon

Corresponde ahora definir el valor esperado de un vector alegtdai@orrespondiente gene-
ralizacbn del concepto de varianza.

Definicion 4.5.1 SeaX = (Xi,...,X,) un vector aleatorim-dimensional. Evector de valores
esperado® esperanzale X se define mediante
X1 E(X1)
X5 E(Xs)
EX)=E| . |= . , (4.5.1)
X, E(X,)

provisto que todos los valores esperados en duestistan.
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Se tiene entonces que la esperanza del vector aleXoemsimplemente el vector de los valores
esperados de cada componente.

4.5.2. Valor esperado de funciones de un vector aleatorio

El caso del valor esperado de una fuimcdel vector aleatoriX se trata a continuain.

Teorema 4.5.1SeaX = (X,...,X,) un vector aleatorim-dimensional, y seg : R — R™
una funcén dada por
g1(T1,. .., Tp)
gQ(xla o 7$n)
g(xla"'al‘n): : )
Im(T1, ..., Ty)
dondeg, ..., g, sonm funciones definidas eR™ y a valores reales. Entonces:

(a) Sim =1, el valor esperado dg X ) est dado por

> glx)px(x) si X es discreto
E(g(X)) =4 aex (4.5.2)

[ [g(z)fx(x) siX escontinuo,
provisto que la suma o integralittiple converja absolutamente.

(b) Sim > 2 entonces

E(g1(z1,...,2p))

E T1,...,Tp
B(g(X)) = B, X = | ROt sy

E(gm (@1, .., 20))

provisto que todas los valores esperados en @restistan.

El resultado del Teorema 4.5.1 es simplemente la correspondiente geréaliraltivariada
del Teorema 3.8.1 del céplo anterior.

En el caso particulaln = 1 y g definida por la suma de las coordenadasxdeesto es,
n

g(x1,...,zy) = > x; se puede probar que el Teorema 4.5.1 establece gli€Xsj) existe pa-
i=1
ratodoi = 1,...,n, entoncesy  X; tambén posee valor esperado y
=1
EQ)_ X)) => E(X). (4.5.4)
=1 =1

Esto simplemente establece que la esperanza es lineal.
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4.5.3. Valor esperado de productos de variables aleatoriasdependientes

Consideremos nuevamente el caso especial 1, y dondey est dada ahora paf(z1, . . ., z,) =

n
x1x9 Ty = | xs, €sto es, el producto de lascoordenadas. SX1, . .., X,, son aderas inde-
i=1
pendientes, entonces, en el caso absolutamente continuo se tiene:

E(Q(Xla---,Xn)) =
_ /"'/Il"‘xanl(xl)"'an(xn)dxl"'dx

:/ /{H:clfx xl}dml dz,

= H{/ i fx, (z; dxl} HE

Se puede probar que este resultado valedlmen el caso continuo, y Benemos:

Proposicion 4.5.1 SeanX, ..., X,, variables aleatorias independientes cada una con valor espe-

n
rado finito £(X;). EntoncesZ ([ X;) tambén existe y
i=1

E(H X)) =[] EX). (4.5.5)

Nota: Es posible probar que una condigisuficiente para asegurar la existenciddd&’Y’), es que
ambosX eY posean segundos momentos, estdis(?) < ooy E(Y?) < co.

Juntando los resultados de (4.5.4) y (4.5.5) podemos establecer lo siguiente

Proposicion 4.5.2 SeanX,, ..., X,, variables aleatorias independientes con segundos momentos
finitos. Entonces

Var(zn: X)) = iVar(Xi). (4.5.6)
i=1 i=1

Demostracbn: Basta probar el case = 2, del que el resultado se obtiene por inddéocsobren.
Por definicon se cumple:

Var(X +Y) = E(X+Y)2—(BE(X +Y))?
= E(X?24+Y?242XY)— (E(X)+ E(Y))?
= Var(X)+Var(Y)+2E(X)E(Y) — 2E(X)E(Y)
= Var(X)+Var(Y). R

Veamos a continua@gn algunos ejemplos.
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Ejemplo 4.5.1 SeanX; y X, variables aleatorias i.i.d. U(0,1). Calculemb$X )
de dos formas diferentes. Primero, por (4.4.7) se tiene que

1 1
E(Xq)) = /0 x-2(1 —x)dr = 2/0 z(1 —z)dz
'(Qr(2) 2.1 1

re+2 3 3

Notese que estétculo es inmediato debido a que (4.4.7) seihdalbtenido previamen-
te. Por otra parte,

E(X(l)) = //mm{a:l,xg} ld.%'ldl’g

= / / a:ldaclde—i—/ / Todr1dTo

= / @dﬁﬂg +/ 562(1 —IQ)dI‘Q
2 0

1 1
+

1 1
6 2 3 3

Ejemplo 4.5.2 SeanX,Y, Z i.i.d. U(0,1), y definaW = (X + Y)Z. Calculemos
E(W)y Var(W). Tenemos qué&(X) = 1/2,y B(X?) =1/3.

EW) = E(XZ+YZ)=EXZ)+EYZ)
= E(X)E(Z)+ E(Y)E(Z)
11

11 1
227337y
Por otra parte,
EW? = E(X+Y)Z% =E(Z>)BE(X*>+Y?+2XY)
(E(X?)+ E(Y?) +2E(X)E(Y))

)
Ge3+3)

I

1
3

Wl Wl

| ~

1

0g)

de donde se sigue que

7 1 5
Var(W) = E(W?) — E(W)? = 8 1= 3¢~ 01389

Ejemplo 4.5.3 Considere un punt¢.X,Y’) distribuido uniformemente en elrculo

unitario centrado en el origen. ¢;&es la distancia media de este punto al origen?.
¢, Cual es la varianza?.
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Tenemos que
—1 P2 2
o siz® +y~ <1
fX,Y($7y) - { 0 si no.

La distancia desdéX,Y") al origen esi dada porR = v X? + Y2, de modo que
necesitamo#'(R). Por (4.5.2):

E(R)=7"" / / Va2 + y2dady.

{(z,y):2?+y?<1}

Aln cuando esta integral se puede calcular directamente, es conveietiarclas
variables de integragh a coordenadas polares.iAs

1 m 1
2
E(R)—ﬂ_l//r-rdrd@zﬂ_l-%r/rzdr:3.
0

0 —m

Similarmente,

1 s 1
E(R?) Zﬂ_l//T‘Q'rdrdHZW_l-27T/r3dr: %,

0 —m 0

de donde se obtiene qli&r(R) = 1/18.

Ejemplo 4.5.4 ConsideremosX;, Xo, ... variables aleatorias i.i.d. con distriboai
Bernoulli(p), y seaN independiente déstas, con distribuanh Poissorn), donde\ >
0. Considere la variable aleatoria

la cual se puede interpretar como determinarimero aleatorio de variables aleatorias
con distribucbn Bernoullifp) de acuerdo a la distributm deV, y luego sumarlas. Para
efectuar el élculo deE(Sy ), es conveniente considerar la distriiuticonjunta de
(SN, N). Asi, note que para < n:

P(Sxy =k,N=n)= P(Sy = k | N =n)P(N = n)
=P(S,=k|N=n)P(N=n)=P(S,=k)P(N=n)

n nek A'exp(—A F(1—p)"*A" exp(—A
<>pk(1p) K np!( ) _ P( g(n_k)!p( )

Note queP(S, = k | N = n) = P(S, = k), pues, una vez que elimero de
variables a sumar se fija, la dependencidvese elimina. La raan es queXy, Xo, ...
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es independiente d¥. Luego,

(1—p)" kA" ex A
E(Sy) = sz p k)' p(—=))

n=0 k=0 k)
B Zzp 1— ) k)\”exp(—)\)
n=1 k=1 )t — k)t
o n 1—j
= pZ/\”eXp ij (j=Fk-1)
7’L—1—]
A" 1eX “n-1\ —1-j
_ pAZ p )(Z< . )p](l—p)” ! J)
— J
7=0
A" Lexp(—
N p)\z (n—1)!
= p)\.

Note que el resultado obtenido coincide cbfX;)E(N), lo cual, lejos de ser una
coincidencia, tiene una justificéi que se veér mas adelante. Para calculdnr(Sy),
obtengamos primer&(Sy (Sy — 1)). Se tiene:

BE(Sy(Sy —1)) = Z Z k(1) A=A exp(=A)

| — |
vt El(n — k)!
- k N(n —k)!
n=2 k=2

7L2j

n P
= 22)\ exp(— Z n—2 7

(Note el camblq =k—2)
A" ex —92\ . o
= 22 p Z( . )zﬂ(l—p)"“
J
7=0
A2 exp(—\)
242
P*A Z ———
= (n—2)!
— pZ)\Q'
Luego,
E(S%) = E(Sn(Sy — 1)) + E(Sy) = p*A2 + pA,
de donde, finalmente:
Var(Sy) = E(S%) — E(Sn)? = pA.

Una forma alternativa de derivar este resultado consiste en calculatadiente la
distribucbn de Sy. Se propone como ejercicio demostrar que en este §aso-
Poissoltip), de donde el resultado se sigue inmediatamente.
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4.5.4. Covarianzay coeficiente de correlagn

En el caso univariado, vimos que la varianza proporciona una ideadisplerson de la dis-
tribucion de la variable aleatoria considerada. Cuando se trabaja con un ab@tmrio X =
(X1,...,X,), lavarianza de cada uno de I&3 no proporciona una viéh completa de la disper-
sion de la distribud@n conjunta, ni da una idea del grado de dependencia que puedahtaiedas
variables. Recurrimos entonces a la v@nsinultivariada de varianza, llamadsatriz de varianza-
covarianzade X.

Definicion 4.5.2 La matriz de varianza-covarianza simplementéanatriz de covarianzae X se
define mediante
V(X)=E((X - E(X))(X - E(X))), (4.5.7)

provisto que todos los valores esperados en duestiistan.

La matriz de covarianza d& tiene una estructura novedosa. El elemént&X); ; coni, j =
1,...,n corresponde a

E((Xi — E(X))(X; — E(Xj)))

(XiXj) — (E(Xz)Xg) E(XiE(Xj)) + E (E(X:)E(X;))
= E(XiX;) - E(Xi)E(X;) — E(Xi)E(X;) + E(Xi)E(Xj)

= E(XZX) E( 1)E<X])7

V(X)ig

)

&
3<

asumiendo que todos estos valores esperados existen. En el case ¢uesto se reduce simple-
mente a lavarianzade X;. En el casa # j, nos referiremos a esta cantidad comadaarianza
entreX; y X;, de acuerdo a la siguiente defiriniformal.

Definicion 4.5.3

1. Lacovarianzaentre las variables aleatoridse Y se define como
Cov(X,Y)=E((X — E(X))(Y —E®Y))) = E(XY) — E(X)E(X), (4.5.8)

provisto que los valores esperados en coeséixistan. Es inmediato ver que en este caso
se tieneCov(X,Y) = Cov(Y, X), esto es, la covarianza, vista como una fanadile dos
variables aleatorias, ssmétrica

2. Elcoeficiente de correladhentreX eY se define como

Cov(X,Y) _ Cov(X,Y)
VVar(X)/Var(Y) ~ o(X)o(Y)’

provisto que todas las cantidades en coestixistan.

p(X,Y) = (4.5.9)

El concepto de covarianza se puede t@mkixtender a vectores aleatorios.
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Definiciobn 4.5.4 Si X e Y son vectores aleatorios de dimdnsi: y m respectivamente, se define
la matriz de covarianza enti¥ e Y mediante

Cov(X,Y) = BE(Y — E(Y))(X — E(X))). (4.5.10)

Asi, Cov(X,Y’) es una matriz dev x m cuyo elementd(i, j) es Cov(X;,Y;). Note que
Cov(X,Y) = Cou(Y,X),yqueCov(X, X) es simplemente la matriz de varianza-covarianza
deX.

Veamos ahora algunas propiedades relacionadas a estos conceptos.

1. SiX eY sonindependientes, entonces
Cov(X,)Y)=EXY)-EX)EY)=EX)E(Y)—-EX)E(Y)=0,

y en consecuencia(X,Y) = 0. En general, sCov(X,Y) = 0, diremos queX eY sonno
correlacionadas

2. Se tiene que para todob, ¢, d, nUmeros reales, y puesto qiiga + bX) = a + bE(X),
E(c+dY)=c+dE(Y), entonces:

Cov(a+bX,c+dY) = E{b(X —-E(X))dY —EY))}
bdE((X — E(X))(Y — E(Y)))
= bdCov(X,Y),

y puesto qué/ar(a +bX) = b*Var(X),y Var(c+dY) = d*Var(Y), entonces si adeas
b+#0yd+# 0secumple:
pla+bX,c+dY) = signb)signd)p(X,Y).

En particular, sb,d > 0, p(a + bX,c+ dY) = p(X,Y).
En otras palabras, el coeficiente de corréla@s invariante bajo cambios de escala y locali-
zacbn.
3. SiX eY son no correlacionadas, ello no implica que sean independientes, comodtranue
el siguiente ejemplo. Se¥ ~ U(—1,1),eY = X2, Es claro queéZ(X) = 0, y que
1,3
E(XY)=E(X?) = / S de =0,
-1

de modo qu&'ov(X,Y) = 0, pero es claro qu& eY no pueden ser independientes.

4. SIE(X?) < o entonceCov(X, X) = E(X?) — (E(X))? = Var(X).
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5. Silas expresiones involucradas existen, entonces

Coo(}_ X, > V) = EQ_ XD ¥) - EQ X)EQY))
=1 j=1 =1 j=1 i=1 j=1
= Y xiv) - Y EX) Y E(Y)
i=1 j=1 i=1 j=1
= > ) BXY;) =) Y E(X)E(Y))
i=1 j=1 i=1 j=1
= >3 (BXY;) - B(X)E(Y)))
i=1 j=1
= ZZCOU(XZ-,YJ-),
i=1 j=1

lo que muestra que la covarianza, visto como una fimde dos variables aleatoriashsk-
nieal.

6. Desigualdad de Cauchy-Schwartz:

|Cov(X,Y)| < /Var(X)y/Var(Y).
En particular, se tiene que
cualesquiera que sednheY, y asumiendo que las cantidades involucradas existen.

7. SiY =a + bX, conb # 0 entonces:

Cov(X,Y) = Cov(a+bX,X)=E((a+bX)X)— E(a+bX)E(X)
= aB(X)+bE(X?) —aE(X)—bE(X)?
= b(EX? - BE(X)?) =bWWar(X),

de donde se sigue que
p(X.Y)] =1

Es decir, siY” se obtiene de una transformagilineal afn de X, entonces el coeficiente de
correlacon entreX eY es 1 o -1, dependiendo del signo ideEsto muestra que(X,Y’)
mide el grado de dependencia lineal que existe exites”, correspondiendo el caso extremo
(esto es|p(X,Y)| = 1) ala dependencia lineal perfecta.

8. SeaX = (Xi,...,X,)y A = (a;;) una matriz dex x n. DefinaY = AX, donde los
vectores son interpretados como columnas. Supongadgde) = py queV(X) = 3.

Puesto qué’}, = > a; ; X, se tiene queél(Yy) = > ax;E(X;), y de aqiise obtiene que
j=1 j=1
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E(Y) = Ap. Por otra parte,
Cov(Yy,Y;) = COU(Z ak,ij; Z al,me)
j=1 m=1

non
= Z Z akJCO’U(Xj,Xm)am,lv

j=1m=1
y hemos aisprobado lasérmulas
E(Y)=AE(X) y V(Y)=AXZA' (4.5.11)

Es directo ver que estas propiedades té@&mlbvialen en el caso en qukes una matriz cual-
guiera, no necesariamente cuadrada.

9. SeanX € R", Y € R™ vectores aleatorios con matriz de covariafza= Cov(X,Y).

n
Considere matriced dek x ny B del x m. Lai-ésima coordenada d&X es ) A;; X,
s=1

m
la j-&€sima coordenada d8Y es ) | Bj;Y;, y la covarianza entre estas coordenadas es
t=1

Cov()_ AisXe,> BjVi) = Y AiCov(X,,Yy)Bjy,
s=1 t=1

s=1t=1

de donde se puede obtener directamente que
Cov(AX,BY) = ACB'. (4.5.12)
Note que la segunda ecuasien (4.5.11) se puede obtener como caso particular de (4.5.12).

10. Para vectores aleatorid§ e Y, y para vectores y matricas, b, A, B con dimensiones
apropiadas, se tiene que

Cov(a+ AX,b+ BY)=ACov(X,Y)B’,
gue es una ligera generalizagide (4.5.12).
11. Se propone como ejercicio mostrar que
E(XY')=Cov(X,Y)+ E(X)(E(Y)),
y que si aderds X e Y tienen las mismas dimensiones, entonces

VIX+Y)=V(X)+V(Y)+Cov(X,Y)+ Cov(X,Y)".

Veamos a continuadn algunos ejemplos.

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 160



CAPITULO 4. VECTORES ALEATORIOS

Ejemplo 4.5.5 SeanX;, ..., X, i.i.d. U(0,1). Calculemos el coeficiente de corretarci
entreX ;) y X(,). Por (4.4.10), se tiene que

1 rv
E(X)Xm) = n(n—l)/o /0 w(v —u)" 2dudv  (w = u/v)
1

= nOz—lXA U<quw2@-wm“2dw>dv

1 1
= n(n-— 1)/ v" My - / w(l —w)" 2dw
0 0

1
- 1) —— - B@2,n—-1
nn 1) o B2 1)
nin—1) 1l(n—2)!
n+2 n!
1

n+2

Por otra parte,

E(X@y) = n(n—-1) /01 /Ov u(v —u)"2dudv  (tomew = u/v)

~ an—1) /01 | (/01 wo (v — wv)"—2dw> dv

1 1
= n(n— 1)/ v™dv - / w(l —w)" 2dw
0 0

1 —1) 1l(n-2)!
= na(n—1)- B@n-1) == =2
n+1 n+1 n!
_ 1
 on+1°

1 pro
E(Xy) = n(n— 1)/0 /0 v(v —u)"?dudv  (tomew = u/v)

= mn—néu<42@—wmwwyyn

- n(n-1)J€1v”dv.J£1(1-ug"2du

1 1
n+1 n-—1
o n
 on+1’
por lo que
1 1 n
Cov(X(1), X(n)) =

n+t2 n+l n+l (m+1)2n+2)
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En forma aaloga se prueba que

E(X(Ql)) - (n+ 1)2(n +2) y E(X(Q”)) " —Ti 2’
de donde "
VaT(X(l)) = Var(X(n)) = 121 2)
y, finalmente,

Ejemplo 4.5.6 Sea(X,Y’) con densidad conjunta dada por
Ixy(z,y) = e < ! (2% — 2pzy + 2))
Y = ————=exXp | ———5~ — ,
T A AT

donde(x,y) € R?, y endonde-1 < p < 1. Esta densidad corresponde a una forma
de la distribuddn normal bivariada, como ya ha sido mencionado en el Ejemplo 4.3.1.
Calculemos ahor@&'ov(X,Y'). Puesto que sabemos que marginalmente amtbed”
tienen distribudn N (0, 1), sOlo necesitamos calculdf(XY'). Se tiene:

2_2 2
(z pry +y ))dxdy

BY) = /Z/Z%ﬁ/_ﬁ’(p(‘ 21— 2)

e

B 2 (/Z“xp (‘M) dﬂ”) W

oo Y exp (f%) \ﬁ\/i
= ————=pyV2m\/1 - pidy
/—oo 271‘\/ 1-— p2
2

p [ 5 Yy 2
£ exp (=L ) dy = pE(Y

m/my Xp< 2)3/ pE(Y?)
P

Es facil ver que de agwno puede concluir qu€ov(X,Y) = p, y finalmente,

p(X,Y) = p.

Por otra parte, en el Ejemplo 4.3.1 li@limos ya probado qu€ eY son independientes
siy sblo sip = 0, lo cual se traduce en qu€ e Y con distribucbn normal bivariada
son independiente$ g sblo si ellas son no correlacionadas.

4.6. Funciones Generadoras Revisitadas

4.6.1. Funciones Generadoras e Independencia

Es muy frecuente — en la g@tica — encontrar aplicaciones en que el resultado de un experi-
mento corresponde a la suma de ciertas variables aleatorias independitngessn nas pico es
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el promedio de unimero de variables aleatorias i.i.d. A contindscveremos una propiedad muy
simple de las funciones generadoras que dice @tammn esta situadn.

n
Proposicion 4.6.1 SeanX, X, ..., X,, variables aleatorias independientes, y Sga= > X;.

=1

En la medida que las expresiones siguientes existan, se tiene:

n

1. Mg, (t) = ‘1:[1 Mx, (t).

n

2. @5, (1) = [ &x,()

3. Gs, (1) = 11 G, (0).

i=1

4. Ks () = il Kx. (D).

La demostradin de este resultado es muy simple, yadsisada en el hecho queXsie Y son
independientes, entonc&§ XY) = E(X)E(Y). Quedaésta propuesta como ejercicio.

Un caso particularmente importante es cuafdoXs, ..., X,, son i.i.d. En este caso, tenemos
que Mx,(t) = Mx,(t) parai = 2,3,...,n, y entonces los resultados de la Propa@sict.6.1 se
reducen a:

1. Ms, (t) = (Mx, ()"
2. @, (1) = (Px,(8)"
3. G, (t) = (Gx, ()™
4. Kg, (t) =nKx, (t).

Veamos algunas aplicaciones de estos resultados.

Ejemplo 4.6.1 De acuerdo a lo visto en el Ejemplo 3.3.3, se concluye qug st
Poissori)), entoncesM x (t) = exp(A(exp(t) — 1)), cont € R. Si Xy,...,X, son
independientes, col; ~ Poissolf);), se tiene que

Ms, (t) = [ [ exp(Ai(exp(t) — 1)) = exp ((Z Ai)(exp(t) — 1)) ,
i=1 i=1

de donde se sigue qu, ~ POiSSOI(Ii Ai)-
i=1
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Ejemplo 4.6.2 SeanXy, ..., X,, independientes, y tales qu& ~ N (u;,o?). Enton-

ces por lo hecho en el Ejemplo 3.8.12 se tiene fiie (t) = exp(tu; + o2t%/2), y
entonces

Ms, (t) = [ [ exp(tpi + 07t?/2) = exp <t S+ (/2)) 03) :
=1 =1 =1
porlo quesS,, ~ N(3_ u;, 3 o?). Si definimosX,, como el promedio d&1, . . ., X,,,
i=1 =1
entoncesX,, = n~1S,, y por el resultado de la Propogiai 3.8.1(c) se tiene que

n n
LR G RRCE S o)
=1 i=1

n
1

_ n
de donde se sigue quE, ~ N(- > u, n% > 0?). En el caso particular que las
=1 ;

7
variables soni.i.d., entonc@s = - - =y, = i,y o2 = --- = 02 = o2, y es fcil ver
— 2
queX, ~ N(u,%-).

Ejemplo 4.6.3 SeanX,,..., X, R N(0,1), y defina la variable aleatorid =

n
X]?. Entonces, si < 1/2:
=1

J

My(t) = E(e") =] Mya(t) = (Myz (1))
j=1

0o ,—a%(1/2-t) "
= —dx
oo V2T

B 1 " 1
N ((1/2—t)1/2> RO RE

de donde se sigue qié~ I'(n/2,2). A pesar de ser un caso particular de distriboci
Gama, la distribuéin deY” recibe tamb#n el nombre de distribu@n chi-cuadrado con

n grados de libertad, lo que se denbdta~ x?(n), y como se mosiren este ejemplo,
corresponde a la suma de los cuadrados dariables aleatorias i.i.d. con distriboai
N(0,1) (ver Ejemplo 4.4.1). Como consecuencia de las propiedades de la digtnibuci
Gama, se tiene quB(Y) =ny Var(Y) = 2n.

Ejemplo 4.6.4 SeaX ~ BN(k, p). Por lo visto en la Secen 3.7, la distribudn bino-
mial negativa es la distributn deT}, el instante dek-ésimoéxito en una secuencia de
ensayos de Bernoulli. Por otra parte, taémbse vio que las variablgs, 7o — T, T5 —
T, ..., T — Ti_1,...soni.i.d. con distribué@n geonétrica de psametrop. Pero

T. =T + (TQ — Tl) + (Tg — TQ) 4+ -+ (Tk — Tk—l); (461)
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de modo qud, es simplemente la suma #evariables aleatorias i.i.d. con distribaai
Geom(p). Por lo hecho en el Ejemplo 3.8.11, se tiene que

B pexp(t)
Mr,(t) = 1—(1—p)exp(t)’

provisto que < — log(p). Es entonces inmediato concluir que

k
My (t) = Mz, (t) = (Mr, ()" = (1 _ (]19 qu;gtgxp(t)) ’

la cual corresponde a la fuiGei generadora de momentos para esta distidoudtara
obtener esperanza y varianzaX€o, lo que es lo mismo, d€&,), hay varias alternati-
vas. Primero, se puede aplicar directamente el resultado de (3.8.5)] kequapone
como ejercicio. Por otra parte, recordemos que

1 1-—
BTy =y Var(l)= 7]”,

de modo que de (4.6.1) se sigue inmediatamente que
k
E(Tk) = E(Tl) + E(T2 — Tl) + - E(Tk — kal) = ];,

y que

k(1 —p)
p?

donde usamos el hecho qlig 75 — 11, ...,1y — Tp_1 soni.i.d., y (4.5.6).

Var(Ty) =Var(Th) + Var(To = Th) + - - Var(Tp — Tp—1) =

4.6.2. Funciones Generadoras Multivariadas

Definimos a continuadn la contraparte multivariada de las funciones generadora de momentos
y caracteistica, vistas en las subsecciones 3.8.2'y 3.8.3.

Definicion 4.6.1 SeaX € R™ un vector aleatorio. En la medida que las expresiones involucradas
existan, se define:

(a) Lafuncibn generadora de momentos multivariad®X mediante
Mx (t) = E(et'X), t e R", (4.6.2)
dondet’ X = t; Xy + --- + t, X,.
(b) Lafuncion caractetstica multivariadade X mediante
ox (t) = E(et'X), t e R", (4.6.3)

donde, como anteses el umero complejo/—1.
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Resumimos a continudmi las propiedadesas importantes de estas funciones.

1. Aligual que en el casp = 1, la funcibn caractdstica multivariada eatsiempre bien defini-
da, cualquiera que se¢ac R™. No ocurre lo mismo con la fun@n generadora de momentos
multivariada, pues su existencia depende, en general, de

2. Silafuncon generadora de momentos existe en una vecindae-d@, entonces para enteros
ki,...,k, notodos nulos se tiene

akl“l"‘l‘kn

S Mx (B le=o = E(X{ - X)), (4.6.4)
b ok

Analogamente, se tiene que si el valor esperado en buestiste, entonces

W@X(t) ‘t:() =1 1 nE(Xll tee Xnn) (465)
1 Oty

3. Teorema de Caracterizacdn: Si X eY son vectores aleatorios tales qug (t) = ¢y (¢)
para todot € R", entoncesFx y Fy coinciden, es decir, tienen la misma distrilirci
Puesto que la régroca es obviamente cierta, se tiene entonces unadelaob a uno entre
la distribucbn y la funcbn caractdstica de vectores aleatorios.

4. Para obtener la funin caractdstica o generadora de momentos (univariada o multivaria-
da) marginal de una parte del vector aleatorio, basta con tomar como saraola@lenadas
correspondientes a la parte no deseada. Por ejemp|dt1) = ¢(x, x,,.. x,)(t1,0,...,0).

5. SeanX = (Xy,...,X,)eY = (Y3,...,Y,,) vectores aleatorios, y defina el vector alea-
torio (n + m)-dimensionalZ = (X,Y’). EntoncesX eY son independientes si YI® Si
cualquiera que sean losimeros reales, ..., t,, thi1, - - -, thim S€ CUMple

SOZ(tl, . ,tn,tn+1, - ,tn+m) = SOX(tl, P ,tn)QOY(tn+1, . ,tn+m).

Esta propiedad establece que independencia de dos vectores alestedqos/alente a poder
factorizar la funddn caractdstica conjunta de ambos vectores. El resultado se puede gene-
ralizar a tres o r@s vectores sin mayor dificultad. En particular, se tiene que las variables
aleatoriasXy, ..., X,, son independientes si 9I® si para cualquiety, ..., t, € R se tiene

Oy Xn) (15 s tn) = @x, (B1) - px, (tn)-

Veamos a continuadn algunos ejemplos.

Ejemplo 4.6.5 SeaX = (Xy,...,X,,) con distribucdn multinomial cuya funcon
de probabilidad eatdada por

TL‘ XT1 L2 X
X X)) = — ...pTtm
p ( ) $1|x2|xm|pl p2 P
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m
en dondepy, ..., p, SON rumeros reales no negativos cdn p; = 1, n €s un entero
j=1
positivo, yz1, . . ., z,, SON enteros no negativos tales quex; = n. Dadot € R™ se
Jj=1
tiene que
/
E(et X) _ E(et1X1+"-+thm)
n! ‘ ‘
= D @)™ (e
Ty T 1 m:

= (pletl + e + pmetnb)n,

lo que nos da una exprési paral x (t). Observe que mediante el expediente de tomar
t; = 0 paraj # k, se obtiene

Mx, (te) = (1 — p + pre™)", ty € R,

de modo queX;, ~ Bin(n, p;) paracualquiek = 1, ..., m. Calculemos ahora( X1, X2).
Se tiene que, por las propiedades de la distriubinomial,E( Xy) = npr y Var(Xy) =
npi(1 — py), Por otra parte.

Mx, x,)(t1,t2) = (p1e™ + poe® + 1 —p; — p2)",
de modo que

32
MM(Xl,Xz) ‘(0,0)

= n(n—1)pip2,

E(X1X29)

de modo qu&ov (X1, X2) = E(X1X2) — E(X1)E(X2) = —npips, y finalmente,

p1ip
p(X1, Xo) = \/(1 _plﬁ(i —p2)’

En forma aaloga se obtienen la correléai para otro par dado de componentesse

Ejemplo 4.6.6 SeaX € R" un vector aleatorioA una matriz den x n, y defina
Y = AX,endondeX eY se interpretan agwomo vectores columna, o matrices de
n x 1. Entonces
ey(t) = B(*Y)=B(AX)
= ox(A't). (4.6.6)

A modo de aplicadin, considere el caso = 2, donde las componentes d€ son
variables aleatoriaX;, X» o N(0,1),ysea

(1)
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Se tiene entonces que
Alt — L tl + t2
V2 \ti—t2 )
Puesto queX; y X5 son independientes, se tiene
42 42
90(X1,X2)(t1’ tQ) =YX, (tl)SDXQ (tQ) =€ tl/ze t2/27

de modo que la fundn caractdstica conjunta del vectd” es

eyt t2) = ©x,,x,)(A't)

- ool () ()

42 )
= B2 132,

de donde se concluye qU¥, Y>) tiene componentes i.i.d., cada una con distribaci
N(0,1). En otras palabras, hemos mostrado que

X1+ Xy y X1 —Xo
V2 V2

son i.i.d. con distribuéin N (0, 1).

4.7. La Distribucion Normal Multivariada

Estudiaremos a continudei una distribudn que corresponde a la exteénsia varias dimensio-
nes de la densidad definida en (3.9.2). Primero daremos una dafigeneral, que es conveniente
para ciertos aspectos de manefarteo, y posteriormente daremos una vensiin tanto ras restrin-
gida, pero de mayor utilidad actica. Es adeas conveniente utilizar la convebai que cualquier
vector erR” se entiende como un vector columna, o equivalentemente, como una mattifilesn
y 1 columna. Por razones targhitéricas, es conveniente introducir el conceptaddstribucion
normal degeneradeEn la formula (3.9.2) se requiere que la varianZasea positiva, pues en caso
contrario dicha densidad no astefinida. Permitiremos que’ tome el valor 0, caso en el cual se
dice que la distribu@n normal eslegeneradalo que corresponde a decir g ~ N (u,0) si X
es constante e igualia Ciertamente, esto corresponde a una variable aleatoria discreta, iptgo ex
densidad.

Definicion 4.7.1 Diremos que el vectoX = (X,..., X)) tiene distribuagdn normal multivaria-
n

da, si para cualquied = (ay,...,a,) € R" no nulo se tiened’ X = Y a;X; tiene distribuadn
=1
normal univariada.

Notemos que esta definigi no hace referencia a densidad alguna. Sin embargg,es el
i-eésimo vector de la base damica deR", se tienee, X = X;, y se concluye que sX tiene
distribucibn normal multivariada, entonces cada una de sus coordenadas tieifeicien normal
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univariada. Por lo tanto, y puesto qii¥ X?) es finito para cada = 1,...,n, tambén existe la
matriz de varianza-covarianza (ver Defiigi4.5.2).

Sea ahor# € R". Puesto que’ X tiene distribucdn normal univariada, se concluye que
ox(t) = ppx(1) = () =o*()/2

dondeu(t) = E(t' X)y o?(t) = Var(t' X). Denotandqu = E(X)y X = V(X), tenemos que
por (4.5.11)u(t) = t'p y quec?(t) = t'St, de modo que la funon caractdstica multivariada de

X es ‘
ox(t) = et rtTt/2 t € R™. (4.7.7)

Puesto que la funén caractdstica deX determina su distribudh, vemos que basta con conocer
el vector de medias, y la matriz de varianza-covarianzaXdpara conocer su distribum. La
notacbn usual para una vector aleatoriadimensionalX con distribucdn normal multivariada y
tal queE(X) = py V(X) =X esX ~ N,(u, X). En el caso univariade = 1, el subindicen
suele omitirse.

Ejemplo 4.7.1 Consideremos variables aleatorias independiéntes N (u;, o7), con

i =1,2,ydefinaX = (Y1, Y>), visto como un vector columna. Seta= (a;, as) #

(0,0) un vector enR?. Usando funciones generadoras, tal como en el Ejemplo 4.6.2,
es fcil ver queA’X = a1 X1 + aaXo ~ N(aip1 + agpz,alo? + a3o3), y por la
Definicion 4.7.1 se concluye quXk tiene distribudgdn normal multivariada. El vector

de medias, y la matriz de varianza-covarianza correspondienéasrespectivamente

dados por
2
_( M _(oi 0
Em_(uz) y z_(Mg).

Observe queE es una matriz invertible, provisto qué > 0 parai = 1,2. Defina
ahoraY = (Y7, —2Y7). Observe qued'Y = (a; — 2a2)Y7, el cual tiene distribuéin
normal univariada cualquiera que seary a-, incluso en el caso en que = 2a- en el
que A’Y = 0, lo que corresponde a la distribaoi degenerada/ (0, 0). Note aderas
gque la matriz de covarianza es ahora

o? —20?
—20%  4do?
Es facil ver que cualquiera que se@, esta matriz es no invertible.

El Ejemplo 4.7.1 motiva establecer una distorcentre vectores aleatorios con distriliuchor-
mal multivariada. En el caso que la matriz de covariaBizde X sea no invertible, diremos que
X tiene distribudbn normal multivariadalegeneraday esto corresponde a la extemsia varias
dimensiones del concepto anteriormente introducido para variables ¢obutin normal univa-
riada. Intuitivamente, esto corresponde al caso en que alguna danasmentes deX se puede
escribir como una combinami lineal de las otras. En otras palabras, cuando el vector ale&orio
toma valores en un conjunto cuya dimémses inferior a la dimenéh de X, tal como aconteéien
el Ejemplo 4.7.1.
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En el caso en quE es invertible, definimos la siguiente forma cuatdra:
Qx) = (z — )=z — p), z €R" (4.7.8)

en dondey € R™ es un vector cualquiera. Observe que los valore§) d®n siempre timeros
reales, y el hecho quUE sea invertible garantiza qsta es adeas definida positiva, por lo que se
concluye que)(x) > 0 para cualquiet, y con igualdad&lo sixz = p.

El siguiente resultado nos da una expegpara la densidad d¥ cuandoX es invertible.
Proposicion 4.7.1 SeaX ~ N,(u,3), dondeX es una matriz invertible. EntonceX, tiene den-
sidad conjunta dada por

(4.7.9)

y en donde&))(x) fue definido en (4.7.8).

El lector poda facilmente convencerse que para el case- 1, (4.7.9) se reduce a (3.9.2).
Consideremos ahora el caso particular en Bue: ¢°1I,,, es decir, cuando la matriz de varianza-
covarianza adopta la forma especial de una matriz diagonal, dondeleadan® no nulo es igual
ac?. Es claro que las componentesX¥e= (X1, ..., X,,) son no correlacionadas, pues patéa j,
Cov(X;, X;j) = %;; = 0,y adends,Var(X;) = ¢? parai = 1,2,...,n. Por otra parte, observe
gue la forma cuaditica (4.7.8) adopta la forma especial de

Q) = —5 S (i — i),
i=1

de modo que la densidad conjuntaXeest dada por

n (zzfléi)
e 20
fx(@) =] —F—
H V2ro?
=1
y se concluye que&X, . .., X, sonindependientes Este resultado se puede generalizar en forma

directa, para obtener:

Proposicibn 4.7.2Si X = (Xy,..., X,) ~ N,(u, X), en dondeZ es una matriz diagonal, enton-
cesXy,..., X, sonindependientes.

Esto muestra una caradtgica muy particular de la distribu normal multivariada, cual es
gue la no correladin equivale a la independencia. Vale la pena recordar que esto esheralg
falso, como se mogiranteriormente.

Otras propiedades de la distribéminormal multivariada se resumen a continGaciNote que
algunas de estas propiedades salitas $lo para el caso en qu® es invertible, pero algunas otras
valen en general.

Proposicion 4.7.3 SeaX ~ N,(u,X), dondeu € R™ y 3 es una matriz sigtrica den x n.
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(i) SeaA una matrizdé x n. SiY = AX entoncey” ~ N (Au, AL A').

(i) SupongaX invertible, y considere sdescomposiéin de Choleskf = RR/, en dondeR es
def

una matriz triangular inferior. Entoncds <= R~ !X ~ N, (R ', I,,).
(i) Si X es invertible, entonceeX — p)'E"H(X — ) ~ x%(n), la distribucbn chi-cuadrado
conn grados de libertad.

Demostracbn: Haremos las demostraciones de estas propiedades, pues el proceditilieatn
es de intees por §mismo. Para mostrar (i), consideremos la fénataractdstica deY . Por (4.6.6)
tenemos quey (t) = o x (A’t), de modo que

vy (t) _ 6i(A’t)’y.f(A’t)’ZJ(A/t)/2
— it Ap—t'ATA'Y)2
y el resultado es inmediato. La propiedad (ii) es directa de (i), tomahde R~'. Para ver (iii),
considerey = R~}(X — u), dondeR es la matriz triangular inferior mencionada en (ii). Por (ii),
se tiene qu&” ~ N, (0, I,), y adenas

n
(X=X -p)=YY=)Y,
7j=1

dondeYy,...,Y, i N(0,1). El resultado es entonces una consecuencia de lo hecho en el Ejem-
plo 4.6.3. |

Veamos a continuadi algunas aplicaciones de estos resultados.

Ejemplo 4.7.2 Considere(X,Y’) con densidad conjunta proporcionaka®(®)/2,
donde
Q(z,y) = 2° + 2y* — 8z + 10y — 2zy + 17.

Por la forma que tiene la densidad, se deduce(gli&”) tiene distribuddn normal bi-
variada, pero es necesario identificar sugpaatros. Consideremos la forma cuitra
(4.7.8) correspondiente con= 2,

A _ -1 T— M
Qx,y) = (. — p1,y — p2) X <y_ﬂ2>,

la cual se quiere igualar con la expf@sidada inicialmente. Para ello, igualaremos sus
derivadas, lo que da, escrito en forma vectorial:

20 — 8 — 2y ol [T
<4y+10—21‘>_22 <y—u2 '
Note que igualando el lado derechd(®0)’, se obtiene, desps de multiplicar a la

izquierda por¥ quexr — u; = 0 ey — uo = 0, por lo que se concluye queg Y us se
obtienen de resolver el sisterva)(z, y) = (0,0)’. En nuestro caso:

20 —2y = 8
4y — 2z = —-10,
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cuya soluddn es(u1, u2) = (3, —1). Para obtenek, observe que al igualar las matri-

ces Hessianas se tiene
2 -2\ -1
(_2 4>_22 |

de modo ques = 2(HQ(x,y))~ . En nuestro caso:

2 1
==(51)

lo que termina de identificar los @anetros de la distribuoh normal bivariada buscada.
El método aquempleado se puede extendacifmente a ras dimensiones.
Ejemplo 4.7.3 SeanX, ..., X, b N(u,0?) las coordenadas del vectar, y defina
n n
U=13X;yV =73 (X;-U)2 Veamos qué/ y V son independientes. Considere
j=1 J=1

el vector
U

X1 -U
Y = )
X,—-U

el cual puede interpretarse como una transforématineal del vectorX de la forma
Y = AX, dondeA es una matriz dén + 1) x n. Puesto queX tiene distribuadn
normal multivariadaY” tambin. Adenas

Cov(U,X; —U) = Cou(U,X;)—Cou(U,U)
1 n
= Z Cov(Xy, X;) — Var(U)
k=1

2

1 o
= —Var(X;) — —
n ar( ]) n
2 2
_2__y
n n

de modo quéJ es independiente d&, — U, ..., X,, — U, de donde se sigue quéy
V' son independientes. Note que este resultado no depende de los valticedgres
quep y o puedan tomar.

Ejemplo 4.7.4 En el Ejemplo 4.7.3, veamos ahora ddgr? ~ x%(n — 1). Para ello,
considere primero el caso en que= 0, 02 = 1, y defina las variables aleatorias

Xi+Xo+ -+ X,

NG

X1+ X+ +X, 1 —(G-1X;
Y, = 1+ X2+ + 1 —(J ) i j=2....n
i —1)

Yi =
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Sea
S ra G
7 -7 0 0 0 0
-+ -2 9 0 0
Q= V6 6 6 ;
OO SR
n(n—1) \/n(nfl) \/n(nfl)

de modo que sY es el vector cuyas coordenadas $6n . ., Y, las transformaciones
descritas (conocidas como transformaciones de Helmert) se eskfibe X, donde
Q es una matriz de x n. Observe qué&) es una matrizinitaria, es decir,QQ’ =
Q'Q = I,,de modo qu&” ~ N, (0, I,,). Entonces:

Z}/JZ — Y/Y:XIQIQX
j=1

= X'X= Zn:Xf
j=1

n
72 —_
= an + Z(XJ - XTL)2
7j=1
== Y12 + V,

de dondeV = Y7 + Y2 + - + Y2, y vemos asque V se escribe como la suma
den — 1 variables aleatorias i.i.d. con distribdoi N(0,1), de donde se sigue que

V ~ x%(n — 1). Se sigue adeés quel/ y V son independientes. En el caso general,

, . . - A def
considere las mismas variablgs . . ., Y;,, definidas ahora eetminos deZ; = (X, —

p)/o ~ N(0,1), paraj = 1,...,n. Porltimo, observe qu&(V/o?) = n — 1, por lo
queE(V/(n — 1)) = o2, resultado independiente del valor de

4.8. El Mejor Predictor Lineal

Para finalizar este céplo resolveremos el siguiente problema. Supakga R**! es un vector
aleatorio con®(X) = py V(X) = 3, lo cual anotaremoX ~ (u, ¥). Suponga adeés queX
se puede particionar de la siguiente forma:

- Wi Yy
X = < v ) con W = : , e Y = :
Wi Y,

Si el valor deW es conocido, digamo®, ¢ ®mo predecir el valor d& ? Esta situaéin se suscita

en casos donde las variables de iagese observardb en parte, de modo que se requiere “adivinar”
el valor de las variables no observadas, pero asumignd® conocidos.
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El problema asplanteado es un tanto vago. Para hacerds preciso, nos centraremos agn
predictores linealesesto es, predictores de la forma- BW, dondea € R!, y B es una matriz de
I x k. Resta an por definir un procedimiento para obteaey B. Para ello, recurrimos al criterio
de minimizar ekerror cuadratico medio es decir, resolveremos el problema de calcalgrB tales
que

E{(Y —a—BW) (Y —a—- BW)} (4.8.1)

sea ninimo.

Introducimos ahora la siguiente notaei Seanu,, = E(W)y u,, = E(Y') los vectores de va-
lores esperados & e Y respectivamente. Las matrices de varianza-covarianza correspiasdie
se denotan porX,,, y 3,,, y finalmente, la matriz de covarianzas erf#ee Y se denotax por

Y.y, de modo que
oy 2ww 2wy >
B= y 3= ( :
( Hy ) Eyw | Byy

dondeX: es unanatriz particionadaObserve que puesto giiedebe ser siftrica, se debe cumplir
queEfyw = ¥,y. Con esta notaodn, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 4.8.1 La solucbn al problema de minimizain (4.8.1) est dada por

a=p, — Bp,, (4.8.2)

B=%,%,.. (4.8.3)

Demostracbn: Observe que la exprési en (4.8.1) se puede reescribir como
E(Y'Y)-2dE(Y)+ad'a—2E(YBW)+2a’ BE(W) + E(W'B'BW),

la que a su vez esigual a

l

E(Y2) 2% aB(Y)+ Y a2 2% 3 ByE(YiW))
=1 3 =17=1

#2339 By E(W) + 3 LSS By 2)

~
—_

Para minimizar, primero diferenciamos esta exgnesion respecto @ e igualamos a 0, con lo que
se obtiene

l
—2B(Y;) +2a; + 2 _ By E(W;) =0,
j=1

0 equivalentemente,

l
a; = E(Y;) =) By E(W;),
j=1
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lo que escrito en forma vectorial resuia= p,, — Bp,,, o que prueba (4.8.2). Para obtergy
usamos un procedimiento@ngo. Se deriva con respectdg, se iguala a 0, para obtener, despu

k
de acomodaré@rminos y reemplazar el valor dgpor E(Y;) — > B E(W,,) el conjunto dék: x

ecuaciones i
> BimCov(W, W) = Cov(Y;, W;) Y i, j,
m=1

de donde se obtiene el resultaBo= %, 3, . . [ |

Asi, el mejor predictor lineal (MPL), en el sentido explicado anteriorment&; dado un valor
paraW es

a+BW = p, + 3,5, (W — E(W)). (4.8.4)
Se propone como ejercicio mostrar que la matriz de varianza-covariandi®test dada por
IS St (4.8.5)
Ejemplo 4.8.1 SeaX < R3 con
1 5 1|2
0 2 3|6

y obtengamos el MPL d&3 dadosX; y X». Tenemos que, por (4.8.3):
-1
5 1 1
B=(3 5)(1 3> _ﬂ(?) 13 ).
Por otra parte, por (4.8.2):

1 1 16
a—O—ﬂ(?) 13)<1>_—14.

Asi, el MPL buscado es, de acuerdo a (4.8.4):
—16 + 3X7 + 13X

14
La varianza del MPL se obtiene de (4.8.5), yaedada por
45
MPL)=—.
Var( ) "

Observe que en este caso el MPL es simplemente escalar.

Ejemplo 4.8.2 SeaX < R® con

2 12 -1] 3 6 0
0 -1 36| 5 5 0
p=| -1 y =|"3 5| 9 -1 0
1 6 5|-1 13 0
-3 0 0| 0 08
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Calculemos el MPL d& dadoW, donde

X3
W:<§1> e y=| x4

En este caso tenemos, aplicando (4.8.2) y (4.8.3) que

35 1 113 63
B=|6 5 (_1? ;é) :§11 221 66 |,
00 0 0
—1 113 63 —657
1 2 1
a= 1 | ——1 221 66 < ): —11
3 431 0 0 0 B\ 1293

Finalmente, el MPL buscado es

—657 4+ 113X + 63.X>
—11 4 221X, + 66X,

431 1293

La matriz de varianza-covarianza del MPL es, de acuerdo a (4.8.5)

654 993 0
993 1656 0
431 0 0 0

Observe la forma especial del MPL, particularmente su tercera caadey lalltima
fila 'y columna deV (M PL). Esto no es coincidencia, y la &z es queX; es no
correlacionada con las otras variables predictoras.ah\so existir correlaéin, el MPL
se transforma simplemente &i{ X;) = 1293/431 = 3, tal como se obtuvo.
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4.9. Problemas

1. SeanXy, Xy,..., X, i.i.d. con funcon de probabilidag(x) = (1 — p)p*, z =0,1,...,es
decir, con una distribudin de tipo georatrico. Sed’,, = X1 + Xo + - -+ + X,,.

(a) Encuentre la fundin probabilidad dé&5.

(b) Demuestre que la furfm probabilidad,, deY;, est dada por

(y+n—1)!
M Ten(1 -6, y=0,1,2,...
y'(n_l)‘ 0 ( 0) bl y 07 b b

Indicacion: Demuestre que st tiene funcon probabilidadp,,, U tiene funcén pro-
babilidadp, y Z y U son independientes, entoncgst+ U tiene funcén probabilidad
pm+1. Proceda luego por indud@si.

pn(y) =

(c) Calcule la media d&,, en base a la exprési obtenida parg,,.
(d) Calcule el valor esperado &g como la suma de los valores esperados deXlps

. Un lote de tami@o N tiene D elementos defectuosos. Se extrae una muestra aleatoria de
tamdion y se cuenta elimeroX de elementos defectuosos en la muestra.

(a) CalculeE(X) a partir de la fund@n probabilidad.

(b) ExpreseX comoX; +---+ X, yuseE(X) = E(X;) +--- + E(X,,). Useésto para
calcularE(X).

. Demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwartz :
(E(XY))? < E(X*)E(Y?).
Hint: ConsidereE((tX +Y)?).

. SeanX eY variables aleatorias independientes con distrimuciniforme erfg — 1,0 + 1],
6 € R. Pruebe que la distribumi deX — Y no depende de, hallando su densidad.

. Dadofx, x,(z1,z2), encontrarfyy (u,v) y fu(u), con:

@U=X1+X, V=X

(b) U=X1X5,V =X,
X

(C) U:Y;,V:Xg

Explicitar el caso particular en el qué€; y X» son independientes.

. En el Problema 5, encuentfe (u) e identifique, de ser posible, la distribaciparaX;, X»
iid~ N(0,1).

. SeanXy, Xo, ..., X, iid con distribucon de Rayleigh con pametrof > 0:

Flz) = %exp(%) siz >0
0 siz < 0.
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a.- Determine la densidad conjuntaXie Y>, . .., Y,, dondeY; = XZ?.
b.- ¢Cul es la distribudn deU = min{X;,..., X, }?
c.- Calcule la distribudin deZ = %

8. SeanX eY iid Exp(c). Muestre queZ = 25 ~ U(0,1).

9. SeanX1, X5 con densidad conjunta

2 .
%e*(”*ml) Sizy > 1, x9 > x%

[x1.x, (21, 22) = { ]

0 si no.

Encontrarfy, (y1), conY; = log(X1) Y fv,(y2), conYs = %

10. SeanX, Y y Z son variables aleatorias independientes que tienen igualbfumgnsidad
f(x) =e7*, 0 < x < co. Encuentre la distribuén conjuntadéd/ = X + Y,V = X + Z,
W=Y+Z.

11. Suponga qué, X, son variables aleatorias independientes con distiouaniforme sobre
el intervalo[0, 1]. Encuentre la distribuén conjunta dé; = X; + Xy eYs = %

12. Cuando una corriente (medida en amgres) fluye a tra@s de una resistencia (medida
en ohms), la potencia generadadedada poiV = I’R (medida en Watts). Si y R son
variables aleatorias independientes con densidades

fir=6zx(1l—z) 0<zx<1
Determinefyy .

13. SeanXq,..., X, variables aleatorias i.i.d. con densidad
fx(@) =272 si 1<z < oo.

SeaY = min{Xy,...,X,}. ¢EXisteE(X;)? Si es asencentrela. ¢ExistdZ(Y)? Si es
ad enciéentrela.

14. SeanX;, X, variables aleatorias independientes cada una con distibngi0, 1). SiY; =
X2 + X5, Yy = Xo, encuentrefy; ya Y fy;-

15. Suponga que los tiempos entre ocurrencias de un ciehonfamo pueden ser representados
porTi,...,T,, variables aleatorias independientes cada una con distiibegponencial de
patametro). SiT = Ty + - - - + T, encuentre la distribuch de T.

16. SiX eY son las coordenadas de un punto seleccionado al azarcdbaunitario{(x, y) :
2?2 4+ y% < 1}, ¢cdl es la distribudin de la variable aleatorid = X2 + Y?2?.

17. SiTy ~ Exp(\1) y T> ~ Exp(A2), encuentre la densidad de= T; + T».

18. Dados: < byc < d, X ~ Ula,bleY ~ Ula,b],conX eY independientes, calcufe  fy .
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19. Suponga&y, ..., X, son variables aleatorias i.i.d. con distribuei/ [0, 1]. Pruebe que
1
—2nkg(Y)AJGamdn,§%

dondeY es la media geoétrica de lasX;, esto es,

n

Y = (J]x)'

i=1

20. La densidad conjunta entre X e Y &sfada por:

e ve Y
fxy(z,y) = 0<z<o0 0<y < oo.
Encuentref(X).
21. SeanXy, Xo, ..., X, iid U(0,1).
a.- Seart; = —log(Xj;) j =1,...,n. Encontrar la funé@n generadora de momentos de

Y;, y a partir de ella calcul&(Y) y Var(Y). ¢ Qe distribucon tieneY ?.

n
b.- SeaY = X > Y; con A > 0. Encuentre la funéin generadora de momentos He
j=1
CalculeE(Y), Var(Y). ¢ Qe distribucon tieneY ?.

22. Si la variable aleatoriX tiene funcon generadora de momentos dada pbg (t) = 52,
obtener la desviaon eséndar deX.
‘Resp:%

23. En un circuito se ponem resistencias en serie. Supgase que cada una de las resistencias
esh distribuida uniformemente en (0,1), y suponga a@eique todas las resistencias son
independientes. Sdala resistencia total.

(a) Encontrar la funéin generadora de momentos ke
(b) Usando (a), encontrd(R)y Var(R).

24. Suponga que la distribici conjunta deX; y X, es normal bivariada. Se definen las variables
aleatoriad; = 3X1+2Xo+1eYs = X; +5Xo —4. Demuestre quéys, Ys) tiene tambgn
distribucbn normal bivariada, e identifique sus @aretros.

25. Si(X1, X2)! ~ Na(p,¥) dondeu! = (1,-2) yo? = 4,010 = —10,05 = 25, encuentre
directamente las densidades marginaleXde Xs.

26. Seart,Ys,...,Y, definidos por
Yi=U+Yi1+ 2 1=1,...,n Zy =0, Yo =0,

endondd/, 7y, ..., Z, son independientes de media cero, con¥ar= a, Var(Z;) = b.
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a.- Encuentre la matriz de covarianzagtg ..., Y,)".
b.- Determine el MPL dé&3 dadoY;
c.- Determine el MPL d&7, dadoY; + Y3

27. Searyy,Ys, Ys independientes de media cero y varianza uno, defina las variables akeatoria
X1, Xg, X3 por:

n
Vi—aZ
Encuentre VarXy, Xo, X3)'y E(X1, X2, X3)!

X = Xy = aXi1+Yy | Xs=aXs+Y3

28. Dados EXl,XQ,X3>t = (1,2,3)t Yy

a a a
Var(X) = a a+b a

a a a-+c

a.- Encuentre el MPL d&'; dadoXs = xo.
b.- Encuentre el MPL d&'5 — X5 dadoX; = 4.

29. SeanX; y Y, variables aleatorias independientes con distritnuév (0, 1). SeanY; = « +
aX1+bX9,Ys = B + X1 + dXs.

a.- Encuentre la distribu@n conjunta d&7 eY5.
b.- Calcule la varianza del error de predartidel MPL deY; dadoY;.
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Capitulo 5

Distribuci on y Esperanza Condicional

5.1. Motivacion

En el Cajitulo 2 se discuti extensamente en gsentido la informaéin o conocimiento afecta
las probabilidades de eventos. Surge entonces l@nai® probabilidad condicionglque refleja
como estas probabilidades cambiani,A$ A y F' son eventos tales que(F') > 0, en donded
representa el evento de intsr y F' es la informadin disponible (esto es, se sabe quecurrio),

entonces la probabilidad condicional dedadof’ se define mediante
_ P(ANF)
PAIF) = =5

tal como lo expresa (2.2.1).

La inquietud natural que surge ahora se refiere a la posibilidad de implerogictalos seme-
jantes pero ahora referidos a variables o vectores aleatorios. Empalkafsas, sX es una variable
aleatoria de inté@s, y si se conoce el valgrque toma otra variable aleator}g, ¢de gqé mane-
ra se afecta la distribumn, y por ende, las probabilidades asociadds ana vez conocida esta
informacibn adicional? Esto es, @mo determinamos ldistribucion condicionalde X dado que
Y =y?

Hay algunos casos especiales en que esta pregunta se puedeeestibrahdo solamente los
conceptos ya introducidos anteriormente. Comenzamos nuestra disabsrdando estos casos.

5.2. Distribucion Condicional: Vision Preliminar

En el Cafitulo 2 se tuvo ya un primer acercamiento al problema de determinar los cambios en
la distribucbn de una variable aleatoria dada inforn@scielativa a una segunda variable aleatoria,
en el caso quéstas son discretas. En efectoXsie Y son discretas con furfm de probabilidad
discreta conjuntax y (z,y) para(x,y) € D, entonces lduncion de probabilidad condicionale
X dado que¥” = y se define mediante

prvoylaly) = PED (o) e D. (5.2.1)
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En estricto rigor, esta definim se reduce simplemente a probabilidades condicionales para
eventos. En efecto, sieseleventq X = =}y FeseleventdqY = y},conP(F) = P(Y =y) >
0, entonces (5.2.1) no es otra cosa que (2.2.1). Es importante destagargugie esta definam
tenga sentido, debe cumplirse ggéF') = P(Y = y) > 0. En caso contrario, el cuociente (5.2.1)
se indefine.

Otra caractéstica interesante de la defirci de funcbn de probabilidad condicional, es que si

X eY son variables aleatorias independientes, entonces
pxy(@,y) _ px(z)py(y)
Px|y=y(zly) = = = = px(z),
= py (y) py (y)

y en forma aaloga,py|x—,(y|r) = py(y). En otras palabras, cuando hay independencia entre
las variables aleatorias en cuésti informacdn respecto de una de ellas no altera las probabili-
dades (distribuéin) de la otra. Esta caracistica es no @lo deseable, si no que, a nivel intuitivo,
completamente natural.

La definicbn de funcbn de probabilidad condicional se puede extender en forma natured a ve
tores aleatorios. Assi X eY son vectores aleatorios discretos, se defifigrieidn de probabilidad
discreta conjunta condicionale X dado queéY’ = y mediante

oy = PEXED)

Ejemplo 5.2.1 SeanX ~ Poissoli\) e Y ~ Poissofiu) independientes. Sed =
X + Y, y calculemos la distribuén condicional deX dado queZ = z. Primero,
notemos que = {0,1,2,...},y que para € Z

pz(2) = P(Z=2)=P(X+Y=2)=) PX=2Y=z2—x
z=0
? )\xef)\uszeju

= PPN =P =z-a) = S
=0

=0

S L

2! x 2! ’
=0

por lo queZ ~ Poissoii\ + p). Luego,

P (z]2) = pxz(@,2) PX=22=2 PX=zY=z—2)
o pz(?) P(Z = 2) P(Z = z)

/\Ief)‘ ,LLZ_‘Te_”

YPY =z2-2) "l ol
P(Z = z2) T Qe O

z!

- ) (1- 22— =0,1,...
() G3) (x) omones

y hemos asprobado queX|Z = z ~ Bin(z, ﬁ).

Note que probar el hecho que~ Poissoii\ + 1) se puede hacer en forma alternativa,
recurriendo a funciones generadoras. Se progstiecomo ejercicio.
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Ejemplo 5.2.2 Se dispone de monedas, cada una con probabilidaéd p < 1 de dar
cara. Considere el siguiente experimento. Se lanza cada moneda hidigepemente

de las deras. Posteriormente, aquellas monedas que dieron sello se lanzan urésyez m
independientemente entreysde los lanzamientos en la etapa anterior. Obtengamos la
distribucbn del rimero total de caras al final de este experimento.

Método I:SeanX eY el nUmero de caras registrados en la primera y segunda ronda de
lanzamientos, respectivamente. Entonéésy Bin(n,p) eY|X = z ~ Bin(n —z, p),
y la variable que nos interesa 8s= X + Y. Luego, para € Z = {0,1,...,n},

pz(2) = P(Z:z):P(X+Y:z):i:P(X:k,Y:z_k)

z

= > P(X=kPY =z-kX =k)
k=0

- g
S
(e
= (:) (a=p)" 7,

y notando quep(2 — p) + (1 — p)2 = 1 para cualquiep € [0, 1], se concluye que
Z ~ Bin(n,p(2 — p)).

Método Il: Consideremos ahora variables aleatoias. . . , X, tales queX; = 1 sila
i-esima moneda dio cagd final del experimentd en caso contrario. Es deck; = 1
cuando la-ésima moneda da cara deépule ya sea el primer o segundo lanzamientos.
Se tiene que la cantidad de irééerse obtiene mediante la sufiga + --- + X,,, en
donde las variables en esta suma son i.i.d. con distGbuBernoulli. Para calcular
P(X; =1), observe queX; = 0 es equivalente a obtener dos sellos en iguaiero de
lanzamientos independientes de una moneda con probabilidadie dar cara. Luego,
parai = 1,2,...,n se tiene

P(Xj=1)=1-P(X;=0)=1-(1-p)>=p(2-p),

y se concluye que ellmero total de caras tiene distribéiBinomial, correspondiente
an ensayos, cada uno con probabilidaced@o dada pop(2 — p).

Ejemplo 5.2.3 Considere un parX, Y') con distribucdbn uniforme en elicculo unita-
rio descrito pof{ (z,y) : x?+y* < 1}, y calculeP(X > 0,5|Y < 0,25).
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Note que la probabilidad buscada es igual a

P(X >05,Y <0,25)
PY <025 '

las cuales se calculan como cuocientefm@@s (ver Figura 5.2.1). As

y

x=0.5

| N

-

Figura 5.2.1: Diagrama para el Ejemplo 5.2.3.

0,25 p4/1—y2 1 0,25 2 /1
P(Y <0,25) / —dxdy = /

-1 —/1-y2 T -1
0,25
yy/1T— 2 sinl(y) |7 V15 sin1(0,25) 1
= + =2 = + s
T . s 1 167 T

~ 0,6574811787.

Por otra parte,

P(X <05,Y >025) =

/o 125
- [y
V15

0,25
025+1

2T

\/1— y 1 0,25 /1 .2
/ —dmdy = —0’5dy
0,5 -1 ™
Loy,
2T

sin—1<y>]
2T

-1
sin~1(0,25) 1 5
+

327 o 4 87’
~ 0,1297969105,

y la probabilidad pedida es el cuociente entre dichas cantidades, |0 gpectamada-
mente 0.1974154009.
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Note que aunque el Ejemplo 5.2.3&stiginalmente planteado egrtinos de variables aleato-
rias continuas, la probabilidad condicional calculada correspoasiedmente a una discretizagi
de dichas variables e@rminos de intervalos. Si la probabilidad pedida fu€%& > 0,5]Y =
0,25), nuestra actual definian de probabilidad condicional no se puede aplicar, pues pf sea
variable aleatoria continua, se tiene @ = 0,25) = 0.

Esto requiere entonces una defiaitimas general de distribuimn condicional, lo que se discute
a continuadn.

5.3. Definicbn General de Distribucion Condicional

Para motivar la definiéin, consideremos dos variables aleatofas Y con densidad conjunta
fx.y(z,y), definidas en un subconjunto apropiadoRfe Supongamos se quiere calcular la pro-
babilidad del eventdX € A, sabiendo qué&” tomb el valory. Es necesario hacer la preéisique
el hecho queP(Y = y) = 0 no significa queY” no pueda jaras tomar el valoy. Esta aparente
contradiccdbn es slo producto del modelo mateatico que hemos adoptado para tratar variables
aleatorias. No obstante lo anterior, cuando se opera con variablegiakeatmtinuas, los eventos
de inteés son usualmente intervalos o uniones de ellos.

Para resolver el problema planteado, consideremos un peque nolmtgrvae, y + €| para
e > 0. Para dar sentido a la expr@siP(X € A|Y = y), usaremos un argumento basado en
limites.

Definicion 5.3.1 SeanX eY variables aleatorias. Se define la probabilidad condicionakggeA
dado que¥” = y mediante

P(X € AlY =y) = lfm+P(X€A|y—e<Y§y—|—e). (5.3.1)
e—0
Mas generalmente, 8l es un evento definido earminos de una o &s variables aleatorid$, , . .., X,

(por ejemplo{X; + X, > X3}), se define la probabilidad condicional Bedado quet” = y me-
diante
P(BlY =y) = Hm+ PBly—e<Y <y+e). (5.3.2)
e—0

En particular, Iduncion de distribuddn acumulada condicionae X dado qué&” = y se define
mediante

Fxiy—y(zly) = P(X <2|Y =y) = lim P(X <zly—e<Y <y+e). (5.3.3)

e—0t

Veamos algunas consecuencias de la Detini&.3.1. En primer lugar, st e Y son indepen-
dientes, entonces, para cualquier 0

P(XeAly—e<Y <y+e)=PX cA),

de modo que elinite en (5.3.1) se reducefy X € A), tal como se espera desde un punto de vista
intuitivo. Note aderas que este resultado no depende del tipo de variable involucrada.
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En segundo lugar, observe que si ambas variables son discretdmilzEia@e (5.3.1) tendx sen-
tido slo siy es un valor tal qué’(Y = y) > 0. Observe adeas que puesto que hemos asumido
gue el soporte d& contiene 6lo puntos con probabilidad estrictamente positiva, se concluye que
observay tal queP(Y = y) = 0 es imposible. A

PXeAy—e<Y <y+e)
Iim P(XeAly—e<Y < = I
Jim PXedy—e<Ysyteo = M 0 vy v

lim P(X € Ajy—e<Y <y+e)

e—0t
lim Ply—e<Y <y+e)
e—0t

_ PXEAY =) Ly

P(Y =y)
= Z Px|y=y(2]y),
T€eEANX

tal como se tefa hasta el momento.

En tercer lugar, y volviendo a la situéci del comienzo de esta segj suponga qu& e Y
tienen densidad conjunf y (x, y). Entonces

P(X<alY =y) = lim P(X<zly—e<¥ <y+e
, PX<z,y—e<Y <y+e
= lim

e—0t P(y—6<Y§y+e)
- lim i yyj: [xy(s,t)dtds

—0+ a2 SIS fy (t)dt

ffoo < 1—1>I(I)1+ 2% yyj: fX,Y(Sat)dt> ds

lim L (Y7 fy(t)dt

e—0t 2e Jy—e

)

y usando el Teorema del Valor Medio para integrales se obtiene la sigeigresdn para la fun-
cion de distribudn acumulada condicional d€ dado que¥” = y:

Fxjy—y(zly) = Fxy(s.9) 0 (5.3.4)

—00 fY(y)

Definicion 5.3.2 Si X eY poseen densidad conjunfa y (z, y), se define lalensidad condicional
de X dado que&¥” = y mediante
_ fX,Y(fL“,y)

Ixjy=y(zly) = T h@) (5.3.5)

Observe que (5.3.5) se obtiene de (5.3.4) mediante diferedsiddote que (5.3.5) es una fun-
cion densidad. En efecto, ella es siempre no negativa, por ser un deceigre funciones no nega-
tivas, y aderas,

/_OofX|Yy(xy)d33— (@) /_OofX’Y( y)d fy(y) -
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Adicionalmente, si se asume que e Y son independientes, entonces se tighe (z,y) =
fx(x)fy(y), de modo que

Fxiy—yly) = W = fx(@).

Asi, en el caso de independencia, la densidad condiciond dado queY” = y se transforma
simplemente en la densidad marginalXietal como dela esperarse intuitivamente.

Un resultado hsico relativo a probabilidades condicionales para eventos es ehT@deePro-
babilidades Totales. Enunciamos a contindacina generalizagh al caso continuo.

Teorema 5.3.1SeaB un evento, YX una variable aleatoria con densidatk (z). Entonces

P(B) = /OO P(B|X =2x)fx(z)dx. (5.3.6)

—0o0

Queda an por discutir el caso mixto. Adulo usual es que la distribua conjunta de las va-
riables involucradas se defina é@mrmhinos de distribuciones condicionales de una variable aleatoria
dada la otra, la que se combina con la distribnanarginal de la variable que condiciona. Este
enfoque es ligeramente distinto de lo expuesto hasta el momento, en el gisérilasaiones condi-
cionales se definieron a partir de la distriliucconjunta. Ag por ejemplo, siX |Y = y es discreta,
con distribucdbn dependiente dg, e Y es continua con densida@-(y), entonces la funén de
probabilidad discreta conjunta astada popx y (z,y) = px|y=y(z|y) fy (¥)-

Otra situaddbn que aparece con frecuencia, es una generdizael Teorema de Bayes visto en
el Captulo 2. Supongamos que se conoce la distribn@ondicional deX dado queY” = y, y la
distribucibn marginal d&”. ¢ @®mo se calcula la distribun deY dado queX = x? La interpreta-
cion que se suele dar a este proceso es como sigue. Los estados dealazeaar describen, antes
de hacer un experimento, mediante los valore¥ dea opinibn que se tiene de esta naturaleza, se
describe desde un punto de vista probdabido mediante la distribugn deY’, usualmente llamada
distribucbn a priori. Suponiendo que el estado de la naturalezg, és variable aleatori&’, que
representa el resultado de un cierto experimento a realizar, tiene diginbug” = y. Se realiza
dicho experimento, y se observa el valode una variable aleatoriZ. Como resultado de este
experimento, actualizamos nuestra opinde la naturaleza, mediante @aulo de la distribudin
deY dado queX = z, tambén llamada distribudin a posteriori

Veremos a continuaghn la forma de realizar estoélculos.

1. X eY son discretas:en este caso ebiculo es relativamente sencillo. Usando el hecho que
pxy(2,9) = pxjy=y(y)py (v), Y px (2) = > px,y(x,y), se obtiene ladrmula
Yy

. Px|y=y(z|y)py (y)
Py|x=2(ylT) = %}pmyzs(wls)py(s)' (5.3.7)

2. X eY son continuas:en este caso es posible probar gi¥eY") tiene densidad conjunta dada
por fxy(®,y) = fxjv=y(z|y)fy(y). La densidad marginal d¥ se obtiene defx (z) =
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ff‘;o fxy(z,y)dy, de modo que se tiene la expi@si

7) = Sxyy=y(ly) fy ()
fY\X:x(y‘ )_ ffooo fX‘Y:S(SU‘S)fY(S)dS' (538)

3. X esdiscreta € es continua:la distribucbn marginal deX se obtiene mediante larfmula
px(z) = ffooo px|y=y(Z|y) fy (y)dy, expresbn que se obtiene del Teorema 5.3.1, por lo que

7) = Px|y=y(z[y) fy (y)
fY|X:x(y’ ) - f_oooopX|Y:s($|5)fY($>d8. (539)

4. X escontinua €Y es discreta:mediante alculos aalogos a los mostrados, se obtiene que

_ Ixpr=(=ly)py ()
Py|x=z(ylz) = %;S ey @9y () (5.3.10)

Poraltimo, la generalizaéin de los conceptos vistos al caso desariables es directa. Veamos
a continuadn algunos ejemplos.

Ejemplo 5.3.1 SeanX e Y variables aleatorias independientes con~ Exp()\) e
Y ~ Exp(u), donde), u > 0. CalculeP(X >Y).

Una forma de resolver este problema consiste en calcular la densidiEd-d& — Y,
con lo que la probabilidad pedida es simplemefjté fy (w)dw. Sin embargo, por el
Teorema 5.3.1 se tiene

POC>Y) = [T PO YIY = i

El paso crucial del argumento consiste en calc#ak > Y|Y = y). Una vez que

se condiciona ey’ = y, se puede substituir dicho valor en el evento al lado izquier-
do de la probabilidad condicional, lo que se conoce c&rincipio de Substituéin.

Asi, P(X > Y|Y =y) = P(X > y|Y = y). Pero una vez que se ha hecho esta
substitucdn, el evento de intés{X > y} en la probabilidad condicional, ya no de-
pende de la variable aleato¥g esto es, dependéls de X, y puesto queX eY son
independientes, se concluye gBeX > y|Y =y) = P(X > y) = e ¥/*. Luego,

00 —y/u
P(X>Y) = / e WAL = !
0

"D

A
Ap

Se propone como ejercicio obtener este resultado mediard&calade la densidad de
W=X-Y.
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Ejemplo 5.3.2 Considere el pafX,Y') del Ejemplo 4.2.4, y calcule la densidad con-
dicional deX dado que&Y” = y. Puesto que ambaob, y vy fy se tienen de lo hecho en
el Ejemplo 4.2.4, lo pedido se obtiene directamente de (5.3.5):

Flzl + 1y _ =]+ Jy]

fX\Y:y(x’y) = %(1_,@2) 1_y2 )

para—(1 —|y[) <z < 1—|y|.

Ejemplo 5.3.3 Suponga queX|Y = y ~ Poissoly), eY ~ I'(a, \), cona > 0y
A > 0. Calcule la densidad dé dado queX = z.

Se tiene que parac€ {0,1,2,...,}

% yTe=Y ya—le—y/A 1 /OO +z—1_—y(1
px () /0 ! C(a)\® Y z!IC(a) A Jy Y ‘ /
I'a+x)

2T () A (1 + %)a-&-x
Luego, por (5.3.9), y desps de simplificar las expresiones se obtiene que
B—1o—y/u
Yy’ e
=z T)=—Fov 35 Yy > 07
endonded =a+zyp=A/(1+X),yseconcluye qu¥|X =z ~ I'(5, ).

Ejemplo 5.3.4 Considere un vector aleator® ~ N, (u, X), con

X, My ) < Y | X2 )
X = ) = ) 2 = )
< X ) H ( o y o1 | X2
en dondeX; y X, tienen dimensiones respectiviay [, conk + [ = n. Calculemos

la distribucbn condicional deX'; dado queX o = xs.

Para ello, considere el vect¥ = X; — 123, X». Se tiene que, por las propie-
dades de las matrices de covarianza, y recordando que puesiiyfas sinétrica, su
inversa tami&n lo es:

Cou(X2,W) = Cov(X2,X1)— Cov(X2, X2)S5; Sa1
= o — B35y Toy
= 0.

Asi, usando la Proposion 4.7.3(i) con

I, -3
A= 22
( 0 I, ’

(x.)
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tiene distribuadn conjunta normal multivariada, por lo qd&, y W son vectores alea-
torios independientes (recuerde que en el caso de la distiibnormal multivariada,
independencia es equivalente a la no corrélaciAdg, la distribucbn condicional de
W dado queXy = x2 es simplemente la distribim marginal (no condicional) de
W. Un calculo directo, muestra qud ~ Ny (g1, — Z12X55 o, 11 — Z12 505 1)
Pero puesto qu& = X — 2122521X2, por el principio de substituén introducido

en el Ejemplo 5.3.1, la distribuan condicional d8V dado queX , = x5 coincide con
aquella deX; — 2122521m2 dado queX, = x5. Puesto que despa de condicionar
enXo, = x5 la cantidad—21222‘21x2 es simplemente una constante, el resultado final
se obtiene de restar dicha constante a la disti@sucondicional déV , para obtener

X 1| Xy =a5 ~ Ni(py — 12355 (pg — 22), 11 — 12355 Bon).

Para el caso particular en giie= [ = 1 (esto esp = 2), y con
2
S — 09 pPo102
pPO109 0% ’

o
Xi|Xo =29~ N (,ul - %21(/12 — $2),O’%(1 = p2)> .

se obtiene

Ejemplo 5.3.5 SeanXy, ..., X, Li.d. Exp()), dondeX > 0. Considere las variables
aleatorias definidas mediante

i = X,

(XQ—Xl,...,Xn—Xl) SIX(l) =X
(Xl — X9, X3 — Xo,...,. X, — XQ) Si X(l) =X

(Yo, ..., Y,) = :
(X1 = Xpoo oo, X1 — Xp) Si X(gy = X

Observe que la definign deYs, . .., Y, consiste en las variables, — X(j,..., X, —
X(1), despes de eliminar aquella que eeiticamente 0. Obtengamos la distritiuci
conjunta devy, ..., Y,. Para ello, defina los eventos

A = Y1>y1,.., Y0 > yn}

Bz‘ = {X(l) = Xi}, 1= 1,...,77,,
dondey, ..., y, > 0. Se tiene entonces que

P(Yi>y,....Y <yn)=> P(ANBy).
Ahora, por el Teorema 5.3.1 se tiene

P(A N Bz) = /OO P(A N BZ‘XVZ = xz)fXZ (:c,)d:rl
0
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Por otra parte,

{ANB;} = {Xi>un,Xi —Xi>y,....Xio1 — Xi > i,
Xiv1 = Xi > Yit1s - Xn — Xi > yn, X1 > X,

S Xic1 > X, Xim > Xa, . X > X}
= {Xi>p, Xi>p+ X, Xia >y + X,

G Xiv1 >y + Xy, X > oy + Xa )

por lo que, usando el principio de substitutiy el hecho queXy,..., X, son i.i.d.
Exp()), se tiene que

o0
P(ANB;) = / PX;>y,, X1 >y + Xi, ., Xi1 >y + X5,

0
73?1/)\
A

(&
o Xir1 > yiv1 + Xiy ooy X > yn + Xi| X = 2:)

dl’i

o
= / P(x; >y, X1 >y + 4, ., Xio1 > yi + 24,
0

6*552'//\

oy Xit1 > Yird + Ty ooy, Xy > Y + 24| Xy = 25) dx;

oo
= / P(z; >y, X1 > vy2 + x4, ., Xic1 > yi + 24,
0

e—:ci/)\

o X1 > Yir1 + Tiy o, Xy > Y+ 15) dx;

[e¢]
= / P(X1 >y +xiy o, Xic1 > Y + T4, -0,

Y1
e*%‘/)\

Xit1 > Yir1 + Tiy ooy Xpp > Yn + l’z‘)Tdez'

0o i—1 n *%/A
= / HPX > Yjp1 + ) H P(X; >y]+xz) 3 dx;
yioGo j=i+1

—zi /A

oo t—1
— (Yj+1+z:) /A Uj+xz)//\€ d
LIP I < g

Jj=i+1
_Zyj/A oo A
= e J=2 e "N,
Y1

n
=2 Yi/A
— le j=2 ’ e—nyl/)\

Luego,

"l - w/A
P(a) = 2¢ =" /s
(A) 2 e e e
y se concluye qu&1, ..., Y, son independientes, cofi ~ Exp(A/n), eY; ~ Exp())

paraj = 2,...,n. En particular, se deduce el siguiente resultado, quigilesn Infe-

72 y]/ —nyl/)\’
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rencia Estatbtica: Xy ~ Exp(\/n)y Z(X X)) = Z ~ I'(n—1,)) son

independientes.

5.4. Esperanza Condicional

Pasamos a definir ahora el conceptaedperanza condiciongy a estudiar algunas de sus pro-
piedades bsicas. En forma intuitiva, la esperanza condicional es simplemente laezspele una
distribucibn condicional.

Definicion 5.4.1 SeanX eY variables aleatorias. Se definedgsperanza condicionale X dado
queY = y mediante

S rpxiy—y(x|y) si X es discreta
BX|Y =y) =4 | | (5.4.1)
oo wfxy=y(z|y)dz siX es continua,

si la suma o integral correspondiente converge absolutamente, lo queessifig| X |) < oo

La esperanza condicionaliatefinida, tiene todas las propiedades que posee la espdrénza
definida en el Cdjpulo 3. Por ejemplo, si las expresiones involucradas existen, entoraas cans-
tantesa y b se tieneE(aX + bZ|Y = y) = aE(X|Y = y) + bE(Z|Y = y). La radn de esto
es que la esperanza condicional edado queY” = y se puede ver simplemente como el valor
esperado correspondiente a una cierta variable aledfor@iya distribuddn coincide con la de
X|Y = y. De este modo, todas las propiedades @&ra se cumplen par&'(-|Y = y), incluyendo
la correspondiente versi del Teorema 3.8.1:

o0

E((X)]Y =y) = / 9(2) Fxiy—y (2l dz

—0o0

si X es continua, o bien reemplazando la integral por una sumaes discreta. Este resultado
permite definir momentos de la distrib&oicondicional, y en particular la varianza condicional, en
forma ardloga a las versiones no condicionales correspondientes.

Definicibn 5.4.2 SeanX eY variables aleatorias. En la medida que las expresiones involucradas
existan, se define:

(a) Elmomento condicional de ordénde X dado que” = y mediante
pe(XY = y) = E(XMY = y). (5.4.2)

(b) Lavarianza condicionatle X dado que” = y mediante

Var(X|Y = y) = B(X2Y =y) — (B(X]Y = y))2. (5.4.3)
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Algunas propiedades de la esperanza condicional son consecdehBiancipio de Substitu-
cibn. A4, para una fund@n de dos variableg, se tiene que

E(g(X, V)Y =y) = E(g(X,9)[Y =y),
y en particular,
E(g(X)h(Y)|Y =y) = E(g(X)h(y)[Y =y) = h(y) E(g(X)]Y = y),
siempre y cuando las expresiones involucradas existan.

Ejemplo 5.4.1 En el Ejemplo 5.2.1 se tiene qué|Z = z ~ Bin(z, ﬁAu)' de modo

) 2
qQueE(X|Z =z) = pwurt

Ejemplo5.4.2Si X|Y = y ~ Bin(n,y) eY ~ Beta(a,b) cona,b > 0, calcule
E(Y|X = z).

De acuerdo a la Definign 5.4.1, necesitamos previamente obtener la distdbude
Y dado queX = z. Por el Teorema 5.3.1, y patac {0,1,2,...,n}:

px(z) = /01 (Z)y””(l—y)”‘xwdy

B(a,b)
n 1
— B((Ca;? b) /0 ya-‘ra:—l(l _ y>b+n—x—1dy
(MB(a+z,b+n—x)
B(a,b)

Luego, por (5.3.9), y desps de simplificar@rminos, se obtiene que
ya+171(1 _ y)b+n7171
Bla+z,b+n—x)

fY\X:x(y\fU) = )
de modo qu&’| X = z ~ Beta(a + z,b+ n — z). Por consiguienteZ (Y | X = z) =

243 (ver Ejemplo 3.8.3).

Ejemplo 5.4.3 En el Ejemplo 5.3.4 tenemds( X 1| X5 = x2) = py — 21235, (1o —
CCQ).

En todos estos ejemplos, se tiene que la esperanza condicional deiahkevavector aleatorio
dado el valor de otra variable o vector aleatorio, se expresa comontiarfulel valor de la variable
que condiciona. Aisen el Ejemplo 5.4.1F(X |Z = z) = A‘jfu, gue es una funodin dez. Esto motiva
la siguiente definidn.

Definicion 5.4.3 SeanX eY variables aleatorias cafi(| X|) < co. La esperanza condicionale
X dadoY es una variable aleatoria que se denotafX|Y), y definida comap(Y'), donde

p(y) = BE(X]Y =y). (5.4.4)
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Asi, en el Ejemplo 5.4.1 se tiene qué¢z) = E(X|Z = z) = Aﬁfﬂ, de modo que

A
EX|Z)=p(Z)=|—|Z
(xX12)=o(2) = (53)
A modo de receta, para calculBx X |Y), basta reemplazag" por “Y”, una vez calculado el valor
deE(X|Y =y).

En el mismo Ejemplo 5.4.1, note que puesto gue Poisson(A+ p), entonced(Z) = A+ p,
y se tiene que

A A
E(EX|Z)=E(s—Z|=—FEZ)=X=E(X).
Ex12) =B ({52} 2) = 12, E@) =2 = ECY)
Lejos de ser una coincidencia, esto es resultado de una de las pregsiddsidas de esperanzas
condicionales.

Teorema 5.4.1SeanX eY variables aleatorias co’(| X |) < oo. Entonces

E(X) = B(E(X|Y)). (5.4.5)

Aunque no daremos una demosttacdel Teorema 5.4.1 en el caso general, es ilustrativo con-
siderar lo que sucede en el caso due Y poseen densidad conjuntg y (z, y). Puesto que

o0 (e}

© fxpy—y(ly)de = / 2fxy(@,y)

o) = BXY =y = | e

—00

'r?
entonces

E@@W»::Ewwnz/mwwﬁ@@

—00

- [5G e) v

- Z / Z wfxy (2, y)dody
B(X).

El tratamiento del caso general requiere conceptdgedéa de la Medidaque van ras alk de los
objetivos de este texto.

Veamos ahora otras dos propiedadtfes de la esperanza condicional, que son consecuencias
del Teorema 5.4.1.

Proposicion 5.4.1 SeanX, Y y Z variables aleatorias.

(@) SiE(X?) < oo, entonces

Var(X) = E(Var(X|Y)) + Var(E(X|Y)) (5.4.6)
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(b) SiE(X?)y E(Y?) son ambas finitas, entonces
Cov(X,Y)=E(Cov((X,Y)|Z))+Cov(E(X|Z),E(Y|Z)), (5.4.7)

en donde lacovarianza condicionaéntre X e Y dadoZ se define com@'ov((X,Y)|Z) =
E(XY|Z) - E(X|Z)E(Y|Z).

Demostracbdn:

(a) Setiene que

E(Var(X[Y)) = B{E(X?|Y) - (E(X|Y))’} = E(B(X?Y)) - B{(E(X|V))*}
— B(X?) - B{(E(X]Y))*).

y por otra parte,

Var(B(X|Y)) = EBE{(E(X|Y))?}
= E{(E(X]Y))*}

—{BE(B(X|Y))}?

— (B(X)),
y el resultado se obtiene de sumar estas expresiones.

(b) El procedimiento para este caso es similar al de (a). En efecto,

E(Cov((X,Y)|2)) = E(E(XY|Z)- E(X|Z2)E(Y|Z))
= EBXY) - E(E(X|2)E(Y]2)),

y adenas

Cov(E(X|2),E(Y|2)) = E(E(X|2)E(Y|Z)) - E(E(X|2))E(E(Y|Z))
= E(E(X|2)E(Y|Z)) - E(X)E(Y),

y el resultado se obtiene de sumar las expresiones obtenidilis.

Ejemplo 5.4.4 En el Ejemplo 5.2.2, suponga quéls nos interesa calcular el valor
esperado y varianza delimero total de monedas que dan cara al final de las dos rondas
del experimento. Con la notdei usada en su momento, dichanmeroesZ = X +Y,
dondeX ~ Bin(n,p), eY|X = x ~ Bin(n — z,p). Se tiene que
EZ|IX=2z) = EX+4+Y|X=z)=FE(@x+Y|X =x)
r+EY|X=z)=z+(n—2x)p
de modo queE(Z|X) =np+ (1 —p)X,yad

E(Z) = E(E(Z|X))=EMnp+(1—-p)X)=np+(1-p)EX)
np + (1 —p)np = np(2 — p).
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Por otra parte,
Var(ZIX =2) = Var(X+Y|X =2z)=Var(z+Y|X =2)
= Var(Y|X =z) = (n—2)p(1 - p),
de dondeyVar(Z|X) = p(1 — p)(n — X),y
E(Var(Z|X)) = E((1-p)(n—X))=p(l-pEMN-X)
= p(1—p)(n— E(X)) = p(1 —p)(n —np)
= np(1-p)*.

Ademas,

Var(E(Z|X)) Var(np+ (1 —p)X) =Var((1-p)X)
(1-p)*Var(X) = (1 —p)*np(1 - p)

= np(1-p)°.

Asi, por (5.4.6),
Var(Z) = np(1—p)*>+np(l —p)* =np(l—p)*(1+1—p)
= np(1—p)*(2-p).

Ejemplo 5.4.5 SeanlV, X eY variables aleatorias con densidad conjunta

el wry) si0<w,z,y<1
fwxy(w,z,y) = { 0 si no.

Obtengamos primero el valor deSe debe tener

1 = c///(l + wry)dwdxdy

(0,13
= c///ldwdwdy+c///wazydwdwdy
[0,1]3 0,1]3

1_’_1 9c
= cC — | = —
8 8’

de modo que = % Calculemos ahora la distribuci condicional d€W, X') dado que
Y = y. Paraello, se necesita la densidady), la que se calcula mediante

fry) = 3/01/01(1+w3:y)dwdx22/01 <1+a;£)dx:§<1+%)

= M ggy<

Asi, se obtiene

o fW,X,Y(wawvy) _ 4(1 —|—wxy)
fW,X|Y:y(w7x‘y) - fY(y) - 4+y :
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Verifiqguemos ahora que (5.4.7) se cumple:

944y
XY = (1 =
E(WX| Y) 4+y//w$ + wzy)drdw = 361 0y’
y luego,
944Y
WX|Y
2 ¥) = 36497
Ademas

6+ 2
E(W|Y =y) = 4+y// 1+wxydxdw—12+33;,

y por la simetta del problema se obtienen las esperanzas condicionales

6+2Y 6+ 2V
WIY) =53y Y EXY) =53y
Luego,
Y
X)) = EWX|Y) - EWIY)E(X|]Y) = ——
Coul(W. X)) = EQGWXIY) = EGVIV)EXIY) = g

de donde se obtiene

E(Coo((W, X)[Y)) = /01<9( v ><8+2y>dy

4+y)? 9
_ 2—8log(b) + 1610g(2)
- o :

Por otra parte,

642 6+2Y
Cov(E(W|Y),E(X|Y)) = COU(12+3Y,12+3Y>

(82
- T\ 12t3y )

Ahora, ,
z 6+2Y :/ 6+2yx8+2y dy:1—4,
12 +3Y o \ 12+ 3y 9 27
y aden@s
6+2Y 2 1 2y)% 8 + 2
> + _ / (6 +2y)° 8+ 2y dy
12+ 3Y o \(12+3y)2 9
20+ 8log(5) — 161og(2)
B 81
por lo que
Var (82 ) _ 20+8log(5) — 16log(2) 142
1243y ) 81 272
_ 8log(5) —16log(2) 16
N 81 729°
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Finalmente, sumandb(Cov((W, X)|Y))y Cov(E(X|Y), E(W|Y)), se obtiene

81 81 729~ 729

2 —8log(5) +16log(2) | Slog(5) —16log(2) 16 _ 2

Calculemos ahor&'ov(W, X) directamente de la distribua conjunta inicial. Se tiene

22
E(WX) = / / wz(l + wry)drdwdy = 3
y
/ / (1 + wzy)drdwdy = —
donde, por simeia, E(1W) = E(X). Se obtiene as
Co(W.X) = BE(WX)— EGVE(X) = 2 - 4
v A = TRTE
_ 2
o729’

lo que coincide con lo que se obtuvo anteriormentdc@os semejantes permiten con-
cluir queVar(W) = Var(X) = {2, por lo quep(W, X) = 57 ~ 0,033.

Ejemplo 5.4.6 Consideremos la situdm del Ejemplo 4.5.4, la cual generalizamos
suponiendo queXy, Xo, ... son i.i.d. con media y varianzas?, y consideramosV
una variable aleatoria con soporte incluido{gn2, ...}, con mediav y varianzar?.

N
Asi, definimosSy = > X;, estoesX; +---+ X,, siN = n, conn > 1. Se asume

=1
aden@s queN es independiente d€;, X», . ... Calculemos ahor&(Sy)y Var(Sy).
Se tiene que

E(Sy|N =n) = ZX|N_n ZE(Xi|N:n).

Pero comaV es independiente de cada, se tiene qué’(X;|N =n) = E(X;) = p.
Luego,

E(SNIN =n)=> p=np,
de dondeZ(Sy|N) = Npu,y
E(Sy) = B(E(Sy|N)) = E(Np) = pE(N) = pv.
Por otra parte,

Var(E(Sy|N)) = Var(Nu) = p*Var(N) = p*r?,
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y usando la independencia de [&ss,

Var(SnyIN =n) = Vm“(ZXﬂN =n)= ZVar(X,—\N =n)
i=1 i=1

= Z Var(X;) = no’.
i=1

Luego,Var(Sy|N) = No?, por lo queE(Var(Sy|N)) = vo?, de modo que por
(5.4.6)
Var(Sy) = p?r% 4 vo?.

Ejemplo 5.4.7 ConsidereX, Y y Z variables aleatorias independientes cony’ ~
N(0,1),y Z tiene densidag;. Calcule la distribudén de

X472y

V14 22

y obtenga una exprési parap(X, W)y p(Y, W) en €rminos de la distribudn deZ.
Evalle estas correlaciones para el cas@en U (0, 1).
En este ejemplo queda de manifiesto la utilidad de los argumentos basadoslien con
cionamiento. Puesto que tiene la distribudn mas “complicada”, condicionemos en
un valor deZ. Entonces, dado qu& = z, W se transforma en, por el principio de
substituodn,

Pero ahora es simplemente una constante, de modo que la distébwgzindicional
de W dado queZ = z corresponde a una combinanilineal de las variableX e Y
(condicionadas en). Pero tantaX comoY son independientes d&, de modo que
X|Z =2z~ N(0,1)eY|Z = z ~ N(0,1). Mas &n, dado que&Z = z, X eY
siguen siendo independientes (¢, poé?upor lo que se concluye que la distrilirci
condicional mencionada es tar@hinormal (ver Ejemplo 4.6.2). Se tiene que

1 z
EW|Z=2)= EX|Z=2)+ EY|Z=2) =0,
Wiz =2)= PV =2+ Pz =2)
y
Var(X|Z =2)  22Var(Y|z=2) 1+2°
Z: = = :1
Var(W]| z) 2 + 1422 1522 ;
y entonces

W|Z =2z~ N(0,1).
Pero puesto que esta distribbicicondicional no depende dg ella es tamlEn no
condicional, y as W ~ N (0, 1). Ahora bien,

Cov(X,W)|Z = 2) = Cov((X,X 4+ 2Y)|Z = z)

V14 22
_ Cov((X,X)|Z = 2) n 2Cov((X,Y)|Z = 2)
Vit 22 Vit 22
Var(X|Z = 2) 1

V14 22 V1+ 22
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de modo que&Cov((X, W)|Z) = Vﬁ Por otra parteF (X |Z) = E(X) =0,y de
(5.4.7) se tiene

Cov(X,W)=E (ﬁ) :

lo cual coincide corp(X, W), puesVar(X) = Var(W) = 1. Andlogamente se

obtiene P
YW)=F| — ).
p(Y, W) ( TFZQ)

Enelcasoqu¢ ~ U(0, 1), se obtieng (X, W) = arcsinh(1) ~ 0,8813y p(Y, W) =
V2 — 1. Los detalles de estd@stimos dlculos se proponen como ejercicio.

5.5. EIl Mejor Predictor

En esta secdin retomamos el tema de predecir el valor de una variable o vector aledtatael
valor de otra variable o vector aleatoria. En la Sexal.8 abordamos este problema resténgio-
nos a predictores lineales. Predatilineal es atractiva por su simplicidad, pero muchas veces es
posible encontrar mejores predictores, si uno no se limita solamente a aqueditienen forma
lineal.

Consideremos el caso de dos vectores aleatdfios R* e Y € R, y encontremos ahejor
predictor(MP) deX dadoY, es decir, hallar alguna furém ¢(Y") que minimice eérror cuadrético
mediode predicadn

E{(X — g(Y))(X —g(Y))}. (5.5.1)

Para ello, usaremos el siguiente resultado preliminar.

Proposicibn 5.5.1 SeaX € R* un vector aleatorio tal qug (X)) existe. Entonces, la soli del
problema

min E{(X —¢)(X —¢)} (5.5.2)
ceRF

esc = E(X).

Demostracbn: Seah(c) = E{(X — ¢)'(X — ¢)}. Entonces
hic)= BE(X'X —2¢ X +cde) = B(X'X) —2dE(X) + ce.

Suponienda: = (cy,...,¢c)’, y diferenciandd:(c) con respecto &; e igualando a O se obtiene
—2E(Xj) + 2¢; = 0, de dondec; = E(X;) paraj = 1,...,k. Puesto que la matriz Hessiana
de h(c) es2I}, que es definida positiva, se concluye que E(X) es efectivamente el imimo
buscado. W

Observe que el resultado de la Propasich.5.1 resuelve una veosi restringida del problema
gue motiva esta sednm, cual es la de hallar el mejor vector de constantes, predictdf ,den el
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sentido de resolver el problema 5.5.2. El error de predlices, cont = E(X),

E(X'X)-2E(X)E(X)+ E(X'E(X)) = E(X'X)-EX)E(X)

Volviendo al problema original, consideremos la cantidad a minimizar, dadéoR), entre
todas las posibles funciongs R* — R'. Observe que por el Teorema 5.4.1

E{(X —g(Y))(X —g(Y))} = E(E{(X — g(Y))(X = g(Y))[Y}).
Ahora, para minimizar

hy) € B{(X - g(Y))(X - g(Y))Y =y}
= E{(X -g) (X -9)Y =y},

la Proposiddbn 5.5.1 establece que la fubnig elegida debe estar definida pgi(y) = E(X|Y =
y), y por lo tanto, el MP eg*(Y) = E(X|Y). En efecto, puesto que para cualquier féngj, y
para cualquiey se tiene

B{(X - E(X|Y =y))(X - E(X|Y =y))[Y =y} < h(y),

entonces
E{(X - E(X|Y))(X - E(X|Y))|Y'} < h(Y),

y tomando valor esperado a cada lado de etma desigualdad se obtiene
E{(X - E(X|Y))(X - BE(X]Y))} < B{(X — g(Y))(X —g(Y))},

cualquiera que se.

Asi, hemos deducido que el mejor predictorXledadoY’, es simplemente
MP = E(X|Y). (5.5.3)
Por otra parte, por (5.4.6) aplicado a cada elemento de las matrices ebrussstiene que
V(MP) =V(X)—- E(V(X|Y)), (5.5.4)

gue es una matriz al menos semi-definida positivas Min, para cualquier vector de constantes
d = (dy,...,d;) se cumple que

Var(dE(X|Y)) < Var(d' X).
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lo que en particular muestra que cada coordetfeda;|Y") del MP tiene siempre varianza inferior
oigual aVar(X;), que corresponde al error de predeXjrmediante la constante(X ;). Adenas,
el error de predicéin (5.5.1) est dado por
k
E{(X - E(X|Y))(X - E(X|Y))} = Y {Var(X;) - Var(E(X,]Y))}, (5.5.5)
j=1
resultado cuya demostréci se propone como ejercicio.

En algunos casos, como en los Ejemplos 5.2.1y 5.4.3 el MP tiene forma lineateralzle pre-
dictora. No es ditil convencerse que en este caso el MP y el MPL deben necesariaso@ieir.
Sin embargo, esto no es la regla, puesto que el MPLalsaF (X ,Y)") y V((X,Y)’), mientras
que el MP hace uso de la distribGni condicional deX dadoY’, la cual, salvo excepciones, no
gueda siempre determinada por dichas cantidades.

Pordltimo, en el caso qu&k eY son independientes, se verifica laigualdgdX |Y) = E(X),
y el MP se reduce simplementeZd X ).

Ejemplo 5.5.1 Suponga queX|Y = y ~ N(y,72),y queY ~ N(u,c?), dondey,
72y o2 son conocidos. Calcule el MP dédado.X, y obtenga la varianza y error de
prediccbn correspondientes.

Por las condiciones del problema, se tiene que

1 T — 2 - 2
fxy(z,y) = WGXP <—( 2sz) - (y20ét) > :
Note que el argumento de la fubai exponencial en esta densidad conjunta es una
forma cuadatica, de modo que la distrib@ei conjunta d€ X, Y) es normal bivaria-
da. Los paametros de esta distribdci se pueden obtener en forma similar a la del
Ejemplo 4.7.2. Otra alternativa consiste simplemente en calcularlos directanmente, ¢
mo haremos a continudsi. En primer lugar, se tiene qigY) = u, y Var(Y) = o2

Por otra parte,

E(X)=EEX|Y))=EY)=upy,
Var(X) = Var(E(X|Y))+ E(Var(X|Y)) = Var(Y) + E(1?) = 02 + 72,

E(XY) = E(E(XY|Y))=E(YE(X|Y)) = E(Y?)
= Var(Y)+EY)? =o%+ 12,

de modo queC'ov(X,Y) = 0% + i — p? = o2, y por lo tantop(X,Y) = /2.
Asi, por lo hecho en los Ejemplos 5.3.4y 5.4.3 el MP es
o? o’ X + 7%

(n-X) =550

La varianza del MP es* /(o2 + 72), y el error de predicéin es

0_4 J27_2

— 42 —
Var(Y) = Var(E(Y|X)) =0° — g g

Los detalles se proponen como ejercicio.

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 202



CAPITULO 5. DISTRIBUCION Y ESPERANZA CONDICIONAL

Ejemplo 5.5.2 Suponga que la vidatil T' de una ampolleta es una variable aleatoria
con distribucdbn exponencial de media > 0. En el instante = 0 la ampolleta se
enciende. En un instante posterios 0 se constata que la ampolleta seildajuemado.
Calcule el MP del instante en que la ampolleta se duem

Necesitamos calculdr(T'|T < s), para lo cual se requiere la distribéinicondicional
deT dado quél’ < s. Se tiene

P(T'<t,T<s) P(T<min{t,s})
P(T<s) —  P(T<s)

1 — e~ min{t,s}/A
1 —e—s/A ’

P(T<tT<s) =

de donde, mediante diferencianise obtiene

et/

fripedt) = { Xieom S0<t<s
0 Si no.

Asi, el MP buscado es

B(T|T s te—t/A p \ e—s/)\
< §) = ———dt =\ — —~.
(Tl ) /0 A1 —e=3/2) 1—es/A

Ejemplo 5.5.3 Suponga que dos ampolletas, cuyos tiempos de vida son independien-
tes, con distribu@n exponencial de medias> 0y u > 0 respectivamente, se ponen

en funcionamiento simwiheamente. Se observa que la primera de ellas se quema en
un instantg > 0. Calcule el MP de la vidatil de la otra ampolleta.

Si X eY representan los tiempos de vida de estas ampolletas, se sal’é que
Exp(A\) eY ~ Exp(u), y que X e Y son independientes. Lo que se observa es
U = min{X,Y}, y se quiere predec¥ = max{X,Y}, de modo que se necesita
E(V|U = t). Usando una modifica@n del argumento que lleva a concluir (4.4.9), se
tiene parau < v:

PU>u,V<v) = Plu<X<uvu<Y <)
Plu<X <v)Pu<Y <w)
(e—u/)\ o e—v/A)(e—u/u o e—v/u)‘

Por otra parte,
Fy(v) = P(X <0)P(Y <v) = (1 —e /M) (1 —e/m),
de modo que

Fyv(u,v) = Fy(v)—PU >u,V <)
= (1- e_v/)\)(l . e—’v/,u) _ (e—u/A _ e—v/A)(e—u/u . e_v/“).
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Derivando parcialmente esta expf@sicon respecto a y v, se obtiene la densidad

conjunta
e—v/,u,e—u/)\ + e—u/,ue—v/)\

A
definida enlare@n0 < u < v < co. Por otra parte,

00 (,—v/p,—u/A —u/p,—v/A
folu) = / (e e /\—;e e du

_ (1 N 1) ¢—u(/X+1/n)
Ap

fU,V(u7 U) =

I

parau > 0. Note quel/ ~ Exp((A~!' 4+ x~1)~1). Luego, la densidad condicional de
V dado qudJ = u es, despés de simplificar,

— fU,V(U, U) 6_(U_u)/>\ + e—(v—u)/)\

fV|U:u<v’u> = fulu) = A p ’

parav > u, de donde

ViU =)= [ ofafolido = ut ST

I

de modo que el MP buscado s (A2 + p2)/(\ + ).
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5.6. Problemas

1. SeaX una variable aleatoria con distriboai de Bernoulli con p@ametrop. Si E(Y|X =
0)=1y E(Y|X =1) =2, encuentre&&(Y).

2. SeaN una variable aleatoria discreta positiva de medig suponga quey, X5, ... €s una
sucedbn de variables aleatorias independientegatidamente distribuidas cdi( X;) = m.
Si N es independiente de las variables aleatakiggpruebe que:

EXi+Xo+ ...+ Xn) = .

3. Suponga que elimero de personas que entran a un supermercadlalides es una variable
aleatoria de media 50. Suponga adsmue los montos de dinero gastado por los clientes en
el supermercado son variables aleatorias independientes de media 808i dichos montos
son independientes dalimero total de clientes que entran al supermercada) gsel monto
esperado de dinero gastado en la tienda es& d

4. Un dado insesgado es sucesivamente arrojado. Sean X e Y vaalgaltesias que denotan el
nimero de lanzamientos necesarios para obtener un 6 y un 5 respectaaBamaontrar

a.- E(X).
b- E(X|Y =1).
c.- E(X|Y =5).

5. Una pobladn de individuos da lugar a una nueva polaciSuponga que la probabilidad
que un individuo de lugar & individuos (descendientes) g, £ = 0,1,...,y el nUme-
ro de individuos que se obtienen a partir de individuos diferentes simbies aleatorias
independientes. La pobldxi nueva forma la nueva genefr@atj que a su vez, da lugar a la
segunda generdmi, y a$ sucesivamente. Para= 0, 1, ... seaX,, el tama no de la-ésima
generadin. Notese que:

Xny1=2Z1(n) + -+ Zx,(n),

dondeZ;(n) es el rumero de individuos de la generawi(n + 1)-ésima que proceden del
individuo j-ésimo de la generami n-ésima. Suponga que elimero de descendientes de un
individuo tiene media finita.. Pruebe que:

M, = E(X,|Xo=1) = pu".
6. Una urna contiene 4 bolas blancas y 6 bolas negras. Se sacammancfinsecutiva y sin
reemplazo, dos muestras aleatorias, de tama nos 3 y 5 respectivamemt®. SEavariables

aleatorias que denotan dimero de bolas blancas en las dos muestras. Caliu{dY” = i)
parai = 1,2, 3,4.

7. SeanX, X, variables aleatorias independientes eniicamente distribuida®’ (0, 1). Sea
U independiente d&X; y X5, y suponga qué/ distribuye uniforme erj0, 1]. Definamos
Z =UX1+ (1 — U)X2

a.- Encuentre la distribugh condicional de&Z dado qudJ = u.
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b.- Encuentré&(Z) y Var(Z).
c.- Encontrar la distribubn deZ.

8. La siguiente tabla nos da la distribdigiconjunta de X e Y:

10.

11.

12.

13.

14.
15.

xy|1 2 3
EE
2 |0 2 &
300%

a.- Encontrai’;, Fy, Fy‘x, Fx|y.
b.- Encontrat® (Y| X), E(X|Y), Cov(X,Y).

. La densidad conjunta entre X e Y esta dada por :

fxy(x,y) = , 0<z<o0, 0<y<oo

Encuentref (X2|Y = y).

Sea X, Y') con distribucdn uniforme entre las rectas+ y = 1, y = 0, y la curvay = z2.
Determinefx (z), fy (v), fx)v(z|y), fy|x (y|r), y verifique que son densidades.

Suponga qu&'|Y =y~ N(y,1)eY ~ N(0,1).

a.- CalculeE(X)y Var(X).
b.- Calculep(X,Y)

SeanX eY independientes coX ~ Geon{p), Y ~ Poissofi)),y Z = X + Y. Calcule
EXY)y E(Y|Z).

SearV|T' =t~ U(0,t) y T con densidad
frt)=(r—-1t" 0<t<I; r<1.

a.- Determinefy (v).
b.- Determinefr|y—,(tlv).
c.- DetermineE (T'|V = v).

SeaX ~ N(0,1)eY|X =z ~ N(az,1 - a?), parald < o < 1. EncontrarE(Y).

SeanX eY i.i.d. con distribuddn N (0, 02), y seaZ = v/ X2 + Y2. Obtenga las distribucio-
nes condicionaleX'|Z = zeY|Z = z,y pruebe quéZ (X |2) = E(Y|Z) = 0.
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16. Si(X,Y) tiene funcon densidad dada por:

efy
fxy(w,y)=— 0<z<y, 0<y< oo,
y

determineE (X3|Y = y).

17. Una ciertadmpara tiene una vidatil en horascuya distribucdn es exponencial de media
1. Una persona enciende dict@aripara y comienza a lanzar un dado equilibrado cada 15
segundos, continuando de esta manera mientrasripdra e& encendida. Obtenga el valor
esperado y la varianza delimero de ases que se obtiene antes quanipéra se apague.

18. Se tiene dosamparas cuyas viddsiles son variables aleatorias i.i.d. con distrilfucexpo-
nencial de media > 0. Suponiendo que ambaanhparas se encienden sinaueamente,
denote porX el tiempo que transcurre hasta que la primarapgara se apagueyeel tiempo
transcurrido hasta que la segundmpara se apague (note gkie< Y).

(a) Obtenga las distribuciones condicionalesYdelado queX = =z, y de X dado que
Y =uy.
(b) Calcule la esperanzay varianza condicional de cada una de l@sudistines en (a).

19. Suponga que eliumero esperado de accidentes por semana en una planta industrial es 5.
Suponga tamkin que el amero de trabajadores heridos en cada accidente son variables alea-
torias independientes con media domde 2.5. Si el amero de trabajadores heridos en cada
accidente es independiente dahmero de accidentes que ocurren, calculdiei@ro esperado
de trabajadores heridos.

Resp : 12,5

20. Se dispone de dos urnas Ay B, la primera contiene tres bolas rojas lyotis negras, la
segunda contiene tres bolas negras y dos bolas rojas. Se realizaesitsigxperimento :

(a) Se escoge al azar utimero entre 1 y 5, se saca igual cantidad de bolas de Ay se
introducen en B.

(b) Sien (a) se transfirieranbolas, entonces se escoge al azarwmero entrec y 5 + z,
y se saca igual cantidad de bolas de B, las que se introducen en AXSean los
nimeros respectivos de bolas transferidas en (a) y (b).

Calcule E(X), E(Y), p(X,Y). ¢Cul es la probabilidad que la configuracide bolas al
terminar el experimento coincida con la inicial?

21. SeanX, X, ..., X, variables aleatorias i.i.d. con fudci de distribudn continual’. Sea
X =max{Xy,..., X, }.

(a) Demuestre que paratodlc=1,2,...,n se tiene que

m=DF(@) gy <t
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(b) Suponga qué’ es diferenciable. ¢ Existe densidad condicional en (a)? ¢,B8r qu
(c) Enelcasoqué’ es ladistribudnU(0,1), calculeE(X|X) parak = 1,2,...,n.
22. SeanX;, Xy, X3 tres puntos escogidos en forma independiente y al azar en el intfrvHlo

Obtengaly(X (1) X(2), X(3)), E(X(2)| X (1), X(3)) Y E(X(3)| X (1), X(2)), endondeX 1), X (o), X(3)
son los estddticos de orden correspondientes.

23. Suponga qu&; y X tienen distribudn conjunta normal bivariada tal qug(X;|Xs) =
3,7—0,15X5, E(X2|X1) =04 — 0,6X; y Var(X2|X;) = 3,64. Determine la media y la
varianza deX1, la media y la varianza d&5, y la correlacbn entreX; y Xo.

24. SeanX,Y con distribucdn conjunta normal bivariada, y con
Qz,y) = 22+ —ay—3c—2y+4
a.- Escriba la densidad conjunta deeY'.
b.- Obtengal(Z)yV(Z)siZ = (X,Y)'.
c.- Determine las densidades marginales<de Y.
d.- ObtengaP(X < 3|Y = 2), y determine ades EX|Y = y)y Var(X|Y =y).

25. Si el mejor predictor d& dadoY coincide conE(X), ¢,es necesariamente cierto gue Y
son independientes?

Hint : Considerg X, Y") con distribucdn uniforme en elicculo {(z, y) : 2% + y* < 1}.

26. Pruebe que st eY son independientes Y posee densidafly (z) entonces

P(X<Y)= /Oo (1 - Fy(2))fx(z)da.

—0o0

Aplique lo anterior al caso en qu€ tiene distribugdn exponencial con pametrol eY ~
U(0, ), dondeX > 0.

27. SeanX eY i.i.d. U(0,1), y definall = min{X,Y}y V = max{X,Y}.

(a) Obtenga la densidad condicionalldelado qué/ = v, y la densidad condicional dé
dado qudJ = u.

(b) CalculeE(U|V)y E(VI|U).
28. SiX eY son no correlacionadas, ¢.es necesariamente cierto que el MP comtieXx)?
Hint : Considerey ~ U(-1,1)y X = Y2
29. Suponga qué'|Z = z ~ Poissoltz) y queZ ~ I'(a, 1), con densidad

L _a-le=z gi,>
Si no,

y en dondex > 0.
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(a) Demuestre que pata=0,1,2, ... se tiene

B B F<k+04) 1 k+a
P 0= e (3)

(b) Usando ratodos probabi$ticos muestre que
o0

k+n—1\1
Z< . >2k:2” paran = 1,2, ...
k=1
(Indicacion: Calcule E(X) de dos maneras distintas.)

30. Se escoge al azar uamero en el intervald), 1]. Si el resultado es, se procede a lanzar
n veces Yy en forma independiente una moneda cuya probabilidad de dasgcaiSeaY” la

variable aleatoria que representa @hero de caras que se obtuvo al cabo denldanza-

mientos.
(a) CalculeE(Y)y Var(Y) sin calcular previamente la distribaci deY.

(b) Repita (a) usando ahora la distribucideY .
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Capitulo 6

Nociones de Convergencia y sus
Aplicaciones

6.1. Motivacion

Supongamos una moneda honesta se lanza repetidamente y en formadietgpebe acuerdo
a lainterpretacon frecuentistale la probabilidad introducida en el Gapo 1, la frecuencia relativa
del nimero de caras (esto es, la proporcie veces que se obtuvo cara), debe oscilar en torno a
1/2,y de hecho, converge a este valor. Es decir, si

_Noumero de caras en los primerognsayos

n bl
n

entonceslim f, = 1/2. Sin embargo, no hemos precisado e@ gantido dicha convergencia ha
n—oo
de entenderse. De partida, note yese puede reescribir de la siguiente manera:

X1+ +X 1 —
fn: ! n n:nz;Xl)
-

donde X; = 1 si se obtuvo cara en élesimo lanzamiento, y 0 si no. Asf,, es una variable
aleatoria, de modo que se debe definir algunaarodie convergencia para variables aleatorias.
Surgen varias alternativas que iremos revisando en esteu@apor ejemplo, y recordando que las
variables aleatorias son funciones a valores reales definidas entoresigacio muestral, es posible
considerar nociones de convergencia para una srcels funciones. Por otra parte, es ta@nbi
posible apelar al aspecto probadtico de dichas variables, yiatefinir nociones de convergencia
que utilicen su distribuéin.

El aspecto formal del tratamiento de las nociones que definiremos involscaémente un alto
nivel de sofisticadin tebrica que no sércubierta en este texto, de modo que nos centrareraes m
en las aplicaciones.
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6.2. Definicbn de Nociones de Convergencia

SeaX, X, ...unasucesin de variables aleatorias, definidas en un espacio mug@stahin.
La sucedn se denotd@ usualmente pofX,,}. Se definen a continuam 4 tipos distintos de con-
vergencia.

Definicion 6.2.1

(a) Se dice qud X,,} convergeen distribucbn a una variable aleatori&’, lo que se denota
X, 2 X, si
lim Fx,(z) = Fx(z), (6.2.1)

n—o0

para todar € R tal quezx es un punto de continuidad de;.

(b) Se dice qudg X,,} convergeen probabilidada una variable aleatori&’, lo que se denota

X, 25 X, si
Ve >0, lim P(|X, — X|>¢€) =0. (6.2.2)
n—oo
(c) Sedice qud X, } convergeen media cuaditicaa una variable aleatori®, lo que se denota
X, 2% X, si
lim E{(X, — X)*} =0. (6.2.3)
n—oo

(d) Se dice qug X,,} convergecasi seguramenta una variable aleatori&, lo que se denota
X, 25 X, si
PH{weQ: h;m Xn(w)=X(w)}) =1. (6.2.4)

Estos tipos de convergencia se refieren a comportamient@@sinte la suceén { X, }, pero
en aspectos esencialmente diferente$, lasconvergencia en distribum (6.2.1) usa solamente la
funcibn de distribudin de las variables aleatorias. Puesto que no existe una identifiGtre una
variable aleatoria y su distribum (por ejemplo, siX ~ N(0,1) entonces-X ~ N(0, 1), pero
X # —X), este tipo de convergencia no usa los valores de las variables erbousstio que las
probabilidades asociadas. El hecho que la convergendig de F'y se requiera@o para aquellos
puntos en qué’y es continua, obedece a razonesicas.

En el otro extremo, la convergencia casi segura (6.2.4), familsimadaconvergencia con pro-
babilidad 1, trata las variables aleatorias como funciones, y requiere que exisergentia puntual
en un conjunto de puntos del espacio muestral cuya probabilidad esiraSmpalabras, la conver-
gencia puntual no se cumple en un conjunto que, desde el punto de wtbipstico, se puede
despreciar.

La convergencia en probabilidad (6.2.2) y en media catixh (6.2.3) representan situaciones
intermedias, en que ambas, las variables aleatorias y su disbribseicombinan. La convergencia
en probabilidad requiere que la probabilidad que un elementerigende la suceén difiera del
l[imite en una cantidad arbitrariamente peque na converja a 0. Por otra pesteyéagencia en me-
dia cuadatica requiere que el error cuatico medio de predecir la variablienlite por un elemento
de la sucesin, sea asigticamente 0.
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Veremos ahora un resultado fundamental concerniente a las relacimmegigten entre estos
modos de convergencia.

Teorema 6.2.1 (Reladn entre los Modos de ConvergenciaSeanX, X1, X, ... variables alea-
torias.

(a) SiX, £, X, entoncesX, L x.
(b) SiX, ™% X, entoncesX, — X.

() SiX, %% X, entoncesX,, =+ X.

La demostradin de este resultado $eomitida, por ser de caracter esencialmeataito. Sin
embargo, y como veremos en los ejemplos que siguen, |gxoeas de estos resultados son, en
general, falsas. Por otra parte, la convergencia en distéibstiele recibir el nombre alternativo de
convergencia @bil, pues es implicada por todos los otros tipos de convergencia. En foattman
la convergencia casi segura, suele t&nbiecibir el nombre deonvergencia fuerte

Ejemplo 6.2.1 SeaX,, ~ Exp(\,), donde{\,} es una suce8h de rimeros positivos
tales quelim An, = 0. Observe que&(X,,) = A, de modo que se intuye que el
limite, enncaogo de existir, debe ser 0. Veamos énsguntido se produce esta potencial
convergencia a 0.

Note queFy, (z) = 1 — e~*/*» siz > 0, y 0 si no, de modo que pasa> 0 se tiene

lim Fx, (z) = lim (1 —e %) =1,
n—oo n—oo

y lim Fy,(z) =0,siz <0.SiX =0, setiene entonces quén Fx, (v) = Fx(z),
n—oo n—0o0
paraxz # 0. El casox = 0 es irrelevante, pues es precisamentéreto punto de

discontinuidad deF'y. Luego, X, L, X. Por otra parte, observe que para 0 se
tiene
P(|X, —X|>¢)=P(X,>¢) = o€/ An 0,

. Ly P . .
sin — oo, de modo que se concluye tarabiqueX,, — X. En estricto rigor, este
Ultimo resultado implica la convergencia en distriliungipero es ilustrativo, ocasional-
mente, mostrar algunas propiedades en forma directa. Pero eso no.dddtmique

E{(X, — X)?} = B(X2) =2)\2 -0,
sin — oo, ad que aderas se cumple qu&,, — 0.
Ejemplo 6.2.2 SeanX, X1, Xo, ... Lid N(0,1/2). Entonces, dado quEx, (z) =

Fx(x) para cualquiet, se cumple en forma trivial qu¥,, L, X. Sin embargo, note
queX, — X ~ N(0,1), de modo que

P(|X,—X|>¢)=2(1-2(e)), n>1,
por lo que no hay convergencia en probabilidad, y en virtud del Teo8eib, tampoco

puede haber convergencia en media caticht o casi segura.
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Ejemplo 6.2.3 SeaY ~ U(0,1), y defina paran = 0,1,2,...ei=0,1,...,2m -1
los intervaloslam ; = [i/2™, (i + 1)/2™], y las variables aleatoria®;, Xo, . ..

(1 sivel,
X"_{O sino

Asi, los intervalosl,, van en forma tlica cubriendo el interval@0, 1]. Es claro que
para cualquietw € €, hay una infinidad de valores detales queX,(w) = 1, de

modo que puntualment&, (w) no converge a valor alguno. Sin embargaXsi 0, y

0 < e <1, entonces

P(|X, — X|>¢€) =P(X, >¢) =P € I,) = largo del,,

gue converge a 0 cuando— oo, de modo quex, P, X.Enforma similar, se prueba
que E(X?2) — 0 cuandon — oo, de modo que hay convergencia en media caisch
(y en probabilidad), pero no casi segura.

Ejemplo 6.2.4 SeaX con densidad

2r3 siz>1

fX(x):{ 0 si no,

y seal,, = [1,n + 1], paran > 1. DefinaX,,(w) = X(w) si X(w) € I,y Xp(w) =0
si no. Es claro que para cualquiere () se cumplelim Xp(w) = X(w), de modo

queX, <% X,y en particularX,, — X. Por otra parte, note que

0 sil<X<n+1

X”_X:{ X sino,

de modo que

o) 92 2 [e’s) 9
B{(X, - X)) = | Todo= / Zdr = o0,
nt+1 T nt+1 T

y entonces no existe convergencia en media @igay.

A pesar de lo evidenciado en estos ejemplos, hay un caso particular eomuergencia en
distribucibn implica convergencia en probabilidad, como lo muestra el siguiente resultad

. . L. . . D .
Proposicion 6.2.1 Si{X,,} es una suce8n de variables aleatorias tales gXig — ¢, una variable
: P
aleatoria constante, entoncks — c.

” D .
Demostracibn: Puesto queX,, — ¢, se tiene entonces que parg c se cumple

lim Fy,(z) =
n—oo

1 siz>c
0 siz<ec.
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Por otra parte, dado> 0 se tiene
P(|X,—c<¢) = Plc—e<X,<c+e)>Plc—e< X, <c+e)
= FXn(C-l-G) —FXn(C—G) —1-0= 1,
cuandon — oo, de donde se concluye que

P(|X,—c>€¢=1-P(X,, — | <¢€) =0,

P
cuandon — oo, y entoncesX,, — X. |

En el caso particular de variables aleatorias discretas, se tiene la sigaeateerizadn de la
convergencia en distribum.

Proposicion 6.2.2 SeanX, X, X, ... variables aleatorias discretas con valore8,dn2, .. .. En-
toncesX,, -2+ X si y lo si lim px, (k) = px (k) paratoddc = 0,1,2,....
n o

Demostracbn: Se propone como ejercicio. H

Ejemplo 6.2.5 Si X,, ~ Bin(n, p,), donde h;m npp, = A > 0,y h;m pn = 0,

entonces el desarrollo que conduce a (3.10.12) muestra(queD—> X, dondeX ~
Poisson(\).

Como ya hemos visto en caplos anteriores, se puede construir nuevas variables aleatorias
mediante transformaciones de aquellas disponibles. Esto &5,esi una variable aleatoria, y si
g : R — R es una fundn continua, entonceg X) es una variable aleatoria. Surge entonces la
siguiente pregunta. SiX,,} converge aX en aldin sentido, ¢es cierto qyg(X,)} converge a
g(X) en ese (u otro) sentido? La respuesta ésida por el siguiente resultado.

Proposicion 6.2.3 SeanX, X1, Xo, ... variables aleatorias, y sga R — R una funcén conti-
nua.

(a) SiX, L x entonceg(X,,) N 9(X).
(b) SiX, I x entonceg (X,,) i g9(X).

(c) SiX, <% X entonceg(X,) == g(X).

Observe que de acuerdo al resultado de la Pro@osigi2.3, la convergencia de sucesiones
de variables aleatorias no se altera debido a transformaciones conérogsto en el caso de la
convergencia en media cudtica. La razn que esto no funcione en dicho caso &slfde ver
mediante el siguiente contraejemplo, que es una ligera vanaeal Ejemplo 6.2.4.
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Ejemplo 6.2.6 Considere

3x™% siz>1

fX(x)_{ 0 si no,

yseal,, = [1,n+1], paran > 1. DefinaX, (w) = X(w)siX(w) € I,y X, (w) = 0si
no. El mismo tipo de razonamiento del Ejemplo 6.2.4 permite concluidgué=s X,
de modo que sy(x) = z2, que es una fundh continua, entonces se obtiene que
X2 &% X2, Por otra parte, observe que
> 3z? 3

FE{(X 7X2 = ——dx = —0
{(Xn '} a1 T4 n+1

sin — oo, de dondeX,, ™% X. Sin embargo se puede comprobar dug(X? —
X?)?}) = oo para cualquiern, por lo que no existe convergencia en media catch
parag(X,,).

Ejemplo 6.2.7 SeanX, X, ... variables aleatorias i.i.d. con distribboiconunU (0, 1),
y seaY,, = min{ Xy, ..., X, }. Por (4.4.7), se tiene que

Iy, () :n(l—y)”_l, 0<y<1.
Asi, Y, ~ Beta(1l,n), porlo queE(Y,) = 1/(n + 1), de modo que se sospecha que
en caso de existir eirhite deY,,, éste debiera ser 0. Dado< ¢ < 1, se tiene que

1
P(Y, > ¢) = / n(l—y)"dy = (1— o,

y tomando imite cuando» — oo se concluye qudim P(Y,, > ¢) = 0. Puesto que

sie > 1 se tieneP(Y,, > ¢) = 0, hemos mostrado quE, -, 0. Consideremos
ahoraZ,, = nY,. Yano es cierto que exista la misma convergencia anterior, pues ahora
E(Z,) =n/(n+1) — 1sin — oo. Veremos queZ,, converge en distribuéh a una
variable aleatorig& ~ Exp(1). Para ello, consideremds;, (z). Se tiene, para > 0:

Fz (z) = P(Z,<z)=PnY,<z) =P, <z/n)
1-(1—z/n)" —1—¢~

cuandon — oo, de modo qué&Z, LDz~ Exp(1).

Veamos a continuagh cdmo se extienden estas nociones de convergencia al caso de vec-
tores aleatorios. Para ello, recordamos la defmiale lanorma euclidianade un vectorv =
Rk'
(Ul,...,Uk)G .

[oll = \/o? + 03+ + 0

Definicion 6.2.2 SeanX, X1, X, ... vectores aleatorios éR*, dondeX,, = (X,1,..., X)) Y
X = (X1,..., Xp).
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(a) Sedice qu&,, converge en probabilidad¥ si || X ,, — X|| L5 0, es decir, si para cualquier
e > 0 se cumple
lim P(||X, — X|| >¢) =0. (6.2.5)

(b) Se dice queX,, converge en media cudtica aX si|| X, — X|| =5 0, es decir, si

lim E{[| X, — X|*} =0. (6.2.6)

(c) Se dice queX,, converge casi seguramenteXasi

P{weQ: lim Xpi(w) = Xi(w), i=1,....k}) = 1. (6.2.7)

Observacibn: Hemos diferido la discuéh de la nodn de convergencia en distribu-
cion de vectores aleatorios para una satgiosterior, debido a varias complicaciones
técnicas que van as alh delambito de este libro. La Secxri 6.4 discute este tema,
dando una caracterizéti muytil y que permite evitar dichos problemas.

El siguiente resultado dsil para chequear convergencia en probabilidad, media atiealry
casi segura de vectores aleatorios.

Proposicion 6.2.4 SeanX, X |, X», ... vectores aleatorios éR*, dondeX,, = (X,1,..., X,x)
yconX = (Xi,...,X}). Entonces

(@ X, LXsiysbIosiXm» i>X,~ parai =1,...,k.
(b) X, =5 X siyDlosiX,; — X; parai = 1,..., k.
() X, == X siysdlosiX,, — X, parai =1,...,k.

La Proposicbn 6.2.4 establece que para verificar los tipos de convergencia deegeateato-
rios, basta con mostrar que cada coordenada (que es una variabdeialeeonverge a la corres-
pondiente coordenada del vectiomite, y de acuerdo al tipo de convergencia adecuado.

La proxima secdn retoma la idea planteada al comienzo de estiutapesta vez @ndole un
sentido formal.

6.3. Leyes de Grandes Bmeros

En €rminos intuitivos, las leyes de grandésmeros (LGN) establecen queXi, X5, ... cons-
tituyen unamuestra aleatoriale una cierta distribuén F' (esto es X1, X5, ... son i.i.d. con distri-
bucibn comiin F), y si dicha distribud@n posee valor esperagg entonces

_ 1 &
annz;Xi—w,
1=
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en un sentido a especificar. iAta LGN establece que la secuencia de medias atitars de las
primerasn variables converge a la esperanza de la distribyajue ciertamente coincide con la
esperanza de cualquiera de las variables en éumesti

Hay dos tipos de LGN que estudiaremosiatpiley cebil (LDGN), y la ley fuerte (LFGN), que
establecen resultados de convergencia en probabilidad y casi,gegpectivamente. Comenzamos
esta discusin con el primer caso. Para ello, necesitamos un resultado previo.

Proposicion 6.3.1 (Desigualdad de Tchebyshewfonsidere un real > 0, y una variable aleato-
ria X.

(a) SiX esno negativa (esto eB(X > 0) = 1), y si E(X) es finita, entonces

E(X)

P(X >a) < (6.3.1)

(b) SiVar(X) es finita, entonces

P(|X -EX)|>a) < —5—. (6.3.2)

Demostracbdn:

(a) Observe que
al{X >a} < XI{X >a} <X,

y tomando valor esperado a cada lado de la desigualdad se obtiene
aP(X > a) < E(XI{X > a}) < E(X),
de dondexP(X > o) < E(X), lo que prueba el resultado.

(b) Note que
P(IX - B(X)| > a) = P((X - B(X))* > a®),

y el resultado se obtiene de aplicar (a) al lado derecho déikiste igualdad. |

La aplicacon fundamental de la Proposgici 6.3.1 es el siguiente resultado.

Proposicion 6.3.2 (Ley cbil de Tchebyshev)SeanX, Xs, ... variables aleatorias no correlacio-
nadas (lo que significa COX;, X;) = 0sii # j), con varianzas finitas y tales que existe amero

M > 0Otal que VatX,,) < M paratodon > 1. Si S,, = > X;, entonces se cumple que
i=1

Sn —f(Sn) P
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Demostracbn: Puesto que las variables son no correlacionadas, se tiene que
n
Var(S,) = ZVar(Xi) < nM.
=1

Luego, por la desigualdad de Tchebyshev (6.3.2) se tiene que pégaieva > 0:

Var(S,,) < M Y
n2e2 nez

P(|S, — E(Sy)| = ne) <
lo que prueba el resultado. W

Ejemplo 6.3.1 (Ley de Grandes Nimeros de Bernoulli)

Considere un proceso de Bernoutli, X5, ..., con probabilidad déxito p. Se tiene
queS,, ~ Bin(n,p), de modo queZ(S,,) = np. Ademas,Var(X,,) = p(1 — p), de
modo que tomand®/ = p(1—p), y considerando que las variables son independientes
(en particular, no correlacionadas), lastigsis de la LDGN se cumplen, y se concluye

que
Sn—n
Pn — NP i) 0,
n
0 equivalentemente,
Sn P
— —p.
n

Aun cuando este resultado es una aplicadirecta de la Proposim 6.3.2, lo intere-
sante es que fue probado por Bernoulli en 1713, muchos a nos astdslyebyshev
publicara su resultado.

Veremos a continua@n la LFGN, resultado que se enuncia sin demodiraci

Proposicion 6.3.3 (Ley Fuerte de Kolmogorov)
SeanX;, X»,... variables aleatorias independientes @niitamente distribuidas cafi(| X,,|) <

o0,y E(X,) = p. Entonces
Sn C.S. Iu

Observe que la LFGN, en contraste con la LDGN, no requiere existeada\drianza de las
variables aleatorias, aun cuando el supuestagtas sean i.i.d. es fundamental

Ejemplo 6.3.2 En el Ejemplo 6.3.1, la convergencia en probabilidadsdén, es en
realidad casi segura. Esto es una consecuencia directa de la LFGhindegérov.

Ejemplo 6.3.3 (Funcbn de distribucion emgirica)
Considere una muestra aleatoia, Xo, ... de una cierta funéin de distribudn F'.
La funcion de distribuddbn emjirica de esta muestra se define mediante

. _ Numero deX; que son< z

n
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Esta funobn se puede interpretar como una aproxirbac la verdadera funon de
distribucbn F(z) = P(X < z). Veamos qud-,(z) == F(x). Para ello, defina las

variablesYy, Y, .. .
N 1 si X; <z
Y= { 0 sino.

Se tiene qué&i, Yo, ... es un proceso de Bernoulli, con probabilidaced#o

p=P(Yi=1) = P(X; <2) = F(x).

n
Ademas, note que s¥,, = ) Y;, entonces
i=1

de donde se tiene el resultado. En otras palabras, ladiumts distribudn emprica

converge a la funéin de distribudn F'. Este resultado dil para identificar la distri-
bucion F' cuando se dispone de una muestrddg F' no se conoce. Esta situaoies
comin en problemas de Estatica.

Ejemplo 6.3.4 (Aproximacion de una integral)

Considere una funén f(x) a valores reales, continua, definida en un interyalé|,

y suponga que interesa calcular= f(f f(z)dz. Para ello utilizaremos el siguiente
procedimiento. Supongamos en primer instancia fjug > 0 paraa < = < b. Sea
M > 0unimero real tal qu¢ (z) < M paratodar € [a, b]. Tal N"Umero existe, pues
cualquier funddbn continua es acotada sobre intervalos cerradds.ehgiafico de la
funcion queda comprendido en el raogulo[a, b] x [0, M| (ver Figura 6.3.1).

Sean(Ui1, Ui2), (U21,Us2), . .. vectores aleatorios i.i.d. con distrib@oi uniforme en
el recingulo|a, b] x [0, M| (note que ello implica qu¥;; es independiente dé. para
todoi > 1), y defina las variables aleatoriag, X, . .. mediante

Xi _ { 1 SIf(Uzl) > UZ‘Q
0 sino.

Asi, la variableX; toma el valor 1 si el puntt/; = (U1, U;2) est por debajo del gifi-

co de la curvay = f(x), y toma el valor 0 si no. Puesto que los vectdies U, . . .

son i.i.d., X1, Xo,... es un proceso de Bernoulli con probabilidadéaté@o p dada por

p = P(X; = 1). Para calcular dicha probabilidad, notemos que la densidad conjunta
deU; es

1

fUll,Ulz (Ull, U12) = W

—a) si (u11,u12) € [a,b] x [0, M].

Luego,

bopf(uin) 1 . 1 b I
r= [ e e = s | e =
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a b X

Figura 6.3.1: Aproximadin de una integral, correspondienteéae¢a bajo la curvg = f(x), entre
ayb.

Luego, de la LFGN se deduce que

Xi+ X+ o+ Xy es, T
n M —a)’

0 equivalentemente,

MO —a)( X1+ Xo+ -+ Xp) N

n

Este resultado sugiere el siguientétodo para aproximar una integral del tipoide

= Generar una gran cantidad de puntos al azar en érrgato[a, b] x [0, M].

= Calcular la fracdn de puntos que cae bajo ebfico de la curvag = f(x).

= Dicha fraccon coincide con(X; + - - - + X,,)/n, y multiplicada porM (b — a),

es una aproximaén al
La calidad de dicha aproximabei ciertamente dependede la cantidad de puntos que
se utilice, y ader@s de cuan cerca ést/ de la cantidadxgéicb f(z). Volveremos a este
a<z<

punto en la Secbn 6.5.

Puesto que virtualmente todos los paquetes estanls, y muchos lenguajes de progra-
macbn poseen rutinas para generameros aleatorios, el@odo se puede implemen-
tar facilmente.

Pordltimo, sila funcon f(x) no es positiva, entonces consideramos la famgiz) =
f(z) —m, dondem = min{f(x) : a <z <b}.Asl,I =m(b—a)+ f;g(x)d:c, y
el método se aplica a(x).
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Ejemplo 6.3.5 SeanX, X5, ... i.i.d. con distribucbn corun uniforme en el intervalo
[0, 1], y considere la sucesi Y7, Ys, .. ., con

1
Y, = (H Xi> .
=1

Y,, recibe el nombre denedia georatricade X1, ..., X,,. Calculemos elimite casi
seguro dgY,, }. Note queY;, no tiene la forma de un promedio de variables aleatorias,
de modo que la LFGN no se puede aplicar directamente. Sin embaffo-slog(Y,,),

entonces
7 _ log(X1) +log(X2) + - - - + log(X,)
n — n b

la que tiene la forma apropiada. Adas) por lo hecho en el Ejemplo 3.9.3, se tiene que
—log(X1) ~ Exp(1), de donde se sigue queg(log(X;)) = —1. Por otra parte, las
variables aleatorid®g(X1 ), log(X2),...son i.i.d., y la LFGN permite concluir que

Zn =2 E(log(X1)) = —1.

PeroY;, = exp(Z,), y por la Proposidin 6.2.3(c) se obtieng, <= ¢~

6.4. Funcbn Caracteristica'y Convergencia en Distribucbn

Retomamos adtel estudio de la nobn de convergencia en distriboai. En la Secdin 3.8.3
vimos que existe una correspondencia uno a uno entre la disbibdeiuna variable aleatoria y
su funcbn caractésticap x (). Tomando este hecho en considebacies intuitivo pensar que debe
existir alguna relaéin entre la convergencia en distribbicide la suceén { X, }, y la sucesin
de funciones caractsticas{yx,, (t)}. Similares argumentos se pueden aplicar al caso de vectores
aleatorios.

La respuesta a esta inquietudéedada por el siguiente resultado.

Teorema 6.4.1SeanX, X1, X, variables aleatorias. Entonces,, Ly X si y slo si se cumple
que lim ¢x, (t) = px(t) paratoda € R.
n—oo

Este resultado es en realidad una caractebpagdée la convergencia en distribani De hecho,
lo utilizaremos como una definfmn de convergencia para el caso de vectores aleatorios.

Definicion 6.4.1 SeanX, X1, X o, ... vectores aleatorios éR*. Diremos que{ X ,,} converge en
distribucibna X si para cualquiet € R* se tiene quelim ¢x, (1) = px (t).
n—oo

Existe una caracterizam alternativa de convergencia en distriliurcide vectores aleatorios,
gue damos a continuai.
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Teorema 6.4.2 (Crangr-Wold)

SeanX,, = (X,1,..., X)) Y X = (X1, ..., Xz) vectores aleatorios ék. EntoncesX ,, =N
siy slo si para cualquiet = (¢4, ...,t) € R* se cumple

L Xn + -+ Xk Dot Xy 4+ 1 Xk,

cuandon — oo.

Este resultado hace uso del hecho que la distriloude un vector aleatorio queda determinada
por la distribucbn de todas las combinaciones lineales posibles de sus coordenadas.

La siguiente variaéin del Teorema 6.4.1 resulta ser miiy para establecer convergencia en
distribucibn de una suce@n de vectores aleatorios.

Teorema 6.4.3 (Paul [evy)

SeanX, X,,... vectores aleatorios definidos &¥, con funciones caracfsticas respectivas
ox, (1), px,(t),.... Si px,(t) converge puntualmente a ummite ¢(t), y si ¢(t) es continua
ent = 0, entonces

(a) Existe un vector aleatoriX tal queX,, L, X, y

(b) ¢(t) es la funocbn caractéstica deX .

El Teorema 6.4.3 tamén vale para el caso particular= 1, es decir, para variables aleatorias.
Veamos a continua@h algunas aplicaciones de estos resultados.

Ejemplo 6.4.1 Si X,, ~ N(jn,02), donde{u,} y {c2} son sucesiones convergentes
aupy o’ > 0 respectivamente, entoncas, Dy x~ N(u,0?). En efecto, tenemos
quepy, (t) = exp(iu,t — t202/2), y tomando imite, se encuentra quey, (t) con-
verge ap(t) = exp(iut — t?0?/2). Puesto que esténtite es claramente una fulci
continua ent = 0 (mas aun, es continua en tode R), el Teorema 6.4.3 asegura la
existencia de una variable aleatofatal que X, L, X. Pero puesto que el mismo
Teorema garantiza quex (t) = ¢(t), y ¢(t) es la funcdbn caractdstica de una va-
riable aleatoria con distribuan N (1, 02), el resultado se tiene por la correspondencia
uno a uno entre la distribumm de una variable aleatoria y su fumcicaractdstica.

Ejemplo 6.4.2 El resultado del Ejemplo 6.4.1 se puede generalizar a vectores aleato-
rios. SiX, ~ Ni(p,,X,), con lim pu, = py lim ¥, = ¥, dondeX es semi-
n—oo n—o0
definida positiva, entoncex N 'S Ni(p,X). Los detalles son muy parecidos a
los del Ejemplo 6.4.1, y se proponen como ejercicio.
Ejemplo 6.4.3 SeanX, Xo,...ii.d.conP(X; =1) = P(X; = —1) = 1/2. Vamos
n

a probar que eliinite en distribudn deY,, = > X;/2* es una variable aleatoria
k=1
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Y ~ U(—1,1). Paraello, note que

A it | it
pxilt) = Bty =S
_cos(t) +isin(t) 4 cos(—t) +isin(—t)  2cos(t)
B 2 2
= cos(t).

Asi, se tiene que
Hgoxk/Qk Hcos (t/2%).

Por otra parte, notemos que de la identidiad2t) = 2sin(t) cos(t) se concluye que

sin(t/2k1)

cos(t/2") = 2sin(t/2F)’

parak =1,2,.... Luego,
n

B H sin(t/2F1) sin(t)
el =11 55, t/2k = onsin(t/2n)’

y recordando qudein% sin(z)/x = 1, vemos que
T—

sin(t)
g P =
Notemos que esténhite se puede definir como 1 para= 0, caso en el que la funn
resultante es continua en 0 (recuerde que cualquierdorw@ractdstica evaluada en
t = 0 vale 1). Sea ahor&f ~ U(—1,1), y calculemos su funon caractdstica. Se
tiene

1 1 1
ey(t) = /—1 cos(tx)%d:c +i/_1 sin(tx)%dx = ;/_1 cos(tz)dx
sin(t) —sin(—t)  sin(t)

2t t

que coincide con elinite deyy;, (¢). En virtud del Teorema 6.4.3, hemos mostrado que
Y, 25V ~U(-1,1).

Para terminar esta se6aqi, veremos dos resultados adicionales de convergencia en digmipuci
los que resultan ser muiitiles en una variedad de aplicaciones.

Teorema 6.4.4 (Sche#)

SeanX, X, X, ... vectores aleatorios ek, con densidades respectivis), fi(x), f2(x), .. ..
Si para todae € R” se cumplelim fu(x) = f(x), entoncesX, 2 X,
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En otras palabras, el Teorema 6.4.4 establece que si la Guaksidensidades converge pun-
tualmente a una cierta densidad, entonces existe convergencia en distrilitar otra parte, no es
necesario que la convergencia ocurra para absolutamente todos fos pun R*, pudiendoésta
no verificarse en un conjunto numerable de puntaR’en

Ejemplo 6.4.4 En el Ejemplo 6.2.7 se mostgueZ,, = nmin{ X, ..., X,,} converge

en distribucdn a una cierta variable aleatofacon distribucbn exponencial de media

1, usando la Definiéin 6.2.1(a). Veamos ahora lo mismo usando el Teorema 6.4.4.
Puesto qué’z, (z) =1 — (1 — z/n)™, entonces

f2.(2) = (L= z/n)" ", 0<z/n<1,
de donde se tiene que

lim fz (2) =€ %, z >0,

n—oo

gue corresponde a la densidadA4le
Definamos ahor®/,, = n(1 — méx{X,...,X,}). Por (4.4.8), y usando la transfor-
macbng(z) = n(1 — z), se tiene que

fw, (w) = (1 —w/n)" 1, 0<w/n<1,

y por el argumento anterior, se concluye diig Low ~ Exp(1). Veamos ahora
qué sucede con la distribum conjuntade (Z,,, W, ). Por lo hecho en el Ejemplo 4.4.8,
y usando el cambio de variablgér, y) = (nxz,n(1 — y)), se tiene que

nin D —z w2 gio<zc]l ¥
— n2 n n - n n
on)WTL (Z,W) { 0 S| no.

Tomando imite, se tiene que esta densidad conjunta converge a
w

fzw(z,w) =e 7", z,w >0,

y se concluye qué¢Z,, W,,) D, (Z,W), dondeZ y W son i.i.d. con distribuéin
exponencial de media 1.

Teorema 6.4.5 (Slutsky)

, , D P
SeanX, X1, Xo,...eY1, Y, ... variables aleatorias tales qug, — X eY,, — ¢, dondec es
una constante. Entonces:

@ X, +Y, 2 X +e.
(0) X, - Y, > X —c.

©) Yo X, 25 X,
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(d) Sic £0y P(Y, £0) =1,
p X
=

ks

El Teorema 6.4.5 se usa fundamentalmente para construir nuevas sesekgorariables alea-
torias que convergen en distribania partir de casos en que se conozca dicha convergencia pre-
viamente. Este resultado se usa habitualmente en comiynean el Teorema Central deirhite,
tema de nuestra prima secan.

6.5. EIl Teorema Central del Limite

Hemos dejado para edifiima secabn uno de los resultados fundamentales de laidete Pro-
babilidades. Hasta ahora hemos visto en la $&c6i3 que promedios de variables aleatorias i.i.d.
con valor esperado finitp, convergen a:.. Este resultado permite justificar una interprdiadie
probabilidad desde un punto de vi$tacuentistaes decir, las probabilidades se pueden concebir
como Imites de frecuencias relativas de eventos, si el experimento entrusstiepite indefinida-
mente en forma independiente y siempre bajo las mismas condiciones. Sin endmitgyes de
Grandes Nimeros no establecen cuan cercaesen érminos de probabilidades — este promedio
de variables aleatorias del valemal que converge. En otras palabrasjadeseable saberales la
probabilidad que este promedio difierajden menos que una cantidad prefijada 0.

Establecemos a continuaai el resultado &sico que nos permite calcular (al menos aproxi-
madamente) probabilidades como las descritas eareafp anterior, del que veremaos primero la
versbn univariada.

Teorema 6.5.1 (Teorema Central del imite (TCL))
SeanX, X, ... variables aleatorias i.i.d., cdii( X1) = puy Var(X;) = o2 > 0. Entonces se tiene
que _
X, —
M L T~ N(
ag

Zy = 0,1). (6.5.1)

Demostracibn: Supondremos en primer lugar que= 0y o = 1. En este casa?Z,, = /nXa,

y debemos probar qug, converge en distribubn a una variable aleatori@ con distribucbn

N(0,1). Para ello, usaremos el Teorema 6.4.3, en virtud del que basta prab& sucesin de
n

funciones caractesticas{,, (¢)} converge para todbae /2. Si 5, = 3 X, entoncesX,, =
j=1
Sp/n. Por laindependencia d€;, X, ... se tiene

s, (t) = [[ex, () = ot)",
j=1

dondep(t) = ¢x, (t). Luego,

02, (t) = 05, 1 m(t) = ((t/vn)".
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Puesto quel(X?) < oo, es posible probar (no lo haremos) que su fanataractéstica (que
hemos denotadp(t)), posee dos derivadas continuas. Luego, podemos hacer urotiesar serie
de Taylor de orden 2, para obtener
/ /! t2
o(t) = p(0) +£'(0) £+ " (0(1)) - 5,

donde|d(t)| < |¢|. Luego,

2 t2
(1) = ¢(0) +¢'(0) - T+ ¢"(0) - 5 + Selt),
dondee(t) = ¢"(6(t)) — ¢"(0), y e(t) — 0 cuandot — 0. Por otra parte, y usando propiedades
de funciones caractesticas, se tiene que(0) = 1, ¢/(0) = iy = 0y ¢"(0) = ’E(X?) =
—E(X?) = —1. Por lo tanto,
2 t2e(t)

=1-—
o(t) 5T

de donde se deduce que

() = (1 - i + W)n - (1 _ i f1- e(t/ﬁ)})n.

El resultado se obtiene directamente, una vez que se prueba{gué ss una sucedn de rumeros
complejos tales que, — ¢ cuandon — oo entonces

n
(1—1—6—”) — e,
n

lo cual se propone como ejercicio. Finalmente, para el caso gener@ y o2 > 0, defina

de modo queZ, = /nY,, Yy lo hecho recientemente se aplica a las variables aleatorias (i.i.d.)
Y1,Ys,. ... [ |

Uno de los aspectosan interesantes del Teorema 6.5.1 es que la convergencicuzddgiiera
que seda distribucbn original de las variables aleatorias involucradas. Por ejemplo, nddltece
gue las variables sean continuas, la convergencia éamitaile para variables aleatorias discretas,
aun cuando es necesario tener cierto cuidado en aproximar distribsidisnestas por una normal.

Veamos algunas aplicaciones del TCL.

Ejemplo 6.5.1 SeanX;, X», ... variables aleatorias i.i.d. con distribaai N (1, o2).
El TCL establece entonces que

Zn:M&ZNN(OJ).

(2

Sin embargo, en este caso particular, dicha convergencia es trivialspdiene que la
distribucbn exactade Z,, esN (0, 1).
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Supongamos ahora que= 0. La LFGN establece que

Xit- 4 Xi s, B(X2) = o2
n

Ademas,Var(X;) = 20* (ver Ejemplo 3.8.9), de modo quej, = % > Xp,el TCL
k=1

implica que
)
ViYn =) D N0, 1),
V202
Ademas, usando el Teorema 6.4.5, asifver que
AV}
VilVn =) D, 7 No.1).
Y2
Luego, sié > 0 se tiene que
v 2
P(Y, - o2 <d) = P( Vo — )| /o >
Y2 YaV2
~ P <]Z < 7\/56 >
Y,V/2
2 (W ) o
Y,v/2

de modo que dado el valor de> 0, y conocido el valor d&,, (a partir de una muestra
de tama non) el valor deP(|Y,, — 02| < §) se puede aproximar. Por ejemplo, si
n=100,6 =1eY, = 2,7, la probabilidad se aproxima por 0.991179. Note que para
realizar estealculo, no se requiere conocer el valorate

Ejemplo 6.5.2 Supongamos qu&, X, ..., Xj00 son i.i.d. con distribué@n expo-
nencial de media 5, y calculemos aproximadamént&;o, > 600), dondeSipp =
100

> Xk. Tenemos qué’(X,) = 5, Var(X;) = 25, de modo que la variabl&;y, en
k=1

(6.5.1) se transforma en

10(X 100 — 5)

Tion =
100 5

=2(X100 — 5),
la que tiene distribuéin aproximadament&' (0, 1). Ahora,

P(Sloo > 600) = P(Yloo > 6) = P(Q(Yloo — 5) > 2 % (6 — 5))
~ P(Z>2),

dondeZ ~ N(0,1), y usando las tablas adecuadas, se puede obtener que

P(Sloo > 600) = P(Z > 2) = 0,0228.
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Por otra parte, y recordando gy, ~ I'(100, 5), la probabilidadexactase expresa
mediante
0o x99€7x/5
/ 5915100 -
600 Y9

y mediante integradin nurrerica se obtiene que este valor es 0.0279, de modo que la
aproximacbn es razonablemente buena.

Es claro que la calidad de aproximaciones basadas en el Teorema 6 &ntielepel valor de
n. Para tener una mejor idea al respecto, el siguiente resultadi. es

Teorema 6.5.2 (Berry-Esgen)
Bajo las hitesis del Teorema 6.5.1, yG&i,(t) = P(Z, < t), dondeZ, fue definida en (6.5.1),
entonces se tiene la siguiente cota:

33 B(|X1 — p)
ig{g |Gn(t) — @(t)] < 1 oy vn. (6.5.2)

En la piactica, esta cota resulta ser casi siempre mugiblife calcular. No obstante, lo intere-
sante del resultado es que ehximo posible error cometido en las aproximaciones es del orden
den~—1/2. Para visualizar un poco mejor esta aproxirbacnote que el Teorema 6.5.1 implica que
paran grande, la distribuéin de X ,, es aproximadament® (y, o2 /n). A este efecto, se generaron
en un computador 1000 muestras de tamane 100 cada una, de la distribuim exponencial
con media 5, tal como en el Ejemplo 6.5.2. Por cada muestra se obtuvo el patadds valores

) . 1 <1000 o .
generados en dicha muestra, los que designamaX¥ por.., X, y cuya distribuagdn aproxima-
da esN(5,1/4). Estos valores se usaron para construir un histograma, y lsdfudei distribudn
emgrica (ver Ejemplo 6.3.3), los que se muestran en la Figura 6.5.2. El histogearnastrup de
modo que la suma de lasea de las distintas barras sea igual a 1, de modo que la figura que se
obtiene es una aproxim&ci a la densidadv (5,1/4), que aparece representada ieie& continua.
Por otra parte, la funén de distribudn emprica (linea punteada) es una aproxingaca Fy (y),
dondeY ~ N(5,1/4) (linea continua). Se aprecia que la aproxirdaas, enérminos generales,
bastante buena.

Ejemplo 6.5.3 (Aproximando la distribucion Binomial)
En el Ejemplo 6.2.5 se mostique siX ~ Bin(n,p,) connp, — A > 0, entonces
la distribucbn de X se puede aproximar por la distrib@ni de Poisson con pame-
tro A, provisto quen es grande. Consideremos ahora el siguiente enfoque alternati-
vo. SeanYi,Ys,...,Y, ii.d. con distribucbn Bernoulli de pséametrop,. Entonces
n
la distribucbn deY = > Y} coincide con la deX. Puesto queE(Y;) = p, ¥

k=1
Var(Y1) = pn(1 — pn), €l Teorema Central deliinite implica que la distribuéin

deY es tambgn aproximadament®& (np,,,np,(1 — p,)). Puesto quewp,, ~ A, se
deduce qué” tiene distribuddn N (A, \), aproximadamente, donde hemos despreciado
el terminonp?.

Ahora bien, en el momento de aproximar probabilidades binomialas ¢@neralmen-
te, aquellas provenientes de distribuciones discretas) mediante la digmilmaorimal,
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Figura 6.5.2: Distribudin del promedio de 100 variables aleatorias i.i.d. con distrilluekponen-
cial de media 5, y aproximamn normal mediante Teorema Central dehite.

es necesario tener el siguiente cuidadoXSiv Bin(n, p,), entoncesP(X = 2) es
una cantidad positiva (aun cuando su valor puede ser despreciabierts casos).
Puesto queX tiene distribuddn aproximadamente igual a la #fe~ N (A, \), al usar
esta aproximaéin nos encontramos con qi¥Y = 2) = 0, puesY es continua, y
esto sucede para cualquier otro valor particular deéstdPara corregir este problema
se usa la llamadeorreccbn de continuidadque consiste en aproxim&t(X = k)
medianteP(k — 3 <Y < k + 3), es decir,

U A I e R
MX_MN@<VG> ¢<vﬁ>' (6.5.3)

En otras palabras, se asume que el pintepresenta el intervald — %, k+ %] para
la distribucbn normal, al momento de usar la aproxingaci

A modo de ejemplo, consideremos el case 100, p,, = 0,05, con lo que\ = np,, =
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Figura 6.5.3: AproximacioneBoisson(5) y N (5,5) a la distribucdn Bin(100, 0,05).

5. La Figura 6.5.3 muestra las probabilidades exactas correspondierntém alidtri-
bucion, a§ como las aproximaciones derivadas de la distribuicie Poisson y Normal,
como se detall anteriormente. Es claro que la aproxing@scPoisson es superior a la
Normal para este caso. Sin embargo, la aproxiomabiormal es usualmenteas sim-
ple de calcular, y su prectsi aumenta a medida quecrece.

Veamos ahora la exterdsi multivariada del Teorema 6.5.1.
Teorema 6.5.3 (Teorema Central del imite Multivariado)

SeanX 1, X, ... vectores aleatorios i.i.d. é", conE(X1) = py V(X;) = X, dondeu ¢ R*
y X es una matriz definida positiva. Entonces

Z, = V(X — p) 25 Z ~ Ni(0, %), (6.5.4)

n

n .
dondeX, = 1 3 X,y lasuma se interpreta coordenada a coordenada.
k=1
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Ejemplo 6.5.4 SeanY?, Y, ... variables aleatorias i.i.d. con distribaoi N (u, 0?),
dondey € Ry o2 > 0. Defina los vectoreX ;, X, ... enR? mediante

_ (Y&
()

Se tiene ques (Yy,) = u, E(Y}?) = Var(Y,) + (E(Y%))?, de modo que

E(Yk):<02iu2)~

Por otra parte, se tiene qEKY;?) = 13 +3uo? y adendsE(Y}!) = 301 +602u% + p
(verificar esto como ejercicio). Luego,

Cov (Y, i) = E(Yy)) — EV)E(YY) = 1 + 3uo® — p(u® + 0%) = 2u0?,
y aden@s
Var(Y?) = BE(Y)) — (E(Y)? = 30 + 602 + p* — (1 + 0)? = 20" + 44202,

y por lo tanto se tiene que

2

o 20
E=V(Xy) = < 2MU2 204_,_4#202 )

Luego, el Teorema 6.5.4 asegura que
1 n
w2 Ye

k=1

- [t ) D
+o

Para finalizar esta seéxi, veamos otro resultado mayil para verificar convergencia en distri-
bucion de funciones de promedios de variables o vectores aleatorios.

Teorema 6.5.4 (Metodo Delta)
Sea{ X, } una sucegin de vectores aleatorios & tales que

D
V(X — 1) 25 Nie(0,3),
y seag : R¥ — R una funcon continuamente diferenciable n= p. Entonces

Vi(9(Xa) — g(n) > N(0,Vg(p) EVg(n)),

dondeVyg(x) es el vector (columna) de derivadas parciales de primer orden (cegr@ddeg
evaluado erx = .

Nota: Si k = 1, esto es, en el caso univariado, entonces la varianza de la distnbunite normal
eso’(g' (1))

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 231



CAPITULO 6. NOCIONES DE CONVERGENCIA Y SUS APLICACIONES

Ejemplo 6.5.5 SeanX, X5, ... i.i.d. con distribucdbn de Poisson con pametro\ >
0. Por el Teorema 6.5.1 se tiene que

V(Xn —A) =2 N (O, \).

Seag(z) = /z, la que es continuamente diferenciableres . Puesto que’(\) =
A~1/2 se concluye en virtud del Teorema 6.5.4, ¢oa 1,

VAl X = V) 25 N(0,1/4),

y observe que la distribu@n limite no dependele \.

Ejemplo 6.5.6 En el Ejemplo 6.5.4, defina

Es sencillo verificar que

de modo que por la LFGN se tiene que
62 5% w2 4 0% — (p)? = o
Para obtener la distribumi limite (asinbtica) des2 considere la funéing(x,y) = y—
n n
2. Note queg(u, u* 4+ 0?) = o%. Adenss, se tiene qug(: Y~ v, 1 > Y)?) = 62,

k=1 k=1
y
)
Vy(z,y) = < 133 >

por lo que esdcil verificar que
Vy(p, p* + %) EVg(u, p* + 0%) = 20%,

y por lo tanto hemos mostrado que

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 232



CAPITULO 6. NOCIONES DE CONVERGENCIA Y SUS APLICACIONES

6.6. Problemas

1. En este problema se le pide verificar directamente el Teorema Centtaidad en algunos
casos particulares, utilizando la convergencia de la f.g.m. a la de la disbrihi¢0, 1).

SeanXj,..., X, iid con funcbn generadora de momentds(t) y X; ~ F con mediau y
varianzao?. Para cada uno de los siguientes casosF' (i N(a,b?) (i) F = Exp()) (iii)
F ~ Poisson(\) (iv) F' ~ Bin(n, p):

n JE—
a.- Encuentrelaf.g.m.dg, = > X;ydeX,.
=1

1

b.- Encuentre la f.g.m\/,(t) de Z, = S”n%/% = (X,
2
c.- Verifique quel/,(t) tiende a7, cuandon — oo.

2. Una naquina empaquetadora de detergentes ha sido observada durangouietapo, a
través del cual se determdrque la varianza del peso de llenadarés= 10 gramos. Por otra
parte el peso medio de llenagodepende del ajuste hecho a laguina por cada operador.

a.- Si mientras labora un mismo operador se realizan 25 observaciolcets eproxima-
damente la probabilidad que el peso medio observado se aleje en menosadwidg
la media real de la aguina.

b.- ¢Cudntas observaciones deben realizarse para asegurar que ldlfatbgjoie lo mismo
ocurra sea al menos 0.957.

Resp : a)0,88 b)39
3. Suponga que dos dados se lanzan 600 vecesy ®alimero de veces en que se obtiene una
suma de 7. Use el teorema central dielite para aproximaP (90 < X < 110).
Resp. : 0,726.
4. SiXq,..., Xy son variables aleatoridsd Poisson con media 1, use el teorema central del

20
limite para aproximaP (> X; > 15).
=1

5. SeanXi, Xo, ... variables aleatorias i.i.d. coB(X;) = 0y Var(X;) = o2, donde0 <
02 < co. SeanYy,Ys, ... variables aleatorias i.i.d. tales qu&Y;) = u, dondey es un
nimero real. SU,, = X1#tXn y 7, = Yitetdn ‘pryebe que

Uy +v/nVy, — N(p,0?)

en distribucdn cuandor — oo.

6. SeanX, X,... variables aleatorias i.i.d. con distribaoi Poissof\). Encuentre elimite
en probabilidad de
X2 4 ... X2
- .

Y, =

¢ Existe convergencia casi segura?
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7. SeanXy, X, ... variables aleatorias tales qig X,,) — a 'y Var(X,) — 0. Pruebe que
Xn i> Q.

8. SeanX, X, ... variables aleatorias independientes con= 0, y tales que para > 2 se

tiene ,
N Sik=+1,42,...,4j
P(Xj_k)_{ 1-2j2 sik=0.

Demuestre que si > 1/2

1 n
—3x; 50
n

i=1

J
cuandon — oo. (Indicacion: Use el hecho qué_ k% = éj(j +1)(25+1).)

k=1
9. SeanXy, Xo, ... independientes con distribéei comin N (0, 1). Calcule el imite casi se-
guro de
X12 NI Xﬁ

(X1 —-1)2+- + (X, - 1)
10. SeanX, Xo, ... variables aleatorias i.i.d. cal; ~ U(0,6) dondef > 0. Demuestre que
n
Y, = v3n{log(2n~1 3 X;) — log(0)} - Y, conY ~ N(0,1).
=1

11. SeanXi, X, ... variables aleatorias i.i.d. cdi(X;) = 0y E(X?) = 2. Encuentre elimite
en distribucdbn de las siguientes secuencias:

(@) Y1,Ys,...donde

v VXt X)
" XP+--X2
(b) Z1,Zs,...donde
7 _ Xi+---X,
=

JXP 1 X2
12. (a) Suponga qué&, 2, N(0,1), Y, 2, N(0,1) y que, para todm, X,, sea indepen-
diente deY,,. Muestre queX,, + Y, L, N(0,2).

(b) Generalice el resultado de (a), probando qu’énsi& F, Y, I G, conX,, indepen-

diente deY,, para toda, entoncesX,, +Y,, L, Z, donde la distribué@n deZ coincide
conladeX + Y tales queX eY sean independientes y verificando~ F eY ~ G.

Indicacion: Use funciones caracfsticas.

13. SeanXy, X, ... eY1,Ys,... dos secuencias de variables aleatorias i.i.d. y tales qug;los
son independientes de 18%. Suponga qué(X1) = px, Var(Xy) = 0%, E(Y1) = py y

Var(Y1) = o%. Sea
?n NY)
Zn = nl|\l=—-—-—19,
f (Xn 125'¢
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donde ¥ X v v
n n
(a) Encuentre eliinite en distribudn deZ,,, usando el Teorema Central déhtite biva-
riado aplicado 4 X1, Y1), (X2,Y3),..., y el método delta.

(b) Repita (a) usando ahora el hecho que

Y-y X
Zn:\/ﬁ<MX n JY n> ’
pxXn

y el resultado del ejercicio anterior.

14. SeanX, X1, Xo,...eY1,Ys, ... variables aleatorias verificand&( X,, =0) =0 = P(X =
0), Xn £> X ey, i> ¢, dondec es una constante. Demuestre que

Yo b ¢
X, X’

15. En el Ejemplo 6.5.6, determine la distribrtiasinbtica de

suponiendo qug # 0.
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Apéndice A

Calculo Combinatorial

A.1l. Introduccion y Principios Basicos

El calculo combinatorial responde pregunta@sicas tales como ¢ deanias maneras se puede
hacer algo?, o ¢ é@ntas configuraciones de cierto tipo hay?. En principio, bdastan confeccionar
un listado exhaustivo y contar sus elementos, pero estoies difando la naturaleza de los ele-
mentos complica su ordenamientmico o cuando el listado es demasiado largo. Desde el punto
de vista abstracto, se trata de calcular la cardinalidadl A de un conjunta4, lo que sugiere el
siguiente trucautil:

Identificar cadanmanerao configuracdn con los elementos de un conjurdoy calcular card A.
Si no podemos calcular directamente esta cardinalidad, ponemos a los ekedwAten corres-
pondencia biutvoca con los de un nuevo conjuniy encontramos la cardinalidad d& la que
siempre coincide con la dé. En vez de escribir exjaitamente el conjuntel, podemos identificar
las configuradin 0 maneras con las que aparecen en ciertos problemas combinatoésiessc!
para los que conocemos su soarci

La accbn de contar esdsica para definir losiimeros naturales. De ella se deduce la sumay la
multiplicacion (como suma repetida). No es de sorprender que existan esliivssy multiplica-
tivaspara la resoluéin de problemas combinatoriales.

card |J A; = Z card A;, silosA; son disjuntos.
=1 i=1
(Regla Aditiva)

(A.1.1)

Antes de formalizar la regla multiplicativa, es conveniente discutir previaméontmeepto de
arbol.

Sea? C §; x Sy x --- x Sk. Losarreglosx € (2 se pueden identificar con los caminos que
parten de ciertorigen(nodode orden 0) y pasan consecutivamente por un nhodo de orden 1,on nod
de orden 2, y dssucesivamente hasta los nodos de ordemlos que denominamos nodos finales.
Un nodo de orden se conecta con otro de ordér- 1 mediante urarco. EI camino que conecta
el origen con un nodo de ordértonsiste de arcos y lo denominamos rama cuarde k, 0 sea,
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cuando el camino conecta el origen con un nodo terminaktdol es la colecdin de todas estas
ramas. En el caso general, éimero de ramas se obtiene por enuménaciirecta. Sin embargo,
hay un caso importante, donde existe un atajo, cual es el deboiregular, para el cual el amero
de arcos que emana de un nodo depebitede su orden.

El nUmero de ramas de w@rbol regular es

ny Xng X -+ XNk,
(Regla Multiplicativa) (A.12)
donden; es el umero de arcos que emana de un nodo de orden
Los nodos de ordeireciben una etiquets, € S;,i = 1,2,..., k. Aunque hay muchos caminos

para los cuales &tésimo nodo lleva l&tiquetaz;, para cada nodo existe wmico camino que lo
une al origen. De esta forma, el nodo lleva la etiqugtg@ero realmente representa, adeia todos
los valores previos. En otras palabras, un nodo de ordentiene g1, . . ., x;) como informaabn,
lo que resulta muy eficiente.

Los arboles egtn muy bien adaptados a definiciones recursivas. Para definirivacnesnte()
a partir deS; x Sy x --- x S, se deben indicar los valores que puede teneados los valores de
xj paraj < i. En ®rminos dehrbol, esto equivale a conocer las posibles etiquetas para un nodo de
orden: dada la informadn contenida en el nodo precedente, es decir, dadas las etiquetassle tod
los previos. Denotamos al conjunto de tales valoresSplr, ..., x;—1), paral < i < k, y usamos
la convenadn que para = 1 este conjunto coincide caos.

La regla multiplicativa se puede escribisiformalmente como sigue:

card Sj(x1,...,xi-1) =n;, i =1,... k= cardQ:Hni.

paley (A.1.3)
(Regla multiplicativa para funéin recursiva)
TomandoS; = A1y Si(z1,...,xi—1) = Ai, i = 2,...,k se obtiene
card 1_11142- = 1:[ card A;. (A1.4)

1= =1
(Regla Multiplicativa Bsica)

-
dondeH A; = A1 x --- x A, 0 seaes el producto cartesianodlg A, ..., A,.
=1

Relaciones de equivalencia:

Dado un conjunto d& elementos y una relam de equivalencia, interesa contar @herot de
clases de equivalencia, es decir la cardinalidad de la garticducida por esta clase. Si la parici
es regular, en el sentido que todos los conjuntos tienen igual cardinalilag obviamente = %
clases de equivalencia. Esto puede verse como consecuencia da lauégplicativa si construi-
mos unarbol regular en que el nodo primario es la clase de equivalencia y tis rsecundarios
corresponden a los elementos de esta clase.
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NUmero de clases de equivalencia

Si las clases de equivalencia tienen la misma cardinalidadjmenm se obtiene divi-
diendo card €2 por la cardinalidad de una de las clases.

(A.1.5)

A.2. Formulacion funcional

Todos los problemas combinatorio&sicos se pueden formular énrminos de funciones. Este
grado de abstradon esitil para una aplicabilidad amplia de los resultados, pero debe ser comple-
mentado con modelosas concretos. Consideramos dos conjuiios)’ de cardinalidades y J
respectivamente, asomo el conjunto de funciones de X en)). Para ciertos prdpsitos conviene
enumerar los elementos, o sea, escibi= {z;, i =1,..., I} eY ={y;,j=1,...,J}

La funcion f est en correspondencia uno a uno con la fangf—!, que ay € ) le asocia
el conjunto{z/ f(z) = y}. Cuando los elementos d& son indistinguibles (en un sentido a
precisar) se considera la fudoig = card f~!, definida porg(y) = card f~1(y). Interesa
calcular cuantas funcionesard f~! existen, ascomo cuantas funciongssatisfacen la condion
card f~! = g, para una funén g especificada previamente. Cuando, adgnos elementos dg
son indistinguiblescard g=! = card ( card f~!) es lo relevante ahora e interesa calcular cuantas
funcionesf son compatibles con una especifiéactada decard ( card f~1)~1.

La siguiente tabla entrega las respuestas a varias preguntas, pakiesgatemostradn. Con
la notacon

nl = nx(n—-1)x---x2x1 (A.2.1)
o= pxn—1)x---xn—k+1) (A.2.2)
n nlkl n!

(k) T K K-k (A2.3)

(o) = ()

n!

- ni! X ng! X -+ x n,! (A.2.4)
los resultados son los siguientes:

Hay J! funciones det en) . (A.2.5)

Hay J] funciones inyectivas d& en). (A.2.6)

SiJ = I, haylI! funciones biyectivas d& en ). (A.2.7)

Hay (/) funcionescard f~1,
cuandof se restringe a ser inyectiva (A.2.8)
Hay (,, ., ... ,) funciones det enY, en quen; elementos
de X son asignados g;. (A.2.9)
Hay ("+7~") funciones card f~'. (A.2.10)
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La funcion f~! se representa tanéi como una partion ordenada der’, en otras palabras,
({f " y;), 5 =1,...,J}. Por otro lado, los resultados de la tabla anterior se pueden especializar
al casqy = X. Como subproducto de esta tabla se obtiene:

Hay n! maneras de ordenar un conjuntordelementos

(por (A.2.7)). (A.2.11)
Hay n! permutaciones sobre un conjuntordelementos

(por (A.2.7)). (A.2.12)
Hay () subconjuntos de tama rode un conjunto de tama nb

(por (A.2.7)). (A.2.13)
Hay J! particiones ordenadas d& que constan de

alo masJ términos (por (A.2.5)). (A.2.14)
Hay (; ,.;) particionesordenadas dé& contama nos

pre-especificados., r = 1,..., R (por (A.2.9)). (A.2.15)

CuandoR = 2 en (A.2.9), especificar la part@i equivale a especificar a uno de los conjuntos
gue la conforma. En consecuencia ehrero de particiones en dos clases, de cardinalidades,,
coincide con el imero de combinaciones de tama #p® I de un conjunto de tama g + I».
Comparando (A.2.7) y (A.2.9) se obtiene una demosirade la conocida identidad

mp+ma\ (mi1+mg\ [mp+m2
mi mo N miy N mo
Un ejemplo interesante es el de barajar un naipe de 52 cartas, las quarerrequitativa-
mente entre 4 jugadoressg supone que el orden en que le hayan llegado las cartas a un jugador

es irrelevante Se puede visualizar esto como una fincgue a cada carta le asigna un jugador,
guedando pre-establecido que a cada jugador le tocan 13 carta8. 28y, (hay

52!
13! x 13! x 13! x 13!

reparticiones posibles. Si se prefiere, podemos enumerar a los jagadopensar en una parci
ordenada, donde cada clase en la pdnigs el conjunto de cartas asignadas a un jugador. De esta
forma, el rumero de reparticiones posibles se obtiene de (A.2.15).

La funcion f puede construirse asignando secuencialmente valatgsea, . ... De (A.1.3) se
deducen (A.2.5) y (A.2.6). Eligiendd = I se obtiene (A.2.7). Para demostrar (A.2.9) utilizamos
permutacionesobreX’, o sea, biyecciones d& sobre si mismo. Sed el conjunto de funciones
qgue cumple la condion en (A.2.9). Dadq| € G, todaf € G puede encontrarse mediante alguna
permutacdn T, a traes de

f(@) = fo(T ().

Sin embargo, algunas permutaciones dgjaimvariante, o seaf = f;. Ellas son aquellas que reor-
denan los elementos dentro de cada conjynty(y;). Por hiptesis card f~!(y;) = n;j, de modo
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que hayn;! permutaciones dentro de cada conjunto. Por la regla multiplicativa, hatameate

J
11!
j=1

que dejan invariantes f, sin importar cual sea esta fuboi. Dado que toda fungn eng es ob-
tenible a partir defy mediante alguna de la$ permutaciones, se obtiene (A.2.9). Para demostrar
(A.2.8), basta darse cuenta qeerd f~! es una fundn con dominiqV, I de cuyos valores son 1

y el resto, es decit] — 1, son 0. Por (A.2.9) hay, 7 ;) = (/) tales funciones. Coma@ard f~!

esh determinada por el conjunfdX’), cuya cardinalidad e5, lo anterior demuestra (A.2.13). Una
demostradn alternativa descansa en el hecho que entrdlggermutaciones sobr®, aquellas
que dejan invariante una fuldei f, son las que se reducen a permutar.Jos I elementos del

complemento d¢ (X'). Esto demuestra que he?y% tales funciones, lo que coincide c()ﬁ)
Postergamos la demostranide (A.2.10).

A.3. Arreglos y combinaciones

A.3.1. Arreglos

Un arreglo de largok es unak-tupla ordenaday = (y1,...,yr), 0 bien, un objeto semejante
que ®lo difiere en aspectos notacionales. Por ejempld, ¢) y abc son ambos llamados arreglos.
Cuandoy; recorref);, el conjunto de todos los arreglos es el producto cartesiano

Arr = Q1 X Qg X -+ X Q.
Por (A.1.3) o (A.1.4) su cardinalidad es
card Arr = Ny Xng X+ XNg, (A31)

donden; = card ;. Nos restringimos en lo sucesivo al cd3p= ), donde card Y = J, de
modo que) = 7.

Decimos quey es unarreglo de largol con elementos (letras) en el conjunto (alfabéfoDe-
notamos @' por Arr; ;. Un arreglo en Ary; equivale a la fundn f con dominioX’ = {1,2,...,1}
y recorrido)/, definida porf(j) = y;. Los resultados conocidos en el contexto funcional pueden
aplicarse directamente. Como en problemas combinatorigiessporta la cardinalidad de ), se
habla de arreglos de largode un conjunto co’ elementos. Por (A.2.5), la cardinalidad de Arr
esJ!.

Cuando las letras no se repiten se hablamleglos sin repeti@n. Un elemento del conjunto
Arr-srep, ; de tales arreglos corresponde a una fonanyectiva, de modo que haly!! tales arreglos
(por (A.2.5)).

Comentario notacional: Los arreglos que no pertenecen a Arr-grepe caracterizan por tener
letras repetidas. Aunque es desafortunado desde el punto debgita, Ise acostumbra usar el
término arreglos con repetidin para referirse a todos los elementos de;Arincluyendo asa
aguellos sin repetioin, como caso particular. Por estadazisamos indistintamente las notaciones
Arr-crep;; y Arry.
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A.3.2. Combinaciones

La idea lasica es no distinguir entre dos arreglos que difietdmen el orden en que aparecen
sus letras. Identificando al arreglo con una féngiesta idea corresponde a declarar equivalentes
a las funcioneg y f si existe una permutam 7" tal queg(xz) = f(T(x)) = f(x). Las clases
de equivalencia correspondientes se denomimanmbinacioney heredan el apelativo de con o sin
repeticdn, sedin si se aplican a Arr-crgp o a Arr-srep ;. Denotamos los conjuntos de combina-
ciones por Comb-crgp y Comb-srep;, respectivament&i no se especifica el tipo, se subentiende
que la combinadn es sin repeti@in. La cardinalidad decard Comb-crep; y card Comb-srep;
se obtienen directamente de (A.2.10) y (A.2.8), respectivamentettrasifas correspondientes se
muestran en la Tabla A.3.1.

arreglos combinaciones
con repetiodn | card Arr-crep;; = J! | card Comb-crep; = (

I+}771)

sin repetiobn | card Arr-srep,; = JU! | card Comb-srep, = (¥)

Cuadro A.3.1: Brmulas para arreglos y combinaciones

Aunque la formuladin funcional genere la®fmulas, es interesante examinanm se obtiene
la combinaddn asociada a un arreglo dado. Reordenamos las componentes del anreglen
alfabético (una enumerabn arbitraria de)) generando uarreglo esdndar.La combinadbn aso-
ciada es el conjunto de arreglos que se pueden obtener reordesnaridiyas y se puede representar
por el arreglo esindar. El timero de arreglos éstdar coincide con eliimero de combinaciones.
Por ejemplo, siy = {c,a,d,e,b} y se usa el orden alfético habitual, el arreglo estdar co-
rrespondiente &c, a, c, b, c,a) €s(a, a,b, ¢, ¢, c). Suprimiendo comas y panmtesis, la combinaon
correspondiente eucbca se denota patiabeee. La combinaddn asociada a un arreglo queda deter-
minada por el conjunto de letras que aparecen en el arreglo y pamadro de veces que aparece
cada una de esas letras. Si asignamosilaro 0 a un elemento ausente del arreglo, basta conocer
cuantas veces aparece cada elementy.den la notaddn funcional, esto corresponde a la fuoci
card f~1, que puede representarse por el arregle= (m1,ma, ..., my). Silosy; fueran letras,
el producto

J
m;
H Y;
j=1

no depende del orden de los factores. Extendiendo esta@o@gonencial a elementgscuales-
quiera, de modo que el exponente indica cuantas veces se repite lalsdspondiente, se elimina
implicitamente el orden de las letras y se evita enumerar los elemenfdsRfer ejemplo, para
Y = {a,b,c,d, e}, el arreglocacbca genera la combinagn a?bc3d’e’ = a?b'c?. Las cardinalida-
des de

NCREP ={m/m; >0, i=1,...,n, > m; =k}, (A.3.2)
=1
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NSREP ={m/m; € {0,1}, i=1,...,n, > m; =k} (A.3.3)
=1

coinciden con las de Comb-crgpy Comb-srep; respectivamente.

Para calcular eltmero de combinaciones con repédiiti asociamos a: un vector binarion
mas largo, el cual se puede poner en correspondencia con una esidbira regla que asigna
am es:

= Se parte de un arreglo cdrceros.
= Se intercalamn; unos antes degl-ésimo cero.

= Se elimina eliltimo elemento de este arreglo (que es siempre cero), con lo que se obtiene un
vector binario de largd + J — 1, que contiend unos.

Esto demuestra (A.2.10).

Por ejemplo, s = {a, b, c,d}, la combinaddn con repetién a?bc® generam = (2,1, 3,0),
al cual se le asocia = (1,1,0,1,0,1,1,1,0). Por su partep = (0,1,1,1,1,0,1, 1,0) solo puede
provenir dem = (0,4, 2,0), o sea de la combinaim b*c?.

A.4. Modelo de ocupaddn: bolas en casilleros

Interesa calcular @ntadistribucionegde I bolas enJ casilleros hay, o sea, deantas maneras
pueden! bolas ocupat/ casilleros. Tomand& como el conjunto de bolas)} como el conjunto
de casilleros, una distribuam parece corresponder a una fumcy. La funcion f~!(y) especifica
cualesbolascaenen un casillero, mientras queard f~! especificacuantasbolas caen en cada
uno. La primera es relevante cuando las bolasdistinguibles(bolas de distintos colores), la se-
gunda cuando ellas samndistinguibles(bolas del mismo color). Otra consider@girelevante es si
se permiten o nendltiples bolas en algn casillero. Una respuesta negativa, qol® ®s posible
si I < J, corresponde a una fur@ci inyectiva. Se dice que la asignaicide bolas a los casilleros
escon exclugin. En el caso especidl = J, una distribudn con exclugin corresponde a una
biyeccbn. Cuando las bolas son distinguibles, las distribuciones posibles difidoean el orden
en que aparecen las bolas en los casilleros. Esto ofrece una maneraaiar moodcretamente una
permutaaddn.

Para generalizar la ndwi de distinguibilidad y ponerla en un marco abstracto, conviene definir
una funcon W sobreX’, que representa eblor que tiene cada bola. So® podemos distinguir
colores distintos, lo relevante esanias fichas de cada color caen en cada uno de los casilleros. La
versibn abstracta es queielvariante maximaes

(card f'{y} N A,), r=1,...,R),

dondeX’. est formado por las bolas dejésimo color.

Consideramos ahora el caso dondelghero de bolas coincide con €lmero de casilleros. Dos
asignaciones son equivalentes si el color asignado a cada casitiela fpla que lo ocupa) es el
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mismo para ambas. $i es el imero de bolas de colar,, i.e. card X, cada clase de equivalencia

equivale a pintar los casilleros, de modo duéle ellos queden de colar,, parar = 1,..., R. Por
(A.2.9), el timero de clases de equivalencia es
I I
= . A4.1l
<11[2---IT> IﬂXIQ!X---XIR! ( )

A.5. Modelo de Urna

La extracodn de una muestra dendividuos de una poblagh de tama no equivale, combina-
torialmente, a la extracon del fichas de una urna que contiefdéichas. El proceso de seleboide
la muestra se denomimauestreoEl numero de muestras depende tanto de la forma del muestreo,
como de decisiones de éater bgico. El muestreo se puede considerar como unadangiie a
cada extracéin le asigna el elemento de la urna que aparece en ella. Habitualmente, lec@xés
esfin numeradas dea [ y se escribe el resultado del muestreo como un arreglo de fargo

= Si se distingue entre dos muestras qa slifieran en el orden, decimos que la muestra
esordenada.Cuando se extrae un pu nado kidichas, el orden parece no existir, pero es
concebible que el observador vea a unas primero y otras eedpn este sentido el tomar en
cuenta o no el orden es una degisindependiente del muestreo.

= Siuna ficha extraida de la urna puede aparecer en futuras extregoitatimos que el mues-
treo o la muestra eson reposicdn. En vez de reposién se suele usar palabras como de-
volucion, restituodn, o reemplazo. Una muestra sin repdsicse puede describir indicando
cualesfichas aparecen en la muestraryqie ordenesén.

Paral = J aparecen todas las fichas, de modo qudiglero de muestras coincide con é@hmero
de maneras de permutar lafichas de la urna.

Identificando cada extrad@m con una bola, y cada elemento de la poldlacion un casillero,
se establece una correspondencia entre dos problemas combinat®aiallén es posible compa-
rar el modelo de urnas con el modelo de arreglos y combinaciones, d owdelo abstracto. El
concepto de orden esédtico al usado con los arreglos y combinaciones y corresponde a la distin
guibilidad de bolas en el modelo de bolas y casilleros. El muestreo sin réposarresponde a la
ausencia de letras repetidas, a no tener ocupaciotkiples en los casilleros, o a la inyectividad
de la funcon. Se estableceiasna correspondencia entre el problema de contar arreglos y combina-
ciones con el de contar muestras o distribuciones de bolas. Esto ex@itasdqormulas obtenidas
sean i@nticas, difiriendo los enunciados de cada problema excepto por ldseeacsientos de cada
tabla.
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A.6. Permutaciones y coeficientes multinomiales

A.6.1. Permutaciones

Una permutadin se puede considerar como un caso particular de arreglo sin réep&ticomo
una biyecadn T' de un conjunto sobre si mismo. Se la puede especificar directamente @a trav
deT . Es posible transformar una fubai inyectivag de X en)), en una biyecén agregando a
X J — I elementos para constituir un nuevo conjuito Si declaramos a dos biyeccionesile
en) equivalentes cuando coinciden par& X, la clase de equivalencia @stn correspondencia
biunivoca con el arreglo original. Dado que esta clase se genera permugaridbmas J — I
componentes del arreglo, ella tiene cardinalifiae I)!. Por (A.1.5), el imero de clases %
lo que coincide con (A.2.8). Para ilustrar la idea, tome®os- {1,2,3,4,5,6,7}, 1 = 4y el
arreglo 2361745. Los arreglos equivalentes son 2361745, 28623861475, 2361457, 2361574
y 2361547 y estn en correspondencia con 745, 754, 475, 457, 574 y 547 respeetite. Estas
Gltimas son lag}! = 6 permutaciones dé4, 5, 7}. En general, lo§g! = 5040 arreglos de largo 7
se agrupan en clases de tama no 6, de modo qué%é%ly: 840 tales clases y 840 arreglos sin
repeticon de largo 4.

El resultado de barajar el naipe es un arre@lg yo, ..., yr) que corresponde a una permu-
tacion de(1,2,...,I). Seal la permutadn sobre{1,2,..., I} definida porT’(y;) = j. Sinos
concentramos, en cambio, en una carta partigukaespecificamos en @posicon queda ella, te-
nemosj = 7'(i). En otras palabras, podemos trabajar tanto con la bige@tcomo con su inversa.
Ambas son permutaciones.

A.6.2. Aplicaciones de los coeficientes multinomiales

Supongamos que se lanza 10 veces un dado, @pidose secuencialmente lasmeros2, 1, 4,
2,2,3,5,4,2y 4. Mirando esto como una furam f de{1,2,...,10} en{1,2,...,6}, el arreglo
m correspondiente aard f~! esm = (1,4,1,3,1,0). Por (A.2.9), el amero de resultados de
los 10 lanzamientos del dado, para los cuales se obtiene este vatgrabéncide con

10
(141310> = 25200.

Esto se puede generalizaf éanzamientos de un dado imaginario.flearas.
Una aplicacbn importante es éleorema del multinomio:

k m k
i) = X (e ) I (A6)
j=1 3=1

ml,y...,MM

Parak = 2, cona = x1, x2 = b, m; = i, me = j Y m = n Se obtiene eleorema del Binomio:

(a+b)" = Z (;3) a't! = z; (TZL) a’ " (A.6.2)

i+j=n

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 244



APENDICE A. CALCULO COMBINATORIAL

Tomando los&rminosz;, a y b iguales a 1 se obtienen las importantes identidades

3y <m1 QO mk) — k™, (A.6.3)

mi,...,Mg

zn: (Z‘) — o, (A.6.4)

1=0

En vez de hacer la demostraciformal, examinemosomo se obtiene la expalsi de(x; +
xo + 23 + 24)°. Se tiene

(x14zo+a3+14)° = (z14To+3+24) X (21 +20+23+24) X (21 + 22+ 234 24)
X (z1+x2+3+24) X (71 +22+23+24)

La expanshn consiste en

= Elegir un €rmino de cada pantesis (4 opciones).

= Multiplicarlos.

= Simplificar el monomio resultante.

= Repetir para lag® elecciones posibles.

= Escribir la suma de lo$’® términos como una combindxi lineal de los distintos monomios.

= Determinar el coeficiente de un monomio dado.

Seaz,, el ttrmino elegido en el-ésimo pagntesis, y sea = (ry,r2,73,74,75). Por ejemplo,
r = (2,1,2,3,3) corresponde al producto,zizez373 = 12323, Aprovechando la invarianza
de la multiplicacbn bajo permutaciones de los factores, podemos seguir un caramoarto para
encontrar el coeficientgm,, ..., my) que acompa na a

z; (A.6.5)

k
=1

J

en la expangin de

k m
>
j=1

(el coeficiente de 2322 sefiac(1, 2,2, 0, 0) bajo esta notadn). En efecto, denotemos péral con-
junto del paéntesis y pord; al subconjunto formado por aquellos en que se seleccio@angirto
x;. Para obtener el monomio (A.6.5), debemos elegir estos subconjuntodatenalque se satis-
faga la restricén card A; = m;. El nimero de elecciones posibles es @fmero de particiones
ordenadas con clases de tamangsms, ..., mg. Por (A.2.14) se obtiene (A.6.1).
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Si partimos de los arreglas= (r1,...,7y), declaramos que dos arreglos son equivalentes si
dan origen al mismo monomio. Si el monomio&sspecificado por (A.6.5), para valores dados de
los m;, la equivalencia queda caracterizada por

card {i/r; =xz;} =mj, j=1,...,k. (A.6.6)
De esta forma, el coeficiente dez3z3 es

5 B 120 _ 1
12200/ 1x2x2x1x1

Por (A.3.2), el timero deé&rminos distintos en la expabsidel multinomio coincide con elimero
de combinaciones con repetiai de largak de un conjunto den elementos, es decir hay

)

téerminos distintos en la expadsi del multinomio.

A.7. Resumen: Equivalencia de modelos.

Se presentan adas brmulas obtenidas, poniendo en paralelo los diversos modelos discutidos.

w J!
Funcbn arbitraria de¥ en) con card X = I, card Y = J.
Arreglo con repeti@n de largal con un alfabeto dg letras.
Distribuir I bolas distinguibles ed casilleros.
Muestra con reposion, de tama nd, extraida de una poblam de tama nd.
Lanzarl veces un dado dé caras.

. J!
Funcin inyectivadeX en) con card X = I, card Y = J.
Arreglo sin repetidn de largal con un alfabeto déd letras.
Distribuir I bolas distinguibles ed casilleros, con exclugn.
Muestra sin reposion, de tama nd, extraida de una poblgm de tama nd'.

= (7)
f(&X) para una fundin inyectiva de¥ en), con card X = I, card ) = J.
Combinacdn sin repetidn de largal con un alfabeto déd letras.
Distribuir I bolas indistinguibles ed casilleros, con excluén.
Muestra no ordenada, sin reposéicj de tama nd, extraida de una poblam de
tama naJ.

= (77D
card f~! para una fundin arbitraria det en), con card X = I, card ) = J.

Particiones ordenadas de a lasw clases, de un conjunto de tamaho
Combinaodn con repetidin de largal con un alfabeto dd letras.

Distribuir I bolas indistinguibles ed casilleros, sin excluén.

Muestra no ordenada, con repoéiti de tama nd, extraida de una poblam de
tama naJ.

Aravena, del Pino, Quintana: PROBABILIDADES 246



APENDICE A. CALCULO COMBINATORIAL

!
=N
Biyecciones de un COhjUII'[O de tamamaobre si mismo.

Ordenes en un conjunto de tamamo

Palabras que usan exactamente una vez cada unttas.

Distribuciones de: bolas de colores en casilleros, con una bola en cada casillero.
Maneras de barajar un naipe deartas.

Z'r nor
- (nl ng - nk)
Funciones com,. elementos asignadossakesimo elemento d@.
Particiones ordenadas, con clases de tamanoes,, . . ., n, clases, de un conjunto de
tama nol.

NUmero de palabras distintas que usarveces la-ésima letra de un alfabeto édetras.
Distribuciones de bolas de colores, dondeepresenta elimero de ellas que poseen el
r-ésimo color.

Muestras ordenadas de tamamen que el-ésimo elemento de una poblacide

tama nok

aparece veces.

Repartir un naipe de cartas asignande, cartas al-ésimo jugador.

Coeficiente dg [, 7' en la expansin de(fo:1 x)", conn =) ny.
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