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Este livro ndo pretende ser introdutdrio, embora eventualmente possa ‘
ser usado como tal. Por exemplo, um assunto muito comum nos livros de ‘
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|
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¢ Introducdo a Probabilidade, & que ndo serd considerado aqui, é a teoria
combinatoria. £ preferivel, mas ndo necessario, que o leitor ja tenha algu-
ma nogao das distribuigdes discretas classicas baseadas na contagzm de
permutagoes, combinagdes, etc., tals como a binomial, nipergeométrica e
{ multinomial. Uma boa discussdo dessas distribuigdes pode ser encontrada

{
) ) emm Breiman ([6], p. 19-31, em inglés) ou Feller ([2], traduzido para o

£ ' Portugués). ' .
{ N Para se poder acompanhar o texto deste livro, os reais prerequisitos I
Y ( sdo um curso de Caleulo [);fﬁ)rtﬂﬂtiﬂi e Imcgra! ¢ alguma familiaridade com |
A= os conceitos basicos de conjuntos e fungdes. E pom que o leitor saiba lidar '
(/ ¢ com unides, intersecdes e complementares de conjuntos, e conhega os con-

ceitos de imagem inversa de um Conjunto por uma funcdo, supremo e inti-
mo de um conjunto e imite de uma seqiiéncia de ndmeros reais. Em caso
de uma eventual lacuna na formagdo do leitor nesta area de Analise,
recomenda-se uma consulta ao livro Curso de Andlise (Volume 1), de Elon
Lima [14]. L4 se pode achar, também, defini¢des e discussdes de outros




conceitos analiticos que aparecem de vez em quando aqui, tais como o li-
mite superior de uma seqiiéncia de nlimeros reais, ou a integral de Rie-
mann. Além disso, integrais mualtiplas entram em jogo no Capitulo 2, €
serd bom se até 0 §2.7 o leitor j4 tiver ouvido falar na matriz jacobiana e de-
rivadas parciais, cuja definicZo poderd ser encontrada em qualquer bom
texto de Cilculo Avancado. Finalmente, nos paragrafos 7.2 e 7.3 usam-se
alguns conceitos elementares de Algebra Linear; em particular, é preciso
conhecer as regras de multiplicacao de matrizes ¢ vetores.

Em caso de qualquer divida que surgir sobre ¢ significado de um
simbolo usada no texte, o leitor deverd consultar a lista de simbolos e no-
tagdes que aparece no final do livro. Procurei fazer uma lisia completa,
mas se persistir a duvida, é recomenddvel consultar os livros, citados
acima, de Lima [14] ou Feller {8]. (A Gnica diferenga importanie entre a
notagdo de [14] ¢ a presente, é que aqui o complementar de urn conjunto A
€ representado por A°.)

Como é sempre o caso com livros de Matemaética deste nivel, as listas
de exercicios sdo parte importantissima do livro. Ha grande nimero de
exercicios puramente computacionais, para ajudar o leitor a se treipar no
calculo basico de probabilidades. Ha muitos exercicios que estendem e de-
senvolvern idéias abordadas no texto, e alguns outros que introduzem
idéias nao consideradas ali. Os exercicios estdo arranjados por secio, ¢ de
um modo geral os problemas foram colocados na ordem que achei mais
conveniente para sua resolucdo posterior. Mas esta regra nao foi seguida
com muita fidelidade, e recomendo que o leitor ao menos leta todos os
exercicios quando chegar zo final de cada se¢d0, resolvendo em seguida os
que ele achar mais . interessantes. Sugestdes foram incluidas com os
exercicios que considerei mais dificeis, ou com os que fogem ao nivel da
SeCA0 em que se encontram.

B. Ao professor.

O material no livro é mais que o suficiente para um curso de semestre,
No IMPA, o curso de Probabilidade ¢é de quatro meses e, cada vez que foi
usada a apostila precursora deste livro, sentiu-se a necessidade de correr
no final para abordar todos os assuntos aqui presentes. Capitulos [, 2 ¢ 3
formam a base do livro e podem ser feitos em mais ou menos a metade de
um periodo. Muitas demonstracdes nos Capitulos 5 e 6 sdo técnicas e
poderdo ser omitidas. Os paragrafos 6.3, 7.2 7.3 constituem um assunto
especial — a parte da Estatistica Multivariada — que poderd ser omitido
ou até condensado para apresentacdo em uma aula no final do curso.
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O Capitulo 4 & muite mais extenso do que costuIma ser o tratamento de
distribuigdo e esperanca condicionais em textos da Teoria da Probabilida-
de. Em caso de tempo exiguo, esse capitulo podera ser abreviado, pois
consiste, na maior parte, em exemplos. Mas serd bom se 0 aluno terminar
o capitulo com, pelo menos, uma boa idéia intuitiva do principio da pre-
servagdo de chances relativas, pois assim tera condigdes de lidar no futuro
com aplicagtes de condicionamento, que é da major importéncia nas dreas
de Confiabilidade, Processos Estocdsticos e Fstatistica {tanto Bayesiana
quante Nao-Bayesiana),

Quanto aos prerequisitos, quero enfatisar que nlo é necessirio que o
aluno tenha conhecimentos da Teoria da Medida e a integral de Lebesgue
para poder acompanhar o livro. A esperanca matematica de uma variavel
aleatdria é tratada urilizando-se da integral de Stieltjes, cuja definicdo e
propriedades sdo abordadas no §3.1. A integral de Lebesgue ¢ menciona-
da apenas em observacdes. Distribuicdo e esperanga condicionais sdo tra-
tadas em plena generalidade, cu seja, sem a restricfio aos casos simples que
costumam ser tratados em livros de Introdugio & Probabilidade. Mas o
enfoque adotado ¢é o que chega as defini¢des partindo da consideracio de
limites de probabilidades condicionais. A relagdo entre este tratamento
mals intuitivo ¢ a abordagem de Probabilidade Avangada, que utiliza o
Teorema de Radon-Nikodym, ¢ formalizada no §4.3 (esta formalizacio
poderd ser omitida, como é indicado no texto).

C. Uma reta sobre rerminofogia.

Durante o processo de escrever este livro, esbarrei frequentemente no
problema de terminologia. Como o partugués ndo é minha lingua natal,
procurei ser fiel ao idioma ao maximo possivel. Mas descobri varios con-
ceitos que, embora representados por uma palavra ou frase em outras
Hinguas, possuiam mais de uma versio aqui no Brasil. Era, por exemplo, o
caso de “‘esperanca’ e “‘expectdncia’ para indicar a média de uma va-
riavel aleatdria, Precisei, entdo, fazer uma escolha. Gostaria agora de ex-
plicar minha escolha em trés casos.

(1) Parece-me que a palavra “‘expectdncia’’ surgiu em portugués co-
mo traducdo do inglés “‘expectation’’. Porém, a palavra usada em espa-
nhol € "“esperanza™ e em francés é “espérance’, esta ultima sendo usada
desde, pelo menos, o século 8. Portanto, optei por “‘esperanca’’,

{2) Resolvi usar o adjetivo “‘condicional’’, em varios lugares em que
também se usa “condicionada’, a saber, em “‘probabilidade
condicional”, “‘distribvicdo condicional’® e “esperanca condicional’’,
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Escolhi assim porque quando ocorre um evenio, s3o ocorréncias de outros
eventos e valores de varidveis aleatdrias que estido sendo diretamente
afetados (i.e., condicionados), decorrendo dal as modificagdes nas
probabilidades, distribui¢des e esperangas através das respectivas
defini¢des. Portanto, prefiro '‘condicional’’, mas talvez seja mais uma
questdo de gosto.

{3) Primeiro, consideremos um exemplo do problema: na expressdo
“‘leite de vaca puro’’, é Obvio, pela concordincia, que ndo estamos opi-
nando sobre a vaca. Mas em espanhol, onde “‘leche’ & feminina, a ex-
pressdo seria altamente ambigua., Temos o mesmo problema em portuguds
com a expressdo ‘Tecrema do Limite Central’”, atualmente muito usado
no Brasil. Assim como esta, esta frase da a nitida impressdo de que é o li-
mite que seja central, o que na realidade nao faz sentido. Por isso, optei
pelo uso de “Teorema Central do Limite’’, para afastar qualquer divida
sobre 0 que seja central. '

E interessante que a frase em inglés, ‘Central Limit Theorem”, ¢
também altamente ambigua, e acho que isto explica a tradugdo de uso cor-
rente no Brasil. Ocoree que a origem da expressao foi, aparentemente, o
alemio e ndo o inglés. De fato, a expressao ¢ frequentemente atribuida a
Polya, que usou a frase “‘der zentraleé Grenzwertsatz’’, ire., 0 “central”’
refere-se ao ‘“‘teorema do limite”.
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CAPITULO 1

EFINICOES BASICAS

81.17  Modelo méteme’atico para um experimento
(modelo probabilistico)

Suponhamos que um experimento seja realizado sob certas con-
digbes fixas. Seja Q o conjunto de resuitados possiveis, onde por “re-
sultado possivel” entende-se resultado elementar e indivisivel do ex-

perimento. € sera chamado espago amostral do experimento. Por
exemplo:

EXPERIMENTO 1. Jogar um dado equilibrado e observar o nu-

mero da face superior. E claro que (2= {1[,2 3 4,
5, 6}, pois esses 6 resultados 530 0S Unicos possiveis, {"Nuimero par",
pot exemplo, ndo ¢ resultado elementar. pois consiste dos 3 resuliados
2406

As vezes, 0 conjunto de resultados possiveis ndo ¢ tio ficil de
ser definido:

EXPERIMENTO 2. Selecionar ao acaso um habitante do Rio de Ja-

neiro ¢ medir sua altura em metros, Quais os
resultados possiveis deste experimento? Numeros reais entre o e 7
Supondo que ndo exista uma altura maxima, talvez seja razoavel fazer
=10, 3z}, Mas ¢ evidente que esse conjunto contém resultados im-
possivers. tais como um milhdo ou um bilhdo de metros. Outros can-
didatos para Q seriam, por exemplo, ¢s intervalos limitades 0. 3) e

[1/10.3]. Os dois intervalos contém. aparentemente, todos os resuyl-

tados possiveis do experimenio. Esta propricdade ja ¢ suficiente para
nossos propositos, e podemos escolher qualquer desses intervalos {in-
cluindo (0, o0)) para o €spago amostral. De fato, a propria rela i,




2 Probabilidade: Um curso am Nivel lntermadidrio

embora contenha muitissimos resultados impossiveis. pode represen-
tar uma escolha muito conveniente para (2 principalmente no caso
em que desejemos atribuir uma distribuigdo normal ao resultado (veja
o Capitulo 2).

O importante, entdo, & que Q confenha todo resultado possivel;
por isso vamos supor:

(1) a todo resultado possivel corresponde um, e somente um, pon-
to wel; e

(i) resultados distintos correspondem a pontos distintos em (%,
I €, @ ndo pode representar mais de um resultado.

Ora, quando se realiza um experimento ha certos eventos que
ocorrem ou ndo. Por exemplo, no experimento 1 (jogar um dado e
observar o resultado) alguns eventos sdo:

A = “observa-se um nlmero par”
B = “observa-se o niumero 2
C = “observa-se um ndmero > 4".

Notemos que cada um desses eventos pode ser identificado a um
subconjunto de Q, a saber: A4 = {2, 4, 6}, B={2}, C= {4, 5, 6!. Esta
identificagdo de eventos e subconjuntos costuma ser realizivel no caso
de um experimento qualquer.

Com efeito, seja 2 o espago amostral ¢ 4 um evento associado
a0 experimento, ie, um evento que seguramente ird ou nio ocorrer
sempre que for realizado o experimento. Para fixarmos idéias. supo-
nhamos que £ consista exatamente nos resultados possivels do expe-
nmento, de modo que O ndo contenha resultados impossiveis; Su-
ponhamos, entdo, que w seja o resultado do experimento. Se A ocorre,
dizemos que w ¢ favordvel a A. Se A ndo ocorre, dizemos que @ nio
¢ favoravel a A (ou ainda, que w é favoravel ao evento * ‘nao A7). Iden-
tificaremos o evento A e o subconjunto de Q) que contém todo w fa-
voravel a A. Por exemplo, consideremos o

EXPERIMENTO 3. Escolher, ao acaso, um pouto do circulo (disco)
de raio | centrado na origem. Entio

(=]
1A

Q2 = circulo unitario = !(x, y)e R%; x2 + y

¥

Dafinicdes Bisicas 3

Aqui estdo alguns eventos para esse expenmento:

5

{ = "distancia entre o ponto escolhido e a origem ¢é <

B = "distancia entre o ponto escolhido e a origem & > 15;
- ="1.* coordenada do ponto escolhido & maior que & 22"

Se w=(x, y) for o resultado do experimento, @ serd favorivel

a0 evento A se, e somente se, x> - ~ e sera favordvel a C se.

¢ 30 s, x > . Nenhum resultado sera favoravel a B. Logo temos:

A= e P QR

B = @ = conjunto vazia:

Entdo, todo evento associado a este experimento pode ser iden-
tificado a um subconjunto do espago amostral (). Reciprocamente,
se A for um aubumjlmto qualquer de ), i.e, A CQ, entdo serd con-

eniente identificar A4 e o evento “resultado do experimento perten-
ce a A",

Chegamos 4 seguinte definigdo, que adotaremos no caso geral,
inclusive nos casos em que utilizamos um espago amostral maior que
0 L’iifl[ctmbﬂtb Necessano:

)EHNICAO LI Seja Q2 o espago amostral do experimento. Todo

subconjunto A CQ serd chamado evento. Q ¢
evento certo, @ o evento impossivel. e we (), o evento {w} ¢ dito ele-
mentar {ou simples),

Observacdo. As vezes, identificamos o evento {m!} (= “resultado do cx-
perimento é "} ¢ o ponto m. Comeo, por exemplo, na
indicagdo Plw) = P({w}).




4 Frebabllidads: Um curso em Nivel Intermediario

E bom saber traduzir a notacio de conjuntas para a linguagem
de eventos: A B ¢é o evento “4 ou B”, AnB="4¢e B", A°=nio A"
{l. e, ocorre o evento A° se, ¢ somente se, ndo ocorre o evento A);
A C B significa: a ocorréncia do evento A implica a ocorréncia do
evento B; AnB = (5 significa: Ae B sdo evenlos mutuamente exclu-
sives ou incompativeis. (Para um exercicio sobre essa linguagem, veja
o exercicio 1.)

A esta altura ¢ razoavel perguntar: a que eventos vamos atribuir
probabilidade? Consideremos novamente o experimento [, e seja A
um evento, i.e, 4 L. E evidente que podemos atribuir probabili-
dade a A pois estamos jogando um dado equilibrado. De fato, defi-
nimos;

#A numere de resultados favoravels a A

P(A) = = 2o RO
6 numero de resultados possivels

Esta ¢ a deflinigdo classica de probabilidade quando Q é finito, ¢ ba-
scia-se no conceito de resultados equiproviveis, ou melhor, no prin-
cipio da indiferenga (estamos “indiferentes” diante dos resultados

I, 2.3, 4, 5, 6: logo definimos P(j) = —é—-- ¥ ieQ). Entdo para o expe-

rimento 1, nossa resposta é que todo evento terd uma probabilidade.

Consideremos agora o experimenta 3 (escother um ponto ao acaso
no circulo unitdnio). Aqui “ao acaso” serd interpretado assim: dois
eventos 1€m a mesma probabilidade se, e somente se, eles tém a mes-
ma érea. (Essa probabilidade é chamada geomérrica. Veja Gnedenko
[11]. §6.) Essa interpretagio conduz & definicdo, para A <.

area A area A
PlAy = 12007 e
) area () 7

se drea A estiver bem defimida. Acontece que nem todo subconjunto
de € tem uma area bem definida. 1 e.. nem todo evento tem uma pro-
babilidzade. (De fato. segundo um teorema profundo da Teoria da Me-
dida: ndo se pode definir P(A4) para todo 4 C Q) de modo que P(A) =
= {area A)/mx para todo A4 cuja area estd bem definida; i.e., ndo po-
demos estender a definigdo de P(A4) para toda evento de modo a sa-
tisfazer os axiomas usuais, que serdo vistos mais adiante. A prova disto
depende da Hipdtese do Continuo.) Vamos. entio. atribuir probabi-
lidade somente aos eventos cuja area estiver bem definida. Tais even-
tos serdo chamados eventos aledtdonos.

I3
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DEFINICAO 1.2. Um evento A ao qual atrubuimos uma proba-
bilidade serd chamado evento aleatdrio.

Na pratica, o fato de ndo podermos atribuir probabilidade a todo
evento nio nos causard problemas. No experimento 3, por exemplo,
obviamente & suficiente restringir a nossa atengdo aos conjuntos com
4rea bem definida, pois os conjuntos sem area definida nunca surgem
na pratica (de fato, é impossivel visualizar um tal conjunto).

Vamos supor, contudo, que a classe dos eventos aleatdrios possua
certas propriedades basicos e intuitivas, que serdo essenciais para o
desenvolvimento posterior da teoria ¢ do calculo de probabilidades.
Indicando com + a classe dos eventos aleatdros, vamos estipuiar as
seguintes propriedades para &/:

Al. Qe (definiremos P(2) = 1).

A2. Se Aesd, entdo ASes/ (€ evidente que definiremos

P(A%) = 1| — P(A)).

A3 Se Aex/ e Besd, entdo Av Bes/ (1. e, se atribuirmos uma
probabilidade a A e outra a B, entdo atribuiremos wma probabilidade
a "4 ou B")

: ’ K]
Em outras palavras, vamos supor que .« seja uma algebra de
evenlos:

DEFINICAQ 1.3. Seja 2 um conjunto ndo-vazio. Uma classe « de
subconjuntos de 2 satisfazendo Al, A2 e A3 ¢
chamada digebra de subconjuntos de €L

PROPOSICAQ 1.1. Seja &/ uma dlgebra de subconjuntos de §1. Entao
valem as seguintes proprieduades.
Ad. Jeo ¢

AS, ¥ VA, .., A,es, temos | ) Ajeo e [} Aed.
=1 i=1
‘?. v . .
Esta proposi¢do diz que uma algebra ¢é fechada para um numero
{inito de aplicagbes das operagdes U, n. e ©
Prova. A1 ¢ A2 implicam A4. Para A5 temos Al=A,u 4, e/ =

= U A e, por indugdo,
i=1

={4,u A )Ju dyen = .

QJJ
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Agora basta abservar que
\L'
"

=y )

¢ aplicar sucessivamente A2 a parte ja provada de A5 e, novamente,
A2 0O

(Exercicio. Demonstre que < & também fechada para diferengas, i e,
se e/ ¢ Bew/, entdo A — Bew onde A — B = Am B

Sem perda de generalidade (veja a segunda observagdo a seguir),
Yamos supor que a classe dos eventos aleatérios também satisfaga:

x
A3 Se A esf para n=1,23,..., entdo U A, e
n=]

DEFINICAO 1.4, Uma classe o de subconjuntos de um conjunto
nao-vazio £ satisfazendo Al, A2 ¢ AY & chamada
o-dlgebra dessubconjuntos de Q.

Observagdes. (1) Uma ¢-dlgebra é sempre uma &lgebra, pois 43 é con-
seqiiéncia de A3, ja que AU B = AU BU BU B.. e
se o & g-dlgebra.

(2) Podemos supor, sem perda de generalidade, que & é uma
o-algebra em vez de dlgebra, pelo Teorema da Extensio de Carathéo-
dory. Este teorema da Teoria da Medida garante que uma probabili-
dade definida em uma élgebra, e de acordo com os axiomas usuais,
pode ser estendida de uma Vnica maneira para a o-dlgebra gerada
pela algebra. (Para entender o significado de “s-algebra gerada pela
algebra”, veja o exercicio 6.)

(3) Em inglés, usa-se as vezes o termo “field” {corpo) no lugar
de “algebra” e “s-ficld” no lugar de “o-dlgebra”. Para o tradutor de
Gredenko (veja [11]), o-algebra é “Borel field”. Em francés, & “tribu”,

PROPOSICAO 12. Seju o uma a~fia’ggbm de subconjuntos de (.

Se A, A, ...ed, entdo m A e,

n=

Prova. () A, = (HO. A) "

n=

T e
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Podemos dizer, entio, que uma o-dlgebra ¢ fechada para um no-
mero enumerdvel de aplicagdes das operacdes o, ~ e ©

EXEMPLOS (de g-dlgebra de sventos aleatorios).

(1) Caso discreto. Se Q for finito ou enumeravel, entio o serd
{usualmente) a g-dlgebra de todas as partes de () L e, o = 2(Q). Por
exemplo, no experimento !, onde Q:{I, 2,03, 4, &}, temos «of =
=2 ={7, {1}, {2},.. 65 11, 2}, .., 0}, A classe o tem 29 = 64

<.
<
s

“elementos, de modo que ha 64 eventos aleatdrios associados a este ex-

perimento. No caso finito geral, se Q tem n elementos, 2(Q) tem 2™
O leitor deveria se convencer do fato de P(Q) ser uma o-dlgebra, ve-
rificando 41, 42 ¢ AY

{2) Caso continuo. Consideremos 0

EXPERIMENTO 4, Selecionar, ao acaso, um ponto do intervalo

[0, 1] Aqui, Q=100,1] ¢ « = todos os sub-
conjuntos’ cujo comprimento esteja bem definido. Quem sio esses
conjuntos? Considerernos primeiro unides finitas de intervalos e seja
o ={4C[0,1]: A ¢ unido finita de intervalos}. Notemos que
¢ algebra, pois Q ey, se A €/ entdo A° também é unido finita de
intervalos, A3 é trivial. O conjunio vazio ¢ € o evento elementar
{o}, onde we [0, 17, serdo interpretados como intervalos degenerados
de comprimento 0, portanto scrao elementos de <. Mas o ndo é
c-dlgebra, pois ndo contém toda unido enumerdee! de tntervalos, como
teria que conter se fosse o-algebra. Por exemplo, o evento

/£ 2 1 T
A == U I_ ) _l_, .J... L .J_ , ' [ R A [ . ]_ N - ] — ..
2 24 4 3 2" PAN

¢ unido enumeravel de intervalos mas Obviamente nio é unido finita.
Entdo a classe de eventos aleatorias sera maior e mais complicada
que ./, Alias, € bem claro gue 4 € um evento 'ak-.atérin, pois seu com-
primento pode ser definido somando-se os comprimentos dos inter-
valos componentes, fazendo com que comprimento (4) = | = P{A).

Outro evento que ndo pertence a g, mas cuja probabilidade
pode ser definida, & o conjunto dos racionais, 're [0, 17 r racional].
Qual a probabilidade de selecionar um nGmero racional? E claro que 0
¢ 0 (nico candidato para o comprimento do conjunto dos racionais,
pelo seguinte argumento:
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Sejam ry, ry, ... 08 racionais em [0, 1], e seja 4, o intervalo aber-
to de centro r, e comprimento £/2% onde ¢ > 0. Entdo,

B = {F'n T ],2,;’ e Lj Am

=]
e 0 comprimento do conjunto dos racionajs satisfaz

U 4,

n=1

comprimento (B) < comprimento

L T

@
< 5 comprimento (A4,) = -

n=] n

=&

I~

L

ol

Como o comprimento de B ¢ menor que ou igual a &, para todo
& >0, ele € igual a zero. (Um argumento alternativo: como B é unido
enumeravel dos intervalos degenerados disjuntos {r.}, todos de com-
primento zero, o comprimento de B € a soma dos comprimentos dos
componentes, ou seja, comprimento (B) = 0.) '

Os eventos A e B acima sdo unides enumerdveis de intervalos
¢ portanto, pertencem a toda o-dlgebra que contém os intervalos.
Neste livro, nossa a-algebra de eventos aleatérios para o experimento 4
serd a g-dlgebra gerada pelos intervalos, i c., a menor g-algebra que
contém todos os intervalos (veja o exercicio 6). Esta g-algebra ¢ cha-
mada o-digebra de Borel em [0, 1] e seus elementos sdo chamados
borelianos. Notagio: By, ,,=1{A c[0,1]: A boreliano}.

Observagdo. Vamos indicar com # a a-dlgebra de Borel na reta, i e..

a menor ¢-algebra contendo todos os intervalos. Os ele-
mentos desta ¢-dlgebra sdo os borelianos da reta. Em termos intuiti-
vos, um boreliano ¢ um conjunto que 'pode-se_r obtido de um numero
enumeravel de intervalos aplicando-se as operacdes U, M e < um ni-
mero enumeravel de vezes. O conjunto dos racionais, por exemplo,
¢ boreliano por ser unido enumeravel de intervalos degenerados (pon-
tos). O conjunto dos irracionais também o ¢, pois ¢ complementar de
unido enumeravel,

Defini¢des e notagdes analogas valem para dimensdes maijores que
um. Por exemplo, #7 ¢ a g-algebra de Borel no plano &7, L ¢, a menor
g-algebra contendo todos os retanguios. A idéia intuitiva de boreliano
no plano ¢ a de um conjunto que pode ser obtido partindo-se de um
namero enumeravel de retangulos e aplicando-se as operagdes v,
e © um nimero enumerdvel de vezes. Entre os borelianos do plano
encontram-se as regides abertas. porque toda regido aberta pode ser

SRUTIRTHE TN

B R O N e e N P N A N M e WL S T e

T

e Mt
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descrita como unifo enumeravel de retingulos. Alids, todo subcon- -
junto do plano que pode ser desenhado ou visualizado é boreliano,
e podemos dizer a mesma coisa sobre os borelianos da reta, do es-
pago, etc.

No caso de n geral, #" ¢ a o-dlgebra de Borel no R i e., a menor
o-algebra contendo todos os retingulos n-dimensionais {os retingulos
tridimensionais, por exemplo, sdo os paralelepipedos retdngulos no B?).

Até agora, temos definido a probabilidade de wm evento aleato-
rio utilizando algumas definigdes classicas (resultados equiprovaveis,
probabilidade geométrica). Outro método de delinir probabilidade é
o da freqliéncia relativa: poderiamos definir P(A) como o limite da
freqiiéncia relativa da ocorréncia de 4 em n repetigdes independentes
do expernimento, com n tendendo ao infinito, i e,

P(A} = lim — x (nimero de ocorréncias de 4 em n “ensaios
L I F?

independentes do experimento}:

Essa ¢ a defini¢do “freqlientista” ou “estatistica” de probabilidade.
Basela-se na experiéncia, comum a todos nos, da estabilidade da fre-
gliéncia relativa de ccorréncia de eventos, quando realizamos muitas
repetigdes do experimento. Essa definigio foi usada por von Mises
na construgdo de uma teoma de probabilidade. Nio €, contudo. a
definicdo que adotaremos neste livro, mas serd obtida no Capitulo 5
como conseqliénaa da construgdo axiomatica de probabilidade que
comegaremos agora. '

Ndo vamos nos preocupar, doravante, com o problema de como
defimir probabilidade para cada experimento. Simplesmente, vamos
admitir que existem as probabilidades em uma certa o-algebra o de
eventos, chamados eventos aleatdérios; vamos supor que a todo 4 e
seja associade um niamero real P(A), chamado probabifidade de A.
de modo que os axiomas a seguir sejam satisfeitos. {Lssa construgio
axiomatica de probabilidade se deve a Kolmogorov — veja a referéncia
[12] — e conseguiu proporcional & Teoria da Probabilidade uma base
matematica firme.)

AXIOMA 1. P(4) = 0.
AXTOMA 2. P(E)) = 1.

|I|‘;‘|;||||i||||m‘!!!HI'I‘lI'I‘Iil!‘I]II=|]II=|III"HI|‘|1I|’|‘I!"I‘II'!|I!'I'I!‘I=IFI'I"I'I!:||5'I'I"I"!! T T ||I||||1H
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AXIOMA [—1dam.=tdadejmrta} Se Ay, ..., A, e sdo disjuntos (2 a 2),

entdo P( ! ) = >._, P{4,). (Os eventos sdo disjuntos, ou
ko= k=1

disjuntos 2 a 2, s¢ si0 mutuamente exclusivos, i e. Aind;j=J se
i# )

Observagdes. Como A\ 4,0 Ay =(4,U A,)u 4,, podemos usar in-
dugdo para mostrar que o Axioma 3 esta satisfeito (para
todo n) quando esta satisfeito para n=2.

Uma funcdo P sausfazendo Axiomas I, 2 ¢ 3 é chamada pro-
babilidade finitamente aditiva. Embora alguma coisa tenha sido feita
com tais probabilidades (veja, por exemplo, Dubins e Savage: How
to Gamble if You Must), ¢ matematicamente mais conveniente supor
c-aditividade:

AXIOMA 3. (s-aditividade). Se A,, A, ..
tuamente exclusivos), entdo

P( lE"l1 ,4,,) = ; P(A

. O Axioma 3 implica 0 Axioma 3, ie, se P é
g-aditiva, entdo € finitamente aditiva.

.esf sdo disjuntos (i.e., mu-

PROPOSICAO 13

Prova. Suponhamos satisfeito o Axioma 3, e sejam A,, .., 4, s/
disjuntos. Notemos iniciaimente que P{() =0, ja que

P(Q)) = PIQU gJu gv ) = P(Q) + P(Z) + PLI) + ...

Definamos A, = @i parak=n+ 1, n+ 2,....Entdo Ay A, .. sdo

disjuntos, logo

P(RQ A*) = P( O A,() L P(A ,, PlA) +

k=1 k=1 = 1

+ @)+ PO + .. = i P(A. [

k=1
DEFINICAO 1.5. Uma fungdo P definida numa ¢-algebra & e satis-
fazendo os Axiomas I, 2 e 3’ chama-se uma medida
de probabilidade em s¢ ou simplesmente uma probabilidade em .

¥

T T IO I TUL )

L}
- - e
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Ocorre que, dados 0s Axiomas 1, 2

» 2,3, 0Axioma 3 & equivalente ao:
AXIOMA 4 (“Continuidade no vazio”). Se a sequéncig (A

waz 1. Onde
A e Vo

decrescer para o vazio, emdo P{A,)— 0 quan-
do n-» .

Observagdo. (Ao decresce para o vazip (A,

Len )1gmhu A DA,
¥ n, o ou seja, |

Agas decresce, e \
PROPOSICAO 1,

v L3, 0 Axioma ¢ 8 equiva-

(i.e.. uma probabilidade Jini-
€ 50 se, é continua no LdIio)f.
Frorva, m Suponnmo:. 0 Axioma 3. Sejam Ay oAy, e tais que

L& Queremos provar que P(A,})=0. Temos

. Dados o5 Axiomas 1

ol

lente ao Axioma 3
tamente aditiva & umea probabilidade se,

AL = (AL = Ao (4, — AU U (A — Ay,
k=
pelo diagrama:
Az
J’13
-
=1

Os “anéis” A, — Ay sdo disjuntos, porque a seqliéncia ¢ decres-

cente, ¢ pertencem a =/, j4 que o/ & fechada para diferengas (veja o
exercicio seguinte a Proposicdo f.1.). Pelo Axioma 3’

k]

Es

2. ‘U(Ak — A+ ih

portanto a série & convergente e ’

n

[Tdk-_ Ak‘l)"”_“’FTAll

el

K=

Pela aditividade finita,

PlA = Ay ) = P(A) ~ PlA, ),

RNt R e G G UK E L TR LR T E LR IR IR R T —
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logo . ‘
P{4,) = lim } — P(A,+ ) = im (P(A4)) — P(A,),
n—w k= P
e entdo P(A,)—0.
(i) Suponhamos o Axioma 4 e sejam A, A, ... € G]SJLIIHOS Que-
£om @ . N
remos provar que P(U Aﬂ) = Y P(A,). Seja A = U1 A,, entio
n=1 n= e

A= (J;fl An)u ( Q N \)

e pela aditividade finita,

P(A) = LP ( U 4)

n=k+ |
Seja B, = | ) A, entdo Byl e portanto £(By) -0 (pelo Axio-
a=k+ 1

ma 4). Logo

COROLARIO. Os dois seguinies sistemas de axiomas sdo equivalen-
res:

Sistema 1: Axiomas 1, 2,
Sistema [ Axiomas 1, 2

[P

Prova. O sistema | ¢ equivalente aos Axiomas 1, 2, 3. 3, pois ja vimos
que o Axioma 3’ implica o Axioma 3. Agora basta aplicar a
Proposi¢io 1.4.[]
Observagdo. Entdo para verificar se P ¢ probabilidade em o/, basta
verilicar os axiomas do sistema | ou os axiomas do sis-
tema IL

Propriedades de probabilidade. Seja P uma probabilidade em uma a-

dlgebra . Suponhamos que todo A
abaixo pertenga a .o/, Entdo as seguintes propriedades sao conseqiién-
cias dos axiomas:

P1. P{A9) =1 — P{4). (Conseqgiiéncia dos axiomas 2 e 3.)

T "

e

—
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Caso particular importante: P(H)=1— P({})=0.

P2, 0< P(A ) . (Canseqiiéncia do Axioma | e Pl))
P3. 4, C A, (A }< P A,). (Pela aditividade finita, P(4,) = P(A,) +
+ P( A2 }>_ A,), pelo Axioma 1.)

P4. (U 4, )= L P(A,). (Pela aditividade finita,

i=1 i=1

P(A,U Ay) = P(A) + P(A, A AS) < P(4,) + P(A.),

por P3, ja que A, v AL C A,. Completa-se a prova por indugio.)

(U A ) l P(A,). (Exercicio 2.)
i=1 =1

P6. (Continuidade de probabilidade). Se A, T A, entdo P{A,) 7 P(A). Se
AL A, entdao P(A,) L P(A).

+

P

[

Prova de P6. Vamos-supor que A, | A, ie, que 4,0 A,_,%n e
() A, = A. Entdo, P(A,) = P(4,.,), por P3, e

2l
(An—A) | F=P(A4,— A)— 0, pela continuidade no vazio. A aditivi-
d'ade finita implica P( — A)= P(A,} — P(A4), pois A C A4,. Resumindo,
temos P(A )—P{A)—v@ e {P(A.)}.>, decrescente, logo P(A4,)! P(A).
Se A,TA (e, A, CA,. ¥ne [J A, = A), entdo A5l A% Logo

nzl

PLAS) | P(AS), ou seja, 1 — P(A,)]]1 — P(A); portanto P(4,}1P(A4). (I

Modelo probabilistico. Terminamos a formulagio do modelo matema-
tico para um experimento, ou modelo proba-
listico. £ constituido de:

{a) Um conjunto ndo-vazio £, de resultados possiveis, o espago
amostral. )

{(b) Uma o-dlgebra & de evenros aleatdrios.

{c) Uma probabilidade P definida em /.

Agora vamos retirar nosso modelo do contexto de um experi-
mento e reformula-lo como um conceito matematico abstrato.

DEFINICAO 1.6. Um espago de probabilidade ¢ um trio ({L o, P),
onde (a) 2 ¢ um conjunto ndo-vazio,

(b) . é uma g-dlgebra de subconjuntosde (L e
(c) P € uma probabilidade em o

A partir de agora, tudo serd estudado em espagos de probabilidade.
apesar de mantermos a linguagem de experimentos e eventos. (J& vimos

0 e A A 0 A 0 0 T P ot T D 0 oo o 10 o e i
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que todo modelo probabilistico € um espago de probabilidade, Re-
ciprocamente, o espago de probabz]idddc Q, =, P) pode ser consi-
derado um modelo para o experimento “selecionar um ponto de  con-
forme a probabilidade P". Se o leitor quiser, podera continuar conside-
rando um ¢spago de probabilidade como um modelo probabilistico.)

§1.2 Probabilidade condicional

DEFINICAO 1.7. Seja (Q, «/, P) um espago de probabilidade. Se
Bew e P(B) >0, a probabilidade condicional de A

dado 8 ¢ defimida por

P4 0 B)

S e
P(B)

P(A|B) =

Observagdo. Se P(B) =0, P{A|B) pode ser arbitrariamente definida.

A maioria dos livros faz P(4 | B) =0, mas é mais interes-
sante fazer P(A i B) = P(A) para que P(4 ] B) seja uma probabilidade
em o/ (como fungdo de A). E também conveniente, por independéncia,
fazer P(A|B) = P(A) — veja § 1.3

Consideremos um diagrama de Venn:

Se A e B sdo desenhados de modo qﬁe as areas de A, B e An B sejam
proporcionais as suas probabilidades, entdo P(4 ] B) ¢ a proporgio do
evento B ocupada pelo evento 4. Note que P(A|B), Aes, é real-
mente uma probabilidade em « (verifique os axiomas!). Consegiien-
termente as propncdddes de probabilidade sdo mantidas, por exemplo:
P(A*| B) = P(A] B).

R
B e —

o :
p ' ' {Prova formal: PIANBACy=PANBYP(CIA ~B)=
‘o = P(A)P(B] AYP(C| A ~ B).)

et | T 4O O S L 0 0L O 0 00 0 v st 5 e
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Probabilidade condictonal possui uma interpretagdo intuitiva em
termos de [freqiiéncias relativas, Pensando em probabilidade como li-
mite de freqiéncia relativa, temos

Ak

P4 8) = - )

itm —x {ndmero de ocorréncias de "4 ¢ B” em nensaios independentes do experimento)
w1

lim — % (ndmero de ocorréncias de B em n ensaios independentes do experimento)

L -'..D fl

“ numcm de 0c0rr=nud> de 4 a) Bemn CIhaIDa
= lim

T OUmeEro- de ocorréncias de -B n0s Mesmos n ensaios - - -

Entdo, quando n ¢ grande, P{A|B) ¢ aproximadamente igual ao
quociente do nimero de ocorréncias de 4 e B sobre o numero de
ocorréncias de B em n ensaios independentes do experimento, 1 e,
P(A] B) ¢ aproximadamente a propor¢do, entre 0s experimentos em
que ocorre o evento B, daqueles em que o evento A também ocorre.
(Para uma aplicagdo desta interpretagio a um caso, especifico, veja
0 exemplo 4 adiante.)

Decorre da definicio que P(An B) = P(B) P(A | B), e esta igual-
dade € valida também quando P(B)=0. Esta igualdade se generaliza:
sendo A, B, C eventos aleatorios, temos P(4 B Cy=P(A) P(B] A)-
- P(C| An B). Isto pode ser visto pelo seguinte diagrama, [xnsand(} nas
probabilidades de todos os eventos como proporcionais as suas areas.

I | Q

R _|! !

_ 3
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Por indugio, temos o seguinte
TEOREMA 1.1, (Teorema da Multiplicacdo ou Teorema da Probabili-
dade Composta). Seja (SL.s#, P} um espago de proba-
bilidade. Entdo
(i) P(A ~ B) = P(A)P(B| A) = P(B)P(A|B), YA, Bes,
(il) P(A, n A, A= PUAYPA A P(A| A 0 Ay)
PAA A A ) Y Ay, L Agedd, V=23,

EXEMPLO 3. Selecionar trés cartas de um baralho, a0 acaso ¢ sem
reposi¢gio. Qual a probabilidade de tirar 3 reis?

Seja A; o evento “tirar rei na i-ésima extragdo”. Entdo {com A =
= “tirar 3 reis”) temos

, 4 3 2
P(A) = P(A; 1 Ay n Ay) = PIAP(AR | AP [ Ay Ay) = o5 51750

Verifiquemos através da distribuigdo hipergeométrica:

()60
SN 4ipaaer 40300

’] — - BRI P

PA) 52 52! 52 51- 50

Agora suponhamos que 4,, A,, ...

tuamente exclusivos e exaustivos (i. e, que 0s A; sejam disjuntos = mu-

tuamente exclusivos e w4, = Q). Entdo os A; formam uma parrigac
do espago amostral Q:

sejam eventos aleatdrios mu-

Vamos admitir que a seqiiéncia A, A4,, ... seja finita ou enu-

 meravel — entdo, por exemplo, 4 ¢ 4 formam uma particdo, V A e.o.

]

]
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Para todo evento Bes#, temos B = U{A" N B). Como os A4, sdo
i
disjuntos, entdo os B A; sio disjuntos e

P(B) =} P(A;n B) = ¥ P(A) P(B| A)):

7

Logo temos o seguinte

TEOREMA 1.2. (Teorema da Probabilidade Total (ou Absoluta)). Se a
sequéncia (finita ou enumerdvel) de evéntos aleatérios
Ay, Ag, o Jormar wma particdo de Q. entdo

P(B) = ZP[A,.) P(BlA4), V Bes.

Usando esse teorema, podemos calcular a probabilidade de A;
dada a ocorréncia de B:
Hdin B)

P(B)

= P(4;| B) = P(_ALP(B_%}_

L PA)PBIAY

El

P(4;]B) =

E.s?a € a formula de Bayes. Ela ¢ 0til quando conhecemos as proba-
bilidades dos A; e a probabilidade condicional de 8 dado A;, mas
nao conhecemos diretamente a probabilidade de B:

EXEMPLO 4. Experimento de duas etapas (experimento composto).
Supor que uma caixa contenha rés moedas: duas hones-
tas e uma de duas caras, Retirar uma moeda ao acaso e joga-la. Per-
gunta: qual a probabilidade condicional da moeda ter sido a de duas
caras, dado que o resultado fipal foi cara?
Este ¢ um experimento de duas etapas, e queremos.calcular a
probabilidade de um evento determinado pela primeira etapa dado
um evento determinado pela segunda. Sejam, entdo, A, = “moeda re-

i IIIIIIIH
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tirada & honesta”, A, = "moeda retirada & a de duas caras”, ¢ B = “re-
sultado final é cara™.

Aplicando a formula de Bayes, temos

P(d,) P(B] 4,)

PiA, = -
P(AY) P(BI A + P

B)

) PB[AY

LS

Podemos interpretar este resultado da seguinte maneira, em ter-
mos de freqiiéncia relativa: se o experimento fosse repetido indepen-
dentemente um grande nimero de vezes, entdo a moeda de duas caras
seria a escolhida na primeira etapa de aproximadamente metade dos
experimentos em que o resultado final fosse cara.

Observagdo. A foérmula de Bayes ¢, as vezes, chamada de formula de

: probabilidades “posteriores™. Com efeito, as probabilida-
des P(A,) podem ser chamadas probabilidades “a priori” e as P(A, | B),
probabilidades “a posteriori”.

§1.3 Independéncia

DEFINICAO 1.8. Seja (€2, P) um espago de probabilidade. Os even-
tos aleatorios 4 e B sdo (estocasticamente) indepen-
dentes se

P(4 ~n B) = P(A)- P(B).

Qbservagdo. Eventos de probabilidade zero ou um sdo independentes

de qualquer outro: se P(4) =0, entdo P(AnB)=0e Ae B
sdo independentes, ¥ Besf. Se P(B) = |, entio P(A N B) = P(4) —
— P(AnB) e como An B C B implica P(An B < P(B) =0,
temnos P(A N B) = 0 e P(An B) = P(A) = P(A) P(B). Logo 4 e B sio
independentes, V A e, '

PROPOSICAO 1.5. A é independente de si mesmo se, e somente se,
' P(AY=0 ou 1.

Prova. P(4)= P(An A} = P{A)P(A)=>P(A) =0 ou 1. [

]
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PROPOSICAO 16. Se 4 ¢ B sdio independentes, entio 4 ¢ B tam-

bém sio independentes (e tambom A° e B, e ainda
A e B

Prova. Supor A, Bindependentes. Entio PlANE) = P(4) — P(AnB)=
- ={pela independencia) = P(4) — PA)P(B) = P(A)(1 — P(B)) =
=P(4)- P(B). O
Aqui estd uma justificagdo intuitiva da Definigdo 1.8: B é inde-
pendente de A se tanto a ocorréncia quanto a ndo ocorréncia de A
ndo aletam a probabilidade de B ocorrer, i e, P(B|4)= P(B) ¢
P(B| A9 = P(B). Estas duas equagOes significam que

P(A N B) = P(4) P(B| 4) = P(4) P(B) ¢
PlAT N B) = P(A) P(B| A9) = P(A%) P(B);

pela Proposicdo 1.6, basta uma destas Gltimas equagdes para a de-
finicdo.

Observagio. Se AnB= (&, entio A ¢ B nao sao independentes (a
menos que um deles tenha probabilidade’ zero).

EXEMPLO 5. No experimento 1, os eventos A — “observa-se um nu-

mero par” e A° = “observa-se um namero impar” nio
sdo independentes. Intuitivamente, porque ndo sdo compativeis, ¢ for-
malmente, porque

¢ t
P(f'i ™A ) = fJ{Qj) =) # 4 — P{A) }}{Ac}
EXEMPLO 6. No experimento 3, os eventos

A= "distancia entre o ponto escolhido e a ongem & < L

T

C = "1* coordenada do ponto escolhido é maior que a 2.7
sdo independentes, pois o evento C ocupa metade da area do evento A,
fazendo com qug {veja os desenhos no §1.1)
K :

P(A A C) = areaAnd) 1 _ L

l
n 8 4 2

Como vamos definir a independéncia coletiva de trés eventos
aleatérios A, B e €7 Queremos nio somente que C seja independente




. ilid ; i ermedidrio
20 Probahilidade: Um cursa em Nivel laterr

de 4. de B. e que A e B sejam independentes {i. e, guL‘:‘os trés eventos
sejam independentes 2 a 2}, mas também que C seja mdepcnd:‘ntc dﬁ
ArB, Ao B, ete. Isto €, queremos que a ocorréncia do evento “A ¢ B
nio alete a probabilidade de ocorréncia de C, etc. Por excmplo_, quere-
mas que P(ANBnC) = P(AnB) P(C) = P(A} P(B) P{C], 0 que ndo &
uma conseqiiéncia da independéneia 2 a 2:

DEFINICAO 1.9. Os eventos aleatorios A;, iel ({ um conjunto de
indices), sdo independenres 2 a 2 (ou a pares) se
PlA; AJ.) = P{A})) P(A}-) Vi jel i#]

EXEMPLO 7. Independéncia a pares ndo implica independéncia co-
letiva. Seja 2 um conjunto de quatro pontos, com 08
eventos A, B, C assim definidos:

. 1
Seja Plw) = —‘—i—, Ywe) Entdo PlA) = P(B)= P() = 3 e

P{A M B)= l— = P(AnC)= P(B~C) Logo 4, B, Csdo independen-

les 2 a 2, Mas

PlAABAC) = — % % = P(A) P(B) PLO).

4

{Notemos que ) suporta no maximo 2 eventos independentes de pro-

babilidade L cada, pois # (1= 4. Para que existissem trés eventos
ab 3
mmdependentes de probabilicade 5 } precisaria conter pejo menos

3

[0/ a3 qram—

: ; P ’ : PR =3 111 t" -
8§ pontos, pois haveria § eventos incompativeis de probabilidad

cada; ANBrC, A "B, etc)

]
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Outro exemplo ainda mais intuitivo pode ser encontrado em Feller
(Yol. I, 2.* edigdo, §V. 3): no langamento de dois dados honestos,
sejam 0s eventos A4 = “face impar no primeiro dado”, B = “face fipar
no segundo dado”, C = “soma impar das duas faces”. £ facil ver que
A, B, C tém, cada um, probabilidade 1/2 ¢ sio independentes 2 a 2.

Mas eles ndo podem ocorrer simultaneamente, de modo que
ANBnC=¢ ¢

PAABAC) =0+ % = P(A) P(B) P(C).

DEFINICAO 1.10. (a) Os eventos A, ..., A, (n>2) sio chamados

(coletivamente ou estocasticamente) independen-
tes se

PA, 0 Ay n A= P(4,,) P(A,) ... P4, )

Vi<i<i,<..<i,<n, Ym=273, .., n (ie, se todas as combina-
GOes satisfazem a regra produto).

(b) Oseventos Ay, Ay ... 580 independentes se ¥ n > 2,4, Az, .. A,
s&o independentes. '

(c) Os eventos A4,,ie (onde | é um conjunto de indices tal que
# [ = 2) sdo independentes se toda subfamilia finita deles é de eventos
independentes, i. e., se Aiy, Aiyy Ajy -, A sio independentes para toda
combinacdo {i,...,i.} de elementos de L¥m=273 ...

Observagdes. (1) Tais eventos sio chamados. as vezes, estatisticamente
ou mutuamente independentes.
{2} Vemos pelo item (c) que toda subfamilia de uma familia de
eventos independentes ¢ de eventos independentes.

Vamos ver agora que a Definigdo 1.10 é consistente com nossa
idéia intuitiva de independéncia (por exemplo, no caso de (rés eventos
A, B, C o evento C é independente de A B, de AnB, de AN B,
de 4N B°; especificamente, P(ANB N C) = P(A) P(B) P(CO), etc.).
PROPOSICAO 1.7. Se os eventos Ay, i€ l, sdo independentes, entdo

os eventos B;, i€l também sdio independentes,
onde cada B; ¢ igual a A, ou A7 (ow um ou ourro)
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Prova. Pelositens (a)e(c) da definigdo, basta provar que toda subfamilia
finita dos B; satisfaz a regra produto. Para tanto, é suficiente

provar que se A,,..., A, sdo independentes, entdo P(B, n...nB,) =

= ] P1B) onde B;= A, ou B, = A5. Esta prova ¢ semelhante & prova
EES!

da Proposigao 1.6, usando indugdo finita. (Exercicio: complete a prova.
Se quiser, pode ver Fernandez [10], Lema 4.3.1).[]

EXEMPLO 8. 0 processo de Poisson. Consideremos o nimero de te-
o lefonemas que chegam em uma central telefonica.
Vamos contar o numero de chamadas que chegam até o tempo ¢,
para todo ¢>0. Podemos representar um resultado possivel deste
experimento por meio de uma funcdo-escada:

Esta fungio &

4 ntmero de um resultzldol )
| chamadas * tipico, um tipico
ez N
It —

1
i
o

¥ 0
Yo S— : . : I b
f 5 _ ty tempo

A cada tal fungdo w corresponde um resultado possivel do expe-
rimento (chamadas chegam em ¢, 1,, 14, ...), e cada resultado do expe-
rimento gera uma fungdo deste tipo (sob certas suposigdes que estdo
adiante). Entdo podemos fazer () = conjunto de todas as funcoes-es-
cada com grafico do tipo que aparece acima = {w: [0, 20)—~ {0, 1,2,...}|3
O <ty <ty <...(t,720) tal que wft)=0 para te[0,,), w(t)=1 para
telty ) ol=nem [t,tiq)...5

Agora, seja 0 evento A%, = “chegam exatamente k chamadas no
intervalo {s,s +1t]", para st >0; k=0,1,2, .... Entdo,

L= {weQols ) —~ols) =k}, 5120, k=0,1,2,....

A

Varnos supor que a ¢-algebra & contenha todos os eventog 4% | (daqui
a pouco calcularemos a probabilidade destes eventos). Yamos fazer as
seguintes hipbteses:

HIPOTESE 1. (Incrementos estaciondrios). A probabilidade de chega-
da de k telefonemas no intervalo (s, s + 1] depende so-
mente de 1 e ndo de s (i. e., a probabilidade de exatamente k telefonemas

H
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chegarem durante um periodo de duracdo ¢ depende apenas de ¢ ¢
ndo da hora e nem do dia, Fsta hipotese ndo ¢ satisfeita na pritica,
mas ¢ uma boa aproximacio durante curtos periodos de tempao, por
exemplo, durante o hordrio do pique.), Esta hipétese implica

P ) = P(AS )™ pyo),

HIPOTESE 2. (Incrementos independentes.) Os numeros de chegadas du-

rante intervalos disjuntos de tempo sdo independentes
fou seja, A% e AL, sio independentes para toda escolha de k e jse
(S s+e]n(wu+v]=, e temos Independéncia também no caso de
3,45, ... intervalos disjuntos). '

HIPOTESE 3. As chaniadas chegam sozinhas e nio simultaneamente.
[sto serd interpretado em termos de probabilidades con-

dicionais da seguinte maneira: a probabilidade condicional de terem

chegado duas ou mais chamadas em (0, t], dado que chegaram uma

ou mais chamadas em (0, ¢], tende a zero quando t — 0. Isto quer dizer

C!LEC

probabilidade de cheg_ada de duas ou mai§ chamadas ém (0, (]

probabilidade de cheg:ida de uma ou mais chamadas em {O,r] =0

I e,
| — Polt) — P
---------- o) = Pul0) _, 0, quando ¢ — 0,
I — Pyl0)
ou equivalentemente,
LR ando t o
I — Pol1)

Podemos calcular agora as probabilidades P.{¢). Vamos comecar
com Po(t) = P(A] ), e mostraremos que ¢ uma fun¢io exponencial do
tipo e ™™, '

Como ndo chega telefonema algum no intervalo (0, t] se, € so-
mente se, nenhum telefonema chega nos n intervalos

t t 2 fn— Dt

[i]
tm=Luwn in-

i

termnos

AR =AY N A A

5|
| : y
e e e R e
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Pela hipotese 2 (os intervalos sdo disjuntos), estes eventos sdo
independentes, logo
n=1 ) {
Polty = [] P(AS,. ) = (pela hipotese 1) = P;‘,(--), Vi>0,¥n
=0 rn
Entéo,

Polmt) = P31

Py (_?I r) =P S(L) = Pg.
\ f h

para-todo men(=123 ..
Em outras palavras, se r >0 ¢ racional, Py{r) = Py(1). Ora, Pyl1)
¢ uma fun¢io decrescente, pois :

v

< s=AJ |
Logo para t >0 fixo e r,, r, racionais tais que r, <1< r;, temos
Po(1) = Polry) = Polt) = Polry) = Pgl).
B LPG(L) ¢ PE()T Po(i) logo
Polt) = Po(l) Y =0

Se ry 7t e ryLi, entido
11 2

Podemos supor 0 < Pg(l) < I, para evitar um caso trivial (Py(1] = 1)
e outro que contradiz as hipoteses (Py(1)=0). Com efeito, se Py(l)
fosse jgual a um, tenamos Pylt) =1 para todo ¢ >0. i.e. com pro-
babilidade 1, nunca chegaria nada. Esse ¢ um caso trivial que nio ¢
de maior interesse na pratica. Por outro lado, se Py(l) fosse igual
a zero, teriamos Py(t) == 0 para todo 1 >0, i.e. para cada ¢ > (, have-
ria probabilidade um de chegar pelo menos um telefonema em (0, ].
Portanto, teriam que chegar pelo menos dois telefonemas em (0, ¢,
com probabilidade um, pois a chegada de pelo menos um em

s I I 5 :
(0‘ = e pelo menos, um em (.;_,; (este cvento também sena de

{;roba'bilidade um, pela hipdtese 1), implica a chegada de pelo menos

dois em (0. I]. Em conseqiiéncia disto, teriamos | — Py} =1 ¢

| — Polr) ~ Pt} =1 para todo t > 0, contradizendo assim a hipotese 1.
Definindo 4= — log Py(1), temos o resultado enunciado, 1. e,

Po(t) = e, ¢ > 0.

o g
g
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Observagdo. E claro que Po(0) = 1, pois o evento “nenhuma chegada
em um intervalo vazio de tempo” & o evento certo. Formal-
mente,

Ao = {weQ: wls) — wfs) = 0} = Q.

Conseqlientemente, Py(r) =e “para t >0 ¢ P, é continua em [0, &2).

Obteremos agora as probabilidades Pr), para todo valor de k.
O método que utilizaremos consiste na aplicagio das hipoteses para
obter equagdes diferenciais satisfeitas pelas fungdes P,, com a subse-
qiiente solugdo destas equagdes, A derivagdo a seguir, até a formula
(1.2), pode ser omitida em uma primeira leitura.

Sejamk=1s>0e¢>0 Entio chegam k telefonemas em (0, s+ f}
se. ¢ somente se, ou chega nenhum em (0, s] e chegam k em (s, 5 + 1],
ou chega um em (0,5] ¢ chegam k— 1 em (5,54 1], ou.... Isto &,

A s = (A, A Ju (AL n AU L (A%, A2).

O‘S eventos Ay s AL sdo disjuntos em i, e para todo i 05 eventos

s & AL3' sdo independentes (pela hipdtese 2, pois os intervalos (0, s]
e {5 s+ t] sdo disjuntos). Logo

[}
Ps 4 t) = Y P(AL ) P(457)

=0

ZII{SPI(J =

k=2

Z PAs) Py {1) + Py ((s) Py(t) + Pi(s)e ™.

Como Polt)=e *, a regra de L'Hdpital implica que

. — P ] e A
lim olt) = lim 1 e =
t—0 t =0 f

Pela hipotese 3 temos, entdo,

5 .
tim 20 _ Iim{{l Puly

G Poff}}} ~

-0 ! t—0 Pylt}) !
[
fim L= Pol) = P (0= Pold) = P@) L (L= Poli)) _
(~0 r (1 — PolD)) : ‘

T TR P ||||||||_*H

|
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Agora, indicaremos com Pifs) a derivada a direita de P, em s:

Pi(s) = lim Pds+ 09— Pds) _

(0 ¢ .
k-2 ] £
:7_ PEYPed) Py Pl Plsi(e ™ — 1) ¢
= lim =0 —— e — e .
(-0 i r r _ ¢
Aplicando as trés [ormulas acima, temos (
Vi (e T A (
Ol ettt Y B i Pus),
0 t (
. —{s) P (¢ . f
}Ijrol Tk l(f_}_ J.{ ] = i Pk—l(s)w ‘
k-2 k-2 o
Z PAs) P, {b) Z P {1
0< 28 < 20 = (fazendo j =k — {) = L
¢ t

k
2P0 L= Polt) — Py :
=1Z <

- T t 0. (

) ] . ¢,

Portanto, a derivada 4 direita é (trocando s por ) }
Pt) = AP \(1) — A Py(o), (L.1) )

para t =20 e k=1,2,.... Podemos provar que, para ¢ >0, a deriva- P

da a esquerda & a mesma, usando a equacédo
3
Pis) = ) Pds — 1) P,_{0). !
i=0
Resta, entdo, resolver as equagdes diferenciais (1.1.), sujeitas as con-

digbes iniciais

* ¢ levando-se em conta que &

Po(ty = e~ M, t>0.
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Fazendo
Py = e M Q)
temos Q0) =0 e Q'{r)= 4 de modo que Qy=Aat e

Pty =dce ™™ >0

A solugdo geral, para k=0,1,2, ..., é

LRt

CLS

Pft) = ™% >0 (1.2)
k! '
(Exercicio. Verifique essa solugdo indutivamente, através da solucdo
direta das equagdes dilerenciais, ou através da substitui-
¢30 nas equagoes da solu¢do proposta.)

Observagoes. Provamos, entdo, que o nimero de chegadas até o tem-
po r possui distribuigdo de Poisson com parimetro i
(veja o Capitulo 2 para a definicio de distribuicdo). At é o ndmero mé-
dio de chegadas durante um periodo de duracdo ¢: i ¢ 0 nimero mé-
dio de chegadas durante um intervalo wnitdrio de tempo (veja o Ca-
pitulo 3). i & chamado o pardmerro do processo de Poisson. Como
representa, neste exemplo, uma taxa média de chegadas, ¢ também
chamada taxa ou intensidade do processo.
Poderiamos mostrar que nossas trés hipoteses determinam uma
probabilidade na s-algebra gerada pelos eventos A% ., completando
assim um modelo probabilistico para o processo de Poisson.

EXERCICIOS DO CAPITULO |

§1.1
L. Sejam A, B e C eventos aleatorios, Identifique as seguintes equa-

¢Oes e frases, casando cada equagdo expressa na notacido de con-
juntos com a correspondente frase na linguagemn de eventos:

(a) AnBnC=4du Bu C () 4 e¢"Bou C”sdo incom-
A solugdo pode ser «.obtida por indugdo, Para ilustrar o método, pativeis.
obteremos Pl(c_}, que satisfaz a equacdo By ANnBnC=4 (i} Os eventos A, B, C sdo
P = APo(6) = AP ()= he ¥ i P (1) idénticos.
I_II__I“I_““_mmm_“"_"mm.r';||-||[m-||-||]_||ﬂnnmmmmmmnmmmﬂm'ﬁﬂ'ﬂﬂ‘|'m'“ﬂ'“n" A R R R E R H KR
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=4 1 : 1 - . P.] I ¥ -
{c) A Bu C=A (i1} 4 ocorréncia de 4 implica - | - 7. f;’q;‘m gAlr_A-?J“' L:,r;ms alealérios em um espd(;o de probabili
ade “Be C . ) ade ({2, o/, P), ¢ definam-se
{d) (4w Bu C) — (Bu C) = (iv) 4 ocorréncia de A decor- oL
’ re da de B ou C". = Iy - lim sup A, n U Ay,
A = n=1 k=n
. . - Ty
2. A partir dos axiomas, prove a propriedade P5: Coy . .
. - = g _ liminf A, = U O A,
P( U A,‘) Y z P(A,‘) o J n o r=]1 hk=n l
n=1 A=1 Y . . - . s .
_ ) . . | 4 (Veremos uma interpretagdo intuitiva desses eventos no §5.2.) Se I
3. Sejam A,, A,, ... eventos aleatdrios. Mostre que: | Y _ lim sup A, = lim inf A, = A, chamamos o evento A de lim A (i |
Fa- " # L e n—n . ] LT
PLOV A= T = 5 PAg). " | ' mite de A,). Demonstre que se 4 =lim A,, entio P(A,)— P(A)
k=1 K= ; . ol i quando n— oo, ’
b) Se P(Ay) = 1 — eparak = |, ..., n entdo P A = 1 —ne - , . "o . . .
tb) A = P kO, ¢ | ! 8. No jogo de “Craps” dois dados siio jogados. Se o jogador tira 7
= & -3 ) ou Il pontos ele ganha. Se ele tira 2, 3 ou 12 ele perde. Nos outros
P a)z1- 3 P | atos el ga Z3oulleler A
R = - . casos ele continua jogando os dois dados até sair 7, caso em que
_ , . L ele perde, ou entdo sair o primeiro resultado, caso em que ele ga-
4. Demonstre as scguintes propriedades: = R nha. Descreva o espaco amostral, Qual é a 10bdb1i|ddda, dele
| l P
0 - 1, i0 P[] Au) =0 o ganhar?
(a) Se P(A,) =0 para n = 1,2, ..., entio A, =0 )
n=l - | B 9. Uma caixa contém 2n sorvetes, n do sabor 4 e n ao sabor B. De
(b) Se P(A,) =1 para n=12 .., entdo P ﬂ A, )= 1 = » um grupo de 2n pessoas, a < n preferem o sabor A, b < n o sabor 8
n=1 : | \ e 2n —{a+ b) ndo tém preferéncia. Demonstre: se os sorvetes sio
- N . - | ! distribuidos ao acaso, a proabilidade de que a preferéncia de todas
5. Demonstre: se A4,, A, ... e B,, B, ... sdo eventos aleatdrios do - B _ I —a—b n |
mesmo espago de probabihidade tais que P{A,)—1 & P(B,)~p. | : as pessoas seja respeitada é de ( N a )/( ”) 5
- - N - }|
quando n-+oc, entdo P(A, " B,)— p. _. A
' - | j 10. Suponhamos que dez cartas estejJam numeradas de | até 10. Das
0. Seja € um conjunto ndo-vazio. ) dez cartas, retira-se uma de cada vez, ao acaso e sem reposicio. .‘
- . . . . . - . N
Q) P e B i (lgeb le sul ntos de Q. entdo i : ate retirar-se o primeiro niumero par. Conta-se o niumero de reti- ‘I
d OVED §¢ & # sdo c-adlgebras de subconjun ef) e 5 C L ,
ta) Fro © e CF a0 g ) - A radas necessdrias. Exiba um bom modelo probabilistico para este |
S NZ também ¢ uma ¢-algebra. ; experimento |
(b} Generalize o item (a): se &/, i€/, sdo c-algebras de partes = ,
de €1 onde [ ¢ um conjunto ndo-vazio de indices. entdo [ )&/ — J Il. Para cada um dos seguintes experimentos, descreva um espaco
b loch e 3 de probabilidade que sirva de modelo.
também ¢ uma o¢-algebra. - : _
{c) Seja ¥ uma classe de subconjuntos de Q. Mostre que existe e ! (a) Seleciona-se um ponto, ao acaso, do quadrado unitério |
pelo menos uma ¢-dlgebra que contém . (Sugestdo. Qual a ; ) ey 0gx<l, 0<sy< 1)
“maior” classe de subconjuntos de 07) ; _ ,
. T . ¢ defi b {b) Retiram-se cartas sucessivamente de um baralho de 52 cartas,
{d) Visando a plena utilizagdo dos itens (b) ¢ (c), como vocé defi- ly . 20 acaso € com reposicio, até retirar-se o prime -
o . S o : . a0 ace om 0SiGa o, re -se rimeiro rei. Re-
niria “a menor ¢-dlgebra contendo %", onde ¥ ¢ uma classe 3 . ‘ post ; :
. 9 2 gistra-se o numero total de retiradas,
de subconjuntos de 7 _ o _

Lig )
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{c}) Quinze bolas sdo retiradas, ao acaso ¢ com reposigio, de uma
urna contendo 3 bolas vermelhas, 9 bolas pretas, ¢ uma bola
branca. Observa-se o nimero de vezes que ocorra cada cor.

{d) O expenmenio (c) ¢ realizado sem reposigio,

Retiram-se 4 cartas, ao acaso, de um baralho de 52 cartas. Re-

gistra-se 0o numero de reis na amostra. Exiba um bom modelo

probabilistico para este experimento se:

fa}) As retiradas sdo feitas sem reposigdo.

{b) As reuradas sdo feitas com reposigio.

fc}) Determine em que caso, (a) ou (b), & mais provavel obter 4

4.

reis.

(a) Sejam A, B e C eventos aleatérios em um espago de probabili-
dade (€}, o/, P). Mostre que P(Aw B) = P(4) + P(B) — P(A~ B)
e P(Av Bu C) = P(4)+ P(B) + P(C) — P(ANB) — P(ANC) ~
—PBNC)+ PlANBNC).

{b) Enuacie a generalizagdo do item (a) para o caso da unido de
n eventos aleatorios.

{c} Prove as seguintes desigualdades de Bonferroni:

(i) iP(A;} ~ Y PANnA)< P(Q A,-)s

i=1 lsi<jsn i=1

< 2 PA)= 3 PAnA)+ Y PlAn AN A
i 1<i<jsna 1<i<j<k<n
(i} Se k é impar, k< n, entdo

C: ol .I_IM=

P(l- |

(=1 > P(A; "m0 Ay,

IS0y < <icsn

A[.)g i PlA)— ) PlA;, N A +

i=1 1Si;ZizSn

se k & par, k<n, vale> nesta Gltima desigualdade,
(Problema de casamentos.)

(a) No exercicio I, se vocé identificasse ao acaso as equagdes e
frases, qual a probabilidade de que vocé acertaria pelo menos
um casamento? :

{(b) Resolva o item (a) para o caso em que ha n equagdoes e n frases

para serem identificadas. {Sugestin. Use o exercicio 13 (b))
(c) Mostre que a probabilidade considerada no item (b) converge

-
para p=-— quando n— .
4
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LS. Suponha que n cartas numeradas de | até n sejam embaralhadas
¢ retiradas uma POr uma, sem reposigdo, até todas as cartas se-
rem retiradas, Qual a probabilidade de que para pelo menos uma
carta, 0 numero da carta coincida com o namero da retirada?
(Observagdo. A resposta é igual a do exercicio 14 {(b). Por qué?).

§1.2

6. Seja (Q, o/, P} um espago de probabilidade ¢ suponha que todos
0s conjuntos abaixo pertengam a /. Prove:

(a) Se os A, sdo disjuntos e PB|A,) = ¢ para todo n, entio
P(B[v A,) = ¢ (pode supor P(4,) > 0 para todo n),
{b) O item (a) com “=" no lugar de ">

{€) Se A, > A, ¢ P4, . J A} = ;— para todo n, entdo P(d,) — 0
quando n — .
{(d) Se os A, sdo disjuntos e P{B|An}-—-P(Cf AV n, entdo
P(BlU A,) = PCiu A,
{e) Se 4, d4,, ... sdo disjuntos e v A, = Q entio

PBIC) =} P(A,| CYPB| A, n O),

I7. Suponha que a ocorréncia ou nio de chuva dependa das condi-
¢oes do tempo no dia imediatamente anterior. Admita-se que se
chove hoje, chovera amanha com probabilidade 0,7 ¢ que se ndo
chove hoje chovera amanhi com probabilidade 0,4. Sabendo-se
que choveu hoje, calcule a probabilidade de que choverd depois
de amanha. '

. Certo experimento consiste em langar um dado equilibrado duas
vezes, independentemente. Dado que os dois nameros sejam dife-
rentes, qual € a probabilidade condicional de

(a} pelo menos um dos nameros ser 6, e
(b) a soma dos nameros ser 8?

19. Em teste de maltipla escolha, a probabilidade do aluno saber a
resposta € p. Havendo m escolhas, se éle sabe a resposta éle res-
ponde corretamente com probabilidade |- se nio sabe éle responde

- I . .
corretamente com probabilidade —. Qual a probabilidade que &le
m

sabia a resposta dado que a pergunta foi respondida corretamente?

i."I'I'IIMI-WmmWWWW. (L L L T TLETLTENE i
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Calcule o limite desta probabilidade quando (i) m — oo com p fixo
e (i} p—0 com m fixo.

. (De Fernandez[10])Durante 0 més de novembro a probabilidade

de chuva é de 0,3. O Fluminense ganha um jogo em um dia com
chuva com a probabilidade de 04; em um dia sem chuva com
a probabilidade de 0,6, Se ganhou um Jogo em novembro, qual
¢ a probabilidade de que choveu nesse dia? -

- (De Fernandez [10].) Pedro quer enviar uma carta a Marina, A

probabilidade de que Pedro escreva a carta é de 0,80. A probabili-
dade de que o correio ndo a perca é de 0,9. A probabilidade de
que o carteiro a entregue é de 0,9. Dado que Marina ndo recebeu

a carta, qual ¢ a probabilidade condicional de que Pedro ndo a
tenha escrito?

§1.3

£
2]

I
[

. Sejam A,. ..., A, eventos aleatdrios independentes, com p, = P(A4,)

- Sejam A,. ..., A, eventos aleatérios independentes, com p, = PlA.

k=1, ...,n Obtenha a probabilidade de ocorréncia dos seguintes
©ventos, em termos das probabilidades p,:

{a) A ocorréncia de nenhum dos A4,.

(b} A ocorréncia de pelo menos um dos Ay
(c) A ocorréncia de exatamente um dos A
(d) A ocorréncia de exatamente dois dos Ayl
(e) A ocorréncia de todos os A,.

(fi A ocorréncia de, no maximo, n— 1 dos A,

k=1... n Faca uma adaptacio.das desigualdades de Bonferroni
fexercicio 13(c)) para este caso, expressando-as em termos das p,.

Em certa rodovia, a intensidade média do fluxo de trafego ¢ de
30 carros por minuto. Um medidor é colocado na rua para re-
gistrar o numero de carros passando por cima, Suponha validas
as trés hipoteses do processo de Poisson adaptadas para a con-
tagem de carros em vez de telefonemas, e calcule:

{al A probabilidade de que dois ou mais carros sejam registrados
durante determinado intervalo de dois segundos.

(b) A probabilidade de passar mais de um minuto ate registrar
0 Primeiro carro.
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25. Consideremos um experimento em que sera contado o nimero de es-

26.

|

~1

trelas em uma regido longiqua do espago, a regido sendo de vo-
lume V. Fagamos as seguintes trés hipoteses, que sdo anélogas
espaciais das hipoteses do processo de Poisson:

(H1} A probabilidade de achar k estrelas na regido depende so-
mente de V,

(H2) Os ndmeros de estrelas contadas em regides disjuntas do es-
pago sdo independentes. :

(H3) Duas estrelas nio ocupam o mesmo lugar.

Interpretando estas hipoteses de maneira semelhante a do pro-
cesso do Poisson, obtenha o valor de P(V) = probabilidade de
achar exatamente k estrelas na regido de volume V. Aqui, o pa-
rametro A € a densidade estelar na vizinhanga da regido sendo
considerada.

N pontos sdo escolhidos, independentemente e ao acaso, de uma
esfera (bola) de raio R,

(a) Calcule a probabilidade da distincia entre o centro da esfera
€ 0 ponto mais préximo ser maior que r.
(b) Qual o limite da probabilidade obtida no item (2) quando
N 4 = .
R—oxoe ity 747 (Observagdo: este £ ¢ 0 mesmo do exer-
cicio anterior.)

. Acende-se uma lampada no instante r = 0. Para t > 0, seja

Q(t + At]r) a probabilidade condicional da lampada queimar até
o instante ¢ + At, dado que ficou acesa até o instante r. Suponha

Qi—t-é{-m—».&r quando Ai-+0, onde 7 >0 nio de-

Yi>0
que A AL

pende de 1. (Este limite ¢ chamada taxa de fatha da limpada. Neste _

exemplo, a taxa de falha, i1, é proporcional 4 idade.)

(a} Ache a equagio diferencial satisfeita pela fungdo P() = proba-
bilidade da lampada ficar acesa até o instante . Vocé pode
supor que a fungdo P seja continua, com PQ)= 1, ¢ que as
derivadas a direita e a esquerda sejam iguais.

(b) Resolva a equag¢do diferencial do item (a).

(c) Obtenha e resolva a equacdo diferencial satisfeita por P(1)
quando a taxa de falha ¢ constante (= A).
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. Uma ldmpada estd acesa no tempo =0, Sempre que a lampada

queimar, & substituida por uma lampada nova, embora isso ndo
seja feito unediatamente. Suponha que para todo ¢ > 0O

{H1) dado que a lampada esteja acesa no instante ¢, a probabi-
lidade dela estar queirnada po instante ¢+ A¢, dividida por
At, converge para 4 quando Ar—0; e

{H2) dado que a lampada esteja queimada no instante 1, a pro-
babilidade dela estar novamente acesa em ¢+ A, dividida
por Ar, converge para ¢ quando Ar—0. (4, >0.)

{a) Seja P(r) a probabilidade da lampada estar acesa no instante
,1 >0, Ache a equagdo diferencial satisfeita por P(i).
(b} Resolva a equagio diferencial do item (a). Determine lim P(r).

—m

Esse resultado tem sentido intuitivo?

. Suponhamos que cada elemento de certa populagio ou morre ou

se¢ divide. (Exemplo: uma coldnia de bactérias) Fagamos trés
hipdteses:

{H1) A probabilidade de que um elemento, vivo no instante ¢,
venha a morrer até o instante 1 + Az, € assintoticamente equi-
valente a pA¢t (i.e, a razdo dos dois converge para | quan-
do At—0).

{H2) Um elemento vivo no instante ¢ se divide até o instante
t + At com probabilidade assintoticamente equivalente a
+At, ¢ produz “netos” (i e, se divide ao menos duas vezes)
com probabilidade que, dividida por At, converge para 0
quando Ar—0,

(H3) Ndo ha interagdo entre os elementos, e eles morrem ou se
dividem independentemente.

{a) Ache as equag¢des diferenciais satisfeitas pelas probabilidades
P (1) = probabilidade da populagio conter exatamente n ele-
mentos no instante ¢ (n=0,1,2,...; t = 0).

{b) Mostre que se A=p=1¢e P {0)=1, uma solugdo sera

n—1

PO(I) == ———t—: P_,,([J Y );' e n = I, 2, e e

L+t (I + 0

(c) Supondo que a solugdo do item (b) seja a Unica, qual a pro-
babilidade da populagio mais cedo ou mais tarde ficar extinta?
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CAPITULO 11

VARIAVEIS ALEATORIAS

82.1  Varidveis aleatdrias e funcées de distribuicdo

Informalmente, uma variavel aleatdria & um caracteristico numé-

* rico do resultado de um experimento. Por exemplo:

EXEMPLO 1. Langar uma moeda n vezes e observar a seqiiéncia de
caras (c] ¢ coroas (¢} obtidas. Os resultados possiveis
aqui sdo seqiléncias de extensio n de caras ¢ coroas e
podemos definir

H

Q={{w,. .. o) w;=coudi=1 . nk.

O nimero de caras observadas nos n lancamentos & um caracteristico
numérico da seqiiéncia de caras e coroas. De fato, se definimos X = n-
mero de caras observadas, vemos que o valor de X depende do resul-
tado do experimento e podemos definir

X{w)

|z

namero de ¢'s em w = {w,, .... w,)
=#{itw=c | <i<n}

EXEMPLO 2. Escolher um ponto ao acaso em [0, 1]. Seja X o qua-
drado do valor obtido. Entdo

Q= [0,1]

L)

X(w) = w?

EXEMPLO 3. Escolher um ponto ao acaso no circulo unitario. Seja
X a distancia entre o ponto escolhido e a origem. Entdo

p Q={0gy: x*+y* <1}

g, com @ = (x, y),
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Agora vemos que quando o resultado de experimento for um
nlmero real, o préprio resultado sera o valor de uma variavel aleatd-
ra, definida por X{w) = w:

EXEMPLO 4. Escolher um ponto ao acaso em [0,1] ¢ seja X o
valor de resultado. Entdo

Q=[0,1] Xi{w) =

Quando o resultado for um ponto no plano, podera ser conside-
rado como valor de um par de variaveis aleatdnas:

EXEMPLO 5. Escolher um ponto ao acaso no circulo unitario, e se-
jam X ¢ Y as coordenadas do resultado. Entdo

Q={lxy): x*+y <1}

e, com w=(x, y), temos X{w)=1x, Y(w]=1y, e (X{w), Y(w))=(x, yj=0w.

Nestes exemplos, cada varidvel aleatéria é uma fungio real do
resultado de um experimento. No exemplo 4, X € a fungdo identidade.
No exemplo 5, X e Y sdo as {funcoes) coordenadas. Ndo vamos admitir,
contudo, que roda fungdo de @ seja uma vandvel aleatoria. Por razdes
tecnicas, diremos que X(w) € variavel aleatoria se, ¢ somente se, o
evento-{X = x] ¥ {we: X(w) < x] for aleatério para todo x real.
(Com eleito, adotaremos essa definicdo para poder definir a fungio
de distrtbui¢do de X e dai a experanga de X, etc. Definiremos a fungio
de distribui¢do de X, na Deflinicdo 2.2, como F{x)= P(X < x). que
nido tera sentido exceto quando [X < x| pertencer a /)

DEFINICAO 2.1. Uma rvaridvel aleatéria X em um espago de pro-

bilidade (£, P) € uma fungdo real definida no
espaco 2 tal que [X < x] ¢ evento aleatorio para todo xe R ie.
X: Q- R & variavel aleatona se X < x]Jes/ VxeR.

Observacao. Na linguagem da Teoria da Medida. [X < x]eo/ ¥xeR

significa que X é uma (ungdo mensurdvel a .o/, Nio ¢é
facil encontrar exemplos de fun¢des ndo-mensurdveis. De fato, as fun-
¢bes encontradas na pratica sdo sempre vanavels aleatorias, e ndo
nos preocuparcmos com esta questdo, Mas para ilustrar o conceito,
consideremos o seguinte:
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EXEMPLO 6. O processo de Poisson. Se nosso experimento for a

observagéo do desenrolar do processo de Poisson, en-
tdo um resultado tipico @ sera uma fungdo-escada (veja §1.3). Para
todo r = 0, definimos X, = nGmero de chegadas até o tempo ¢ (in-
clusive). Entdo X, ¢ um caracteristico numérico do resultado do expe-
rimento, e X (w) = o(r). E facil ver que [X,=k] =A%, que & evento
aleatorio por suposigio (de fato, a esse evento foi atribuida a probabi-

- o, : ,

lidade —{1_ r} e ™). Isso torna X, uma varidvel aleatdria, ja que

[X,<x]= |J [X.,=k]es, parax>0(sex <0, [X, <x]= e
O0=sksx

Agorg, seja T, o tempo até a primeira chegada. Entdo 7, é fungdo
do resultado do experimento, pois

Tw) = sup {r: @{t) = 0} = min {t: w(t) = 1}.
E claro que o primeiro telefonema chega depois do instante 1 > 0 se,
e somente se, ndo chega teleflonema algum até o instante ¢, inclusive.
Logo, [Ty <t]=[T, >t]"= (A2 Y para t >0, e T} é variavel aleaténa
(se 1 <0, [T, =] =@

Seja T, o tempo entre a primeira € a segunda chegada. E 7, uma
variavel aleatoria? Isso ¢ mais dificil de provar. Consideremos o se-
guinte argumento:

Seja Z =T, + T, = tempo da segunda chegada. Entdo

[Z<:)=[Z>:) = (43,0 db.F ed.

logo Z é varidvel aleatdria. Por isso, T, = Z — T, é varidvel aleatdria.
{Nora: fungdes continuas de variaveis aleatdrias sdo variaveis aleatorias!
Esse fato ndo sera provado, mas sendo ele bem razoavel, espera-se
que o leitor o aceite).

DEFINICAO 2.2. A funcdo de disiribuicéo da variavel aleatoria X,
representada por £y ou simplesmente por F, ¢ de-
finida por

Fylx) = P(X < x). xeR.

Observagdo. Na literatura, a func'%o de distribuicdo de X ¢ freqiien-

temente chamada de fun¢do de distribuicao acumulada de X.
Muitos autores, entre os quais se encontram Gnedenko [11] ¢ Breiman
[6] (e as escolas russa e francesa). definem Fy(x) = P(X < x). fazendo
com que a funcdo de distribuigdo seja continua a esquerda, em vez
de continua 3 direita.
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Propriedades. Se X é uma varia vel aleatdria, sua funcio de distribuicdo
£ goza das seguintes propriedades:

Fl.x <y= Flx < Fly, ie, F é ndo-decrescence.

F2. Sz x, | x, enrdo Flx) | F(x) ie, F & continua d direfta.

F3. Se x,| — 20, entdo Flx,) 10, Se x, 1 + 0, entdo F{x,) Tl (Logo
podemos escrever F{— o) = 0, Fl+x)y=1)
Prova. Fl. xSy=[X<x]C[X < ¥]

= Flx) = P(X < x) < PX <) = F(y).

F2.Se x, | x, entdo [X < X,] € uma seqiiéncia decrescente de eventos

aleatorios ¢ N[X<sx]=[X< x] (porque X < x se, e somen-

az|
te se, X' < x,¥n). Em outras palavras, [¥ < x.]L[X < x]e pela
continuidade de probabilidade, Fle)=PX<x)| PLX < x)=F(x)

F3. Sex,| — a0, entido [X<x]]lTe Flx)=PX <x,)10.Se X, T+ =,
entdo [X <x,]1Q e Flx,) = PIX<x)T1. [

Observagdo. Uma funcio de distribui¢do é monétona nido-decrescente

€ pertante tem um nimero finito ou enumerdvel de pon-
tos de descontinuidade. Além disto, todas as descontinuidades sio do
tipo salto. Pela continuidade a direita, o salto no ponto x é igual a

F(x) = Flx—) = F(x) — lim F (.r —I) = P(X < x) —

A n
= lim P(X = X - —1-~) = |lim (P{X < x) - P(X = X — I—))
nn n = n
Como "X < x — 1—] CIX < x], temos
n
[.t L < X < x]: [X <x]- [X < x- —IJCW’
A . n
e
P (x L <X < x) = PX < x)~ P(X = x - —l)
fl i n
Mas a seqiiéncia de eventos [x ------ L <X = x] € decrescente, com
71
I

._,(
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de modo que o evento [X = x] ¢ aleatério e

Pl i
PX = %)= lim P (x - —< X < _\')

A n

Il

F(x) — Flx—)

Portanto, o salto de F no ponto x ¢ igual a P(X = x), ¢ F é con-
tinua no ponto x se, e somente 8¢, P[X = x) = 0. Em outras palavras,
a funcao de distribuicdo de X & continua se, e somente se, para todo
X€R a probabilidade de X tomar o valor x & zero.

(Exercicio. Prove que o nimero de saltos de F de tamanho

I . - . )
=z — < =< n. Utilize esse resultado para provar diretamente que o ni-
el
mero de saltos de F & finito ou enumeravel.)

Questdo: E toda {ungdo F satisfazendo FI, F2 e F3 a funcio de dis-
tribuigdo de alguma varidvel aleatoria? Resposta: sim. A pro-
va deste fato envolve conceitos da Teoria da Medida, M @s para termos
uma idéia da prova, suponhamos que a fungdo F satisfaga F|, F, e Fs,
¢ consideremos o problema de construir uma variavel aleatdria X tal
que Fy = F. Se pudermos definir uma probabilidade P nos borelianos
da reta tal que P((— w0, x])= F(x)Vx e R, entdo bastard definir
Kw)=wVweR (ie, X sera a funcdo identidade). Pois neste caso,
Fx(x)=PX < x)= P((— 0, x])= F(x). O método para a construgio
de tal P ¢ o seguinte:
Definir

P(— o0, x]) = F(x),
Pllx, 0)) = | = F(x),
Plla, b]) = F(b) - Fla),

¢ definir P na algebra de unides finitas de tais intervalos por aditividade
finita, por exemplo,
Blla bl U (e, d]) = F(b) - Fla) + Fld) — F(o),

para a < b < ¢ < d. Depois de verificar que P ¢ g-aditiva nesta algebra,
pode-se estender P para & = g-algebra dos borelianos, pelo Teorema
da Extensdo de Carathéodory.

Portanto, toda funcio F que satisfaca F1, F2 ¢ F3 sera chamada
Sungdo de distribuicao.
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Observagdo. Uma funcdo de distnibuigdo pode corresponfjer’ a‘\f.fan;is

variaveis aleatdrias no mesmao espago dt‘T pr.obfibjilda e
() o/, P). Por exemplo, se X ~N(0, 1), e, se X lc?m d].‘itl'lbli](;ﬂﬂ ;0:—
mal com parimetros 0 e 1 (veja o exemplo 9 adiante), er;a_o —X)_
~ N0, ). Consequientemente, Fy=F_y. No entanto, P(X = - X)=
= P2X =0)=PX=0)=0

Exemplos de fungdes de distribuicdo. V(fllemosragﬂg;lezllgiséﬂg
processo de Poissop, e consideremos novamente a va
X,, onde ¢ >0. Foi visto que
Ki=x]= U [Xi=k= | Ao, x=0
DEhsa ko=
com [ X, = x] = & para x <0 (X, assume apenas valores nio-nega-

tivos). Portanto, a fungio de distribuigdo de X, satisfaz (veja §1.3)

0, sex<0 e
Fx(x)= 3 P(X, = k)= ) E——(”—} se x =0,
Dek=x ! K=o k!

onde [x] ¢ a parte inteira de x (maior intetro. < x). .
Esta é a fungdo de distribuicdo da distribuicdo de Poisson ¢
pardmetro 1. O seu grafico é:

FXI{X) ~
l T

N a  BLy

o —3
- BN
e Mg L.
A o
.
W -~ S —p - * .
of ! 2 3

Notemos que a fungdo de distnbuigdo Qe X, cresccj atra\gs lc::
saltos nos valores possivels de X, Le., os nameros 0, Iuﬁ e
manho do salto em k ¢ a probabilidade de X, tomar o valor k, n‘-,al'sge :
dos tamanhos de todos os saltos & igual a Ium.fIEsm p_rolpﬁrjeaadeﬂ_
caracteristica das vanaveis aleatorias chanlmﬂas discretas {\LJ&;?-,“{C.‘
nicdo a seguir), das quals as variaveis do tipo Poisson sdo, na pratica,
alguns dos plrincipms exemplos.
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i | _ ‘ _
« i } Outra varidvel aleatéria considerada no exemplo 6 foi T, o tem-
o | 4 po até a primeira chegada, Foi visto que
- : ' [Ty <] =(48.), 1 2 0,
i { ) ) :
" [ com [T <t]=¢ para t <0 (7; também assume apenas valores

positivos). Portanto, temos

o u- .i Frfr) = {O’ s¢ 1 <0

V= PAG) =t — e se >0, '
- '_ B : Essa € a funcdo de distribuigio da distribui¢do exporencial com
I ) pardmetro i; seu grafico é
o
i
-
L
||
v i
| !
v _ Notemos que a funcio de distribuicdo de T} € continua, nio ha-
il / vendo saltos, e que ¢ derivave) em todo ponto exceto em 0. Veremos
o adiante que disto decorre ser T, absolutamente continua,
A i - LY i . . — -
| K, (Exercicio: verifique diretamente da definicdo a seguir que T,
potiny } ¢ absolutamente continua com densidade f(1) = se” M > 0; Sy =
i \ =01 <0)
e . . . . . -
. 1 82.2  Tipos de varidveis aleatérias
- ’ DEFINICAO 23, (a) A varidvel aleatoria X € discreta se toma um
. numero finito ou enumeravel de valores, le. se
< )

existe um conjunto finito ou enumeravel

{x;, x5, ..} CR tal que
Xlw)e {x,,x,, ..}

Vw e Q. A fungio p{x;) definida por plx;) = P(X = x,).
i=1,2,..., ¢ chamada fungdo de probabilidade (ou funcao de fre
de X, :

(b) A varidvel aleatéria Y € (
uma fungdo fx) > 0 tal que

quiéncia)
absolutamente) continua se existe

Fa(x) = [ J(t)dr, ¥xeR,

=




A2 probabilidade: Um curso em Nivel Intermedibdo

Neste caso, dizemos que f ¢ juncdo de densidade de prebabilidade de
X ou simplesmente densidade de X.

Observacdes. (a) Se X ¢ discreta, entdo [X < x] = U [X = x;], logo

x5

Fy= 3 PX=x)= 3 px)

IS4 IEIES
(Ja verificamos que [ X = x;] era evento aleatério quando vimos que
o salto de £ em x; era igual a P(X = x;))

(b) Se X é absolutamente continua, e¢ntdo Fy, sendo uma integral
indefinida de f, & continua. Tecnicamente, a integral da Definicao
>.3(b) ¢ de Lebesgue, ¢ X tem densidade se, e somente se, Fy ¢ absolu-
ramente continua {ie, Fy é a integral da sua derivada). Neste caso,
f{x) = F{(x) em todo ponto, exceto num conjunto de medida de Le-
besgue nula (diz-se que f = F’ em quase toda parte). Um conjunto
B ¢ R tem medida de Lebesgue nula se tem comprimento zero, Le,
se para todo g >0, existem intervalos de comprimento total <e cuja
unido inclui B.

Uma fungdo f(x) > 0 é densidade de alguma variavel aleatoria se,
¢ somente se, §2. f(x)dx =1, ja que neste caso I definida por

X

¢ funcio de distribuigdo, pois satisfaz F1, F2 e I3 (verifique!). Reci-
procamente, se f & densidade entdo [Z, f(x) dx = 1, pelo item (b} da
definigdo ¢ a propredade F3.

Mas sem a Teoria da Medida, como vamos verificar se X tem
densidade? Podemos usar o seguinte critério, valido em quase todo
caso que surge na pratica:

X tem densidade se Fy é (i) continua e (i) derivavel por partes,
i.e, se Fy ¢ derivavel no interior de um namero finito ou enumeravel
de intervalos fechados cuja upido é a reta R. (Neste caso, a derivada
¢ a densidade de X.) Em particular, X tem densidade se Fx € continua
¢ derivavel em todo ponto exceto num namero finito de pontos, ou se
Fy é continua ¢ derivivel em todo ponto a ndo ser nos inteiros.

Por exemplo, seja

: 0, x <0
x 0<x=<1
1 x> 1

Fx(x) =

Fxx)
'
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g
L] 0|
"

Entdo X tem densidade, pois Fy é continua e

n¥

- o, [, xe(0, 1)
" Fi(x) = i
iy I N ) {0. x£ [0, 1]
":I A densidade de X ¢ dada por
G g L, xe(0 1)
x) = fi(x)=
' | s Jux) {0, x<0oux>l,

antertormente.)

Por outro lado, suponha que

Fy(x) = {

— Aqgi X ndo tem densidade, pois Fy ndo é continua. De fato X é uma
variavel aleatéria discreta, ¢ P(X =0) = .

| O valor de f nos pontos 0 e 1 & arbitrario, pois qualquer que seja £(0)
(qu S, aintegral [% /() di ¢ ainda igual a Fy{x). Costuma-se defi-
mr ou f(0)= f(1)=1 ou f{0) = f(1)= 0. {Outro exemplo de uma fun-
¢ao de distribuicdo continua ¢ derivavel por partes é a Fr, considerada

0, x <0
I, x =0,

E facil construir um exemplo de variavel aleatdria que ndo é dis-

g
{Ill creta nem absolutamente continua, mas sim uma mistura dos dois tipos.
il Por exemplo, seja tal que X ~ U [0, 1] {leia-se "X tem distribui¢do uni-
- ; formeem [0, 1]7),1.e, X tem a fungdo de distribuigdo F cujo grafico esta .
- acima. E seja Y = min (X, 1/2), i.e, ¥ & a vanavel aleatéria definida ‘
!l por Y{w)=min (X(w), 1/2), e Q. (¥ & variavel aleatoria, pois ¢ fungio il
| continua da variavel aleatoria X). Entdo Y é do tipo “misto™. '
‘i' Fyly)
o * ] &
| ! 1
e p(Y= L
- I I AR X
. 0 1 ¥
| 2
T

43
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FXEMPLO 7. Uma fungdo de distribuigdo de uma variavel aleatéria
que ndo ¢ discreta, continua, ou mista. Nossa fun¢do
serd continua, derivavel em todo ponto menos num conjunto de medida
de Lebesque nula, mas ndo serda absolutamente continua: vamos con-
siderar a fungdo de Cantor.
Flx)

' D —
1

- +—o—o e

| 19 29 113 2037989 1 T x

Grafico da fungio de Cantor apés as etapas | e 2,
Definamos F(x) = 0 para x <0, F(x) = 1 para x > |. Continuemos
par clapas:

Frapa 1. Seja F(x)=1/2 em {1/3, 2/3). Entdo o valor de F nesse inter-
valo ¢ a média dos valores nos dois intervalos vizinhos em

que F 34 esta definida ((— o2,0) e {1, =), e F continua sem defini¢io

em dois intervalos ([0, 1/3] e [2/3,1]) de comprimento total 2/3.

Frapa n 1. No tergo central de cada um dos 2" intervalos restantes
apds a ctapa n, seja Fix) igual & média dos valores nos
dois intervalos vizinhos (onde F j& estd definida). Por exemple, na
etapa 2 defina F{x}=1/4 em (1/9,2/9) e F(x)=3/4 em (7/9, 8/9). Res-
tardo entdo 2" ! intervalos (o0 dobro do nimero restante apds a etapa n),
de comprimento total (2/3)*7!, em que F ainda ndo estard defimda.
Entdo deflinimos F por indugdo em um ndamero enumeravel de
intervalos abertos, cujo complementar (1.e. o conjunto onde £ ainda
nio esta definida) é o conjunto de Cantor, um conjunto de medida
de Lebesgue zero (comprimento Q). '

Podemos estender a defini¢do de F até o conjunto de Cantor C
por continuidade: se x e C, a diferenga entre os valores de F nos dois
intervalos vizinhos apds a etapa n, @ 1/2". E F é mondtona ndo-decres-
cente em €. Se a, € o valor de F no intervalo vizinho esquerdo, apos a
etapa n, e b, é o valor no intervalo vizinho direito, entdo a, 1. b, ] ¢
b, — a, 0. Seja Fix} o imite comum de a, ¢ b,, ¢ entdo F estard defi-

L]

nida em toda a rela,

(Exercicio: verifique que F ¢ fun¢do de distribuigdo.)
Agora seja X uma variavel aleatona cuja fungdo de distribuicao
¢ F.a fungdo de Cantor. Entdo X ndo € discreta (F € continual, nem
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do tipo misto (pela mesma razdo), e nem continua (X nio tem densi-
dade, pois F(x)=0em Ce [*, F()dt =0, ie, F nio ¢ a integral
da sua derivada, ou melhor, ndo é absolutamente continua.} Dizemos
que X € varidvel aleatoria singular: uma variavel aleatéria X é chamada
singular se 1‘:3- € continua e F(x) =0 em quase toda parte, ie., exceto
em um copjunto de medida de Lebesgue nula.

Observemos agora que se Fy ¢ a fungdo de Cantor, entio
P X e C]-_? I, onde C & o conjunto de Cantor. Com efeito,

C=R~(=,0)~ (1, %) - (;— ij - (—é ;) - (; g—) —=

I I, I3 I, I
[ — LR B
1.* etapa 2.*etapa
= (U L),

Mas para todo n, P(Xel,) =0, pois, por exemplo,

1
P(Xely) = P(E_ <X < %) <p (; - X< Z) -

“r(3) (-t

Entdo P(Xeu I,)=0 e portanto P(Xe () = |. .

Podemos descrever o caso singular nos seguintes termos: X é
simgular se, e somente se, existe um conjunto B de comprimento zero
tal [guc P(XeB)=1 e Fy é continua (ie, P(X =x)=0 para todo
xeR).

Vamos ver agora que toda variavel aleatdria é uma mistura dos
trés tipos: discreto, absolutamente continuo e singular.

Seja X uma variavel aleatéria qualquer e seja F sua funcio de
distribuigdo. Se J = {x,, x,....} € o conjunto dos pontos de salto de
F {gc F for continua, J = (), indiquemos com p: © salto no ponto
X;, Le.,

pr= Flx)) — F(x;—).
Definimos

Fq € uma fungdo-degrau ndo-decrescente: a parte discreta de F.
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Ocorre que uma fungdo monotona possui derivada em quase
toda parte. Seja f, entdo, a derivada de F, ou melhor:

£l =

LO se F ndo & diferencidavel em x.

F'ix) se F ¢ diferenciavel em x

1

Seja F{x) =L f(de F,. & nio-decrescente, poi% ¢ integral in-
definida de uma fungdo ndo-ne gaum {f = 0 porque F ¢ ndo-decrescente).
A sua dertvada ¢ igual a /;, pelo menos em quase toda parte, de modo
que F,. ¢ absolutamente continua (¢ a integral de sua derivada); F,_ ¢
a parte absolutamente continua de F.

Seja F(x) = F(x) = Fx) — F,{x). F, é continua, pois ¢ a diferen-
¢a de duas fungdes continuas (F, & absolutamente continua, logo
continua; F — F, é continua, porque a subtragio de Fy tira todos os
saltos de F). A denvada de F, ¢ igual a zero em quase toda parte, porque
FeF, téma mesma derivada f, e F,, sendo uma fungdo-degrau, possui
derivada zero em quase toda parte. F; é a parte singular de F, ¢

Fe=Fy+ Fo+ Fo

(Observagdo. F; também é ndo-decrescente. Omitimos a prova, que
' depende da Teoria da Medida.)
A discussdo acima da um método de decompor F em sua partes
discreta, absolutamente continua e singular. Consideremos um exemplo.

EXEMPLO 8. Suponha X ~ U[0,1]e Y =
0, x <0

Fx) ={x 0<x<

min{X, 1/2). J& vimos que

1
2
I, x> —.
2
Fy tem apenas um salto, em x = 1/2, ¢ p, = salto no ponto [2=1/2
Logo.

L] 1
0, x < ? Fglx)
- 1
— g ——p
2 2 0 1 x

— — . ——

11 1 1 e e e

Varldvels Alsatbrias 47

Diferenciando, temaos

Logo,
Faelx) y
0, x=<20
, 1
=fflde =0 VXSS g
L
L7773 .

4 0| L %
2

Como F ;+ F,.=F,, F{x)=0 ¥x ¢ ndo ha uma parte singular.
Entdo ¥ é realmente uma mistura dos tipos discreto e continuo {pode-se
até dizer que metade da distsibuigdo é discreta e concentrada no ponto
x=1/2 e a outra metade & absolutamente continua e uniforme em
[0, 1/2]). Na pratica, é pouco provavel que surja uma variavel aleato-
ria com uma parte singular, € quase todas as variaveis aleatonas que va-
mos considerar serdo discretas, continuas, ou misturas dos dois tipos.

§2.3 A distribuicdo de uma varidvel aleatoria

Seja X uma variavel aleatdria em (€, ¢, P). Por definicdo, [ X < x]e
€2/ ¥x e R. Em outras palavras, o evento [ X & B] ¢ aleatdrio ¢ P(X € B)

esta definida se B = (-0, x] para algum x. De fato, isso vale para
todo boreliano B:

PROPOSICAO 2.1. Se X ¢é varidvel aleatéria em (Q, <4, P), entdo o

evento
[XeBl Y {weQ: X(w)e B}
é evento aleatorio para todo boreliano B, e

[XeBled, YBe B = g-dlgebra de Borel.

B R e
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Prova. Teoria da Medida. Mas podemos justificar (intuitivamente) a

proposigdo: recorde que a o-dlgebra &, dos borelianos, ¢ a
menor o-algebra contendo os intervalos. Vamos, entio, verificar a

conclusdo da proposigdo para B intervalo:

(i) Se B=(—e, b], entdo [XGB:I e/ pela Definicdo 2.1.

(i) Se B=(q w)entioB=(—w,ale[XeB]=[X<a]es porli.
Neste caso, P(X € B) = P(X >a)=1-PX <a)=1— Fyla).

(i) Se B=(a b], entdo [XeB]l=[a<X <b]=[X<b]-[X<a]e
e/, por (i) P(XeB)y=P(X <b)—P(X <a)=Fyb)— Fyla)

{(iv) Se B=|q, bj, entdo B = U (a,b— —l—} e [XeB]}=
) w1 n

- ]
= [ (G <X<b- —-—:|e.::/, por (). Neste caso,

n
. 1 L
him [Fx (b —— ) - }X{a)] =
H— o H

De modo analogo, verifica-se que para todo intervalo B, [ X € B e
ex’ e P(X eB) ¢ determinada pela funcdo de distribuigdo Fy. E a

A=

n

P(X eB) = !im P(a <X <b-— _l) —

= Fyb—) — Fyla)

mesma coisa vale se B = U B,, onde os B, sdo intervalos disjuntos, ja

=1

C) [XeBlePXeB) =

=1 ('1

FI
que [XeB] = P{X € B).

Entdo vale a conclusdo da proposicdo na dlgebra de nnides finitas
de intervalos. Logo vale na g-dlgebra 4! chmmmc.lte‘ para verificar
se certa propriedade é valida para todo boreliano, basta verificar se

(a) é vilida para toda unido finita de intervalos e (b} continua valida

também para limites monotonos, ie. se vale para B, para todo n,
e B, | Bou B, B, entdo vale para B. Neste livro, ndo vamos nos preo-
cupar com problemas técnicos desta natureza, limitando-nos em geral
a venficar {a) e deixando (b) para o leitor interessado. Tomaremaos
1sto como regra geral.

Salientamos outra implica¢do desta prova: as probabilidades
PiX e B} sdao determinadas pela fungdo de distribuicdo Fy. [

Observagao. Se definimos Py{B) = P(X € B), para B boreliano, entdo

Py ¢ uma probabilidade em &, porque os axiomas se
verificam:

s N " P N WP

-y

s N

N

g

RN | TR e bt Rty e T T T R Tt
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Axioma 1. Py(B) = P(XeB) >
Axioma 2. PyR) = P(XeR)= 1.
Axioma ¥. Se B,, B,,...€ % sdo disjuntos, entdo

Pyl B,) = P(Xeu B,) = Plu [XeB,]) =
—ZP{XGBJ:ZPX{B,.

Pelas observagdes feitas na prova anterior, Py ¢ determinada pela
funcdo de distribuigio de X'; por outro lado, & claro que a fungdo de
distribuicio Fy ¢ determinada por Py, pois Fylx) = P(X < x) =
= Py{(— o, x]). Em outras palavras, Fy determina Py, e vice-versa.

DEFINICAO 2.4. A probabilidade Py, definida na g-algebra de Borel
por P{B)= P(X € B), € chamada distribuicdo de X.

Nos casos discreto e continuo, podemos descrever a distribuigao
por meio da fun¢do de probabilidade ou densidade:

PROPOSICAQ 2.2. {a) Se a varidvel aleatéria X é discreta e toma
valores somente no conjunto {x,, x,, ...}, entdo
PuBy= Y PX=x)= Y plx) ¥BeB '
irxje iixied

(b) Se X ¢é absolutamente continua com densidade f(x), ent@o

Py(B) = ( flx)dx, VBe .

Prova. {a) [XeB] = |J [X = x;]eesseseventossdodisjuntos. Logo
ixef
PyB)= ) PX =x)
itx,e 8

(b) Prova-se pela Teoria da Medida. E facil verificar no caso de B

intervalo; por exemplo, se B ={a, b) entdo

PuB) = Pla <X <b)=
=Pa<X <b)=
= S()dx - f2,

(po:s F, € continua e P(X =b) =0) =
'( — Fyla) = (pela Definigdo 2.3(b)) =

Vdx = [5f{x)dx = [z flx)dx.

Se B = | B; ¢ unido finita de intervalos disjuntos, entdo
=1
n

PA'(B} = E P,\'{B.‘) =
=1 i

lngE

J.f{_‘c) dx = ' Fldx.

B, YR,

§i21923
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pela aditividade da integral (por exemplo, se a <b < ¢ < d, entdo
d

Fx}dx).

~b
J fuwx:Jfde+j
{a, b w [e. 4 | a :

Agora & s6 aplicar nossa regra geral, adotada na prova da Pro-
posigdo 2.1: como [z f(x)dx = Py{B) para todo B unido finita de in-
tervalos, vale também para todo B boreliano. ]

Vimes, entdo, que a distribui¢do de X € determinada por qualquer
das seguintes fungoes:

(1) A fun¢do de distribuigdo Fy.

(2) A densidade f{x), se X é absolutamente continua.

(3) A funcdo de probabilidade p{x;), no caso discreto.

YVeremos mais adiante (Capitulo 6) que ¢ determinada também por:

{4) A fun¢do caracteristica de X.

{1} (2 (3) ¢ (4) serdo chamadas representacées da distribuigdo
de X ou representagdes da lei de X (lei = distribui¢do). Para conhecer
a distribuigdo de X, tanto faz conhecer qualquer das suas representa-
¢Oes. Costuma-se escolher a representa¢do mais conveniente para des-
crever a distribuigdo de uma dada vanavel aleatoria. No case continuo,
esta é geralmente a densidade:

EXEMPLO 9. A varidvel aleatéria X possui distribuigio normal
“padrao” (notagdo: X ~ N(0, 1)) se X tem densidade

Voce sabe provar que f ¢ realmente densidade? Um método de
prova ¢ o seguinte, Como f & ndo-negativa, ¢ suficiente provar que
® ¢ f(x)dx=1. Para tanto, basta provar qu:, o quadrado da integral
e 1guai a 1. Mas temos

(ﬁﬂﬂﬂhy=(fiﬂﬂm)xgmfvwﬂ:
i,
2 U

Exercicio. Verifique que a expressio acima ¢ igual a 1. (Sugestdo:
mude para coordenadas pO]il’E"i (6, p), onde x=pcosb,
y = psenf) ,

TieTEyINL gy dy.
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Consideremos o seguinte problema:se X ~ N0, 1) e Y=0X + g4

onde ¢ >0 ¢ pe R, qual a distribuigdo de Y? Resposta: ¥~ N(p, o),

ou sgja, ¥ tem densidade
[ 3
Sry) = ——— Ui en,
\/ Ino
E claro que Y ¢ varidvel aleatoria, pois ¥ < y se, e somente se,
Vo— it

X € -5, de modo que o evento [ Y < y] é aleatério para todo y.
a0

Veremos agora, através de um resultado mais geral, como obter a
densidade de Y a partir da densidade de X.

PROPOSICAO 2.3, Suponhamos que X possua densidade fi{x). Seja
Y=bx+c onde b >0ececR: Entdo Ytem den-

i) = L fx("‘“ C) yer.

(Notemos que no exemplo da normal, ¢ =y, b= o).

sidade

Prova. Fy) = P(Y< y)= PbX +c<y) =P (X =< Xb_-t) =

1y —clb
= j Sex)dx = (fazendo ¢ = bx-+ ¢) =

Pela Definigdo 2.3(b), g(y) = — j-( (_b_) éa dumdade de Y. O

(Exercicio. Obtenha a densidade de bX + ¢ quando b <0. Compare
com 0 caso b>0)

Como conseqliéncia da proposi¢do, vemos que quando f(x) é
densidade, podemos construir uma familia de densidades {f, .}, defi-
. . | xX—c
nindo j;, (x) = bf (T)
locagdo e b, pardmetro de escala. No Exemplo 9 (normal), 4 é pardmetro
de locagdo e o ¢ pardmetro de escala. [Para justificar a linguagem,
notemos que multiplicagdo pelo fator b corresponde a uma mudanga
de escala, e adigdo da constante ¢ resulta numa translagdo, i.e., mudan-

¢a de locagdo.)

. Neste caso, ¢ € chamado pardmetro de
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EXEMPLO 10. X tem distribuigdo de Cauchy (padrdo) se X possui
densidade -
l
= xeR.
/) n(l + x?)
(Verifique se & realmente Iuma densidade!), Se Y=bX + M, onde
b>0, MeR, entio Y possui densidade
. fy{y) e 7!)_._... e ye R.
x(b% + (y—M)?)
Na familia de distribui¢des de Cauchy, o pardmetro de locagio M
é a mediana, e o parametro de escala b representa a distincia entre a
mediana e o primeiro (ou o terceiro) quartil:

Iyn)

25%

I
|
I
M-b M M+b y

12 quartil 39 guartil

EXEMPLO 11. Distribui¢io gama. Quando « >0, a fun¢io g(x) =
= x*"'e”* & integravel no intervalo (0, o), ie.
{&x* Ve " dx < oo. Consideremos, entdo, a fun¢gdo gama, definida por
M) =[5 x*"Te ™ *dx, x> 0. Integrando por partes, vemos que [ '(z + )=
=al{z) e, por indugdo, I'(n+1)=n! (pois T{1})=[F e “dx =1).
E dbvio que I'(2)>0; logo, f definida por
[N I
f{\} _ 1—(5(7 X ¢ " x>0
0 .o x=0

¢ densidade (a da distribuicdo gama com pardmetros a ¢ 1. Noragio:

. o X
e, 1)), Se ¥ =20

f w{(¥) =

e X ~ I{x 1), entdo

ﬁ -1~ fy ﬁ: -1 -fy
e ; SN b P TN
I"(:(] {ﬁ.\’) € r(-l} } € y } =
0, y <0,

Esta ¢ & densidade da distribui¢do gama com parimetros « ¢ f5, indi-
cada com I(x, f3).

*
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1 -
Neste caso, ﬁ ¢ parimetro de escala (as vezes, escreve-se a den-

sidade substituindo # por %—, fazendo com que # seja parametro de

escala). O parametro « é parametro de configuragdo (faca o grafico da
densidade para entender porque tem esse nome).

Observagdo. Quando « = 1, a distribui¢io ¢ a exponencial com para-
metro fi, que tem densidade f{y) = fle ™, y > 0. Quando

of ==

rol

1 . .
~e fi= 5 temos a distribui¢do qui-quadrado com n graus -de

liberdade {veja o §2.8).

No caso discreto, a representacdo mais conveniente da distribuicdo
de X ¢ geralmente, a fungio de probabilidade. J& tratamos de um
exemplo de varidvel aleatéria discreta no §2.1, quando vimos a funcio
de distribuicdo de uma varidvel tendo distribuicio de Poisson com

pardametro At. Com efeito, fazendo ¢ = 1, vemos que se X ~ Poisson (4),
entao ’

0 , 8¢ x <0
- ik

Fix) = €

- e X = .
kT 5 S 0
O0sk={x] N

Como o valor p(k) da fun¢do de probabilidade é igual ao salto de F
no ponto k, temos

. etk
plk) = PX = k) = =155, k=0,1,2, ...
EXEMPLO 12. Dizemos que X tem distribuigdo binomial com para-
metros n ¢ p, onde n € um inteiro positivoe <p <1, se

k) = P(X = k) = (E)pk(l —p) " k=01,.. n
Notagdo: X ~ b(n, p). Esta é a distribuicio que alrib'uimos:?por exem-
plo ao numero de caras obtido em n lan¢amentos de uma

moeda tendo probabilidade.p de dar cara.
Mais geralmente, consideremos um experimento basico em que
estamos interessados em saber da ocorréncia ou ndo de certo evenlo
de probabilidade p. tal como a obtencio de cara na jopada de uma

L
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t _
mocda honesta (p= ES ou a obtengdo de 7 ou L1 no lan¢amento de

dots dados equilibrados ( = ;—) . Se repetinmos o experimento basico

nvezes, indc:px:ndcntcmcﬁlc, & contar o numero de ocorréncias do even-
to de interesse, entdo este numero tera distribui¢do bin, p).

Em 1ais casos, chamamos as repeti¢des independentes do expen-
mento basico de “ensaios” e, j4 que podemos interpretar cada ensaio
como tendo apenas dois resultados possiveis {ocorréncia ou nio do
evento de interesse), dizemos que se trata de um caso de “ensaios
binomuiais”, Chamando o k-€simo ensaio “sucesso” se ocorre o evento
de interesse ¢ “fracasso” se ndo ocorre, concluimos que a distribuigdo
do mimero de sucessos em n ensaios binomiais, com probabilidade p
de sucesso em cada ensaio, & &{n, p). Por exemplo, a distribui¢ic do
namero de caras (= sucessos) em n jogadas de uma moeda honesta &

2

1 e . .
b (n, —), e a distribuigdo do nimero de sucessos obtidos em n langa-

mentos de um par de dados equilibrados, onde a obtengio de uma

2
soma de 7 ou 11 & considerada sucesso, é b (n, ?)

Observagdo. Na defini¢do geral de ensaios binomiais, admitimos a
possibilidade da probabilidade de sucesso variar com os
ensaios. Um exemplo disto. serd visto no §5.3 (exemplo 5). Quando
a probabilidade de sucesso é a mesma p para todo ensaio, os ensaios
binomiais sio freqilentemente chamados ensaios de Bernoulli.

EXEMPLO 13. Irlangando uma moeda, ndo necessariamente honesta,

' independentemente. Contar o nimero de lancamen-
tos até o da primeira salda de cara, inclusive. Seja X esse nimero.
Se p € a probabilidade de cara em um dado langamento, entdo X tem
fun¢io de probabilidade

plk) = (l—p)"_”p, k=12...

Dizemos que X tem distribuicdo geométrica com parametro p. A geo-
métrica é a distribuigdo do tempo de espera até o primeiro sucesso
em uma seqiiéncia de ensaios de Bernoulli com probabilidade p de
SUCesso,

01 11 1O P O o e
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824 Vetores aleatdrios

N Em 1‘11115[03'{ c:tpcr{mcmox, 0 interesse do nvestigador recai sobre
VATIDS caracteristicos numéncos do resultado do experimento, Um
cx::mplo simples disto foi visto no exemplo 5, em que o resultado do
eXpenimento “escolher, 2o acaso, um ponto do circulo unitario™ c:ra;
considerado como o valer de um par de varidveis aleatérias X e Y
uks coordenadas {cartesianas) do ponto escalhido. Formalmente [i.
nnamos ,

W =[x ) = (X{w), (), we = [y /17 < 1,

No processo de Poisson, que representa o modelo probabilistico
de Um experimento bem mais complicado, ¢ comum o experimentador
s¢ Inleressar pela andlise simultinea de varas varidveis aleatdrias
Por exemplo, ele poderia querer comparar o numero acumulado d{..
c?@nadas até a hora n, para n = 1,2,...,24; ie, analisar o fluxo ho-
rano de telefonemas durante o primeiro dia. Neste Cas0, COm ¢ expresso
em horas, cle trabalharia com as variaveis aleatoérias X, X, X
onde X,(w)=wl(k), wed=a classe de fung¢des-escada ‘do § 1 l,l w
. Nestes exemplos, o interesse estd em um vetor de varidveis z;tll;laté—
rias, todas definidas no mesmo espaco de probabilidade. Os vetores
(X’. Y), no caso do circulo, e (Xi,..., X34, no caso do processo de
Poisson, sdo exemplos de verores aleatérios.

DEFINICAO 2.5. (a) Um vetor X =(X(, ..., X)), cujos componentes
$d0 varidveis aleatorias definidas Nno mesmo es

4 i1 - =9 v 5 ) \paco

de p‘ro‘babllldddﬁ, (£, P}, & chamado vetor aleatorio (ou varidvel

aleatdria n-dimensional).

N (6) A fungdo de distribuicdo F = F.r'—‘Fx, . x, de um vetor aléw

tono X = (X, ..., X,) é assim definida: o

FOO = Flxy, oox) = PIX, <%y, X, < x), Y (x,, ....,x,,)e[ﬁ”,

F & também chamada Sungdo de distribuicdo conjunta das variaveis

Jaleatérias X, ..., X,

. &
Observagdo. O evento (X <x,..,X,< x, ] ﬂ [X; < x,] ¢ aleato-

. LS ~ v r . i=1
1o, ja que as X sdo variaveis aleatdrias e portanto [ X, < x;] e Vi,
. . * e I - ’
Logo Fy, ... x, estd bem definida. Note que o vetor aleatério X ¢ uma
fungdo definida no espago amostral Q assumindo valores no R" ie
X;f) . I."- r hray
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Propriedades da fungdo de distribuigio F de um vetor aleatério
(Xys o X

FI. F(x,, ..., x,) é ndo-decrescente em cada uma das varidveis. Por
exemplo, € ndo-decrescente em x;: se x <}y, entdo

Flx, x5, ..., %) < Fly, x4, ..., X,).

Analogamente, € ndo-decrescente em Xx,, em Xx,, etc.
F2. Flx,, ..., x,) € continua a direita em cada uma das varidveis. Por
exemplo, s€ v, | x, quando m -+ o0, entdo

E(ynnXZ: wrey xn)iF(xl‘l‘YEa "'!XJ’KJ quando m - oo,

valendo resultados andlogos quando y, | x,, y. |l X3, etc.
F3. Para todo |

lim F(x,,...,x,) = 0.

L= — o
Também,

Iim  Flx,,...,x,.) =L

Wi, x4 w

(Este ¢ o limite quando todas as coordenadas convergem simul-
taneamente para + C.)

Prova. Como no caso unidimensional. Somente a propriedade I3 ¢

urn pouco diferente. E importante notar que se i € fixo, entdo
’\fl <Xy, Xinp SXimy, XS -m, il SXigqs o K5 = xr:lj Lo,
quando m'— o, para todo (x,, ... , X, Mas

[-Xl = Ky eens I\)I.Tl = Xiog, Xi =m, "\'1'4-1 = Kigas oons Xn ﬁx,JT
T%Y1 < Xypeuny ‘}\'al = - s --x:'+1 = Xy Froome kr| = -\',,|

R R TR

quando m-—+ + ¢, Em outras palavras, quande x;— 4+ a0 Fy . x, con
verge para a fungdo de distribui¢do conjunta das n— 1 varidveis aleatorias

X, ooX, \.X..,..... X, Finalmente, quando todos os x; convergem
simullaneamente para + o0 (le, x;— 4 oo Vi, entdo o evento
L}

() [X; < x;) converge para o evento certo £ e F(x;, ... x,) converge
i=)
para 1. [

Pata n > 2, as propriedades Fi, F'2 e;}F3 ndo sdo suficientes para
que F oscia yma fuugio de distribwicio: ®

e

F Nl Sew
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EXEMPLO 14. Uma fungdo Fy: R* —» R que satisfaz F1, F2 ¢ F3
mas ndo ¢ a fungdo de distribuigdo de um vetor aleatdrio (X, Y). Seja
Fy a seguinte fungdo definida no plano:

Fo(x,y)z{lsex;%OeyzOex-ryzl o |

0 caso contrario.

AR 2L 6 5 I S
- — — — —. nestaregifo fechada _

Folx,y) =0
nesta regido aberta

Grahco de F.

E claro que as propriedades F1, F2 ¢ F3 estdo satisfeitas. Mas
Fq ndo € fungdo de distribui¢do de um vetor aleatério (X, Y). Se fosse,
entdo teriamos a contradigdo

0<PO<X<1,0<Y< )= Fy(l, 1) — Fo(l,0) — Fo(0,1) +
+ F0,0)=1—-1—-1+0= —1.
Para verificar a equagdo (#) acima, basta notar que quando F
¢ a fungdo de distribuigio de um vetor aleatdrio (X, Y), temos

FL)=PX <1, Y<1),
FILD = F1LLO)=PX < 1,Y< ) - PX <1,Y<0) =
=PX<1L0<Y<)
FIO, 1) = F0,0) = PN <0.Y<1)— P(X <0,Y<0) =
= P(X <00 <Y<

e. finalmente,
F(L, 1) — F(1,0) — FO.1) 4+ F0,0) = P(X < 1.0 < Y< 1) —
o IU{}( =< 0‘0 < Y < 1} — P(O <X < |

De fato, se ay < b, ca; <b, e Fé funcdo de distribuigdo de (X, ¥,
entdo 1emos

0< Play <X <bya, < Y<by)=F(by,by) — Flby,az) —
— Fla,, by) + Fla,, a;).

TR A
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Podemos descrever esta propriedade por meio de operadores de
diferenca. Com efeito, para [ =(g, b] ¢ g: R* >R definamos

A glxy, e Xy = g(X X, D) = gy, e X L @)

A propriedade, entdo, ¢ a seguinte, quando F ¢ fungio de distribuigio
do vetor aleatério (X, Y): se [, =(a,, b] e I;=(ay, b,], entio

A A Flx, y) =&, [Flx, by) — Fx, ;)] =
= F(by.by) — Flby, a2) — [Flay, by) — Fla,.a,)] > 0.

Para n geral, a nova propricdade é:

FA. A\, ., Flx,, ...

%) = O,V = (a,, bkl G < by, k=1, n

Essa propriedade nada mais &, portanto, que a formulacdo, por
melo da fungdo de distribuicdo F, da propriedade Pla, < X| < b, ...,
a, < X,<b,)>0. Acontece que uma fungdo satisfazendo F1, F2, F3
¢ F4 € realmente a fungio de distribuicdo de um vetor aleatério, Le.,
as quatro propriedades s3o suficientes para caracterizar fungdes de
distribuicdo (referéncia: Breiman 151, §2.5)

DEFINICAO 2.6. Uma funcio F: R" - R que satisfaz as propriedades
Fl,_ F2L,F3eFd4 é chamada funcdo de distribuigdo
~ n-dimensional (ou n-variada). '

Os tipos discreto e absolutamente continuo tém os seguintes
analogos no caso multivariado:

DEFINICAO 2.7. {a) Se o vetor aleatério (Xy,..., X,) toma somente
um nimero finito ou enumerdvel de valores, é
chamado discreto. o .
() Seja (X, ..., X,) um vetor aleatério ¢ F sua fun¢io de distri-
bui¢do. Se existe uma fungdo f(x,, ..., x,) > 0 tal que

F(xi,...,x,,:JA j Sy, oty dey o de, Yix,, ..., x,) eR”,

= -~ ag
entdo f ¢ chamada densidade do vetor aleatério (Xy, ..., X,) ou densi-

dade conjunta das varidveis aleatorias X, ..., X,, e neste caso, dize-
mos que (X, ..., X,) é (absolutamente) continuo.
L] .

e a
o
-
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Sdo vilidas as extensdes para o caso n-dimensional das Propo-
sicdes 2.1 ¢ 2.2 ¢ da Definigio 2.4 Isto é:

Seja X = (X, ..., X} um vetor aleatdrio no espago de probabi-
hdade (., P).

PROPOSICAO 2.1". [Xe Bleo/ YB3 onde B ¢ q o-dlgebra de
Borel no R".

(Observagdo. A o-dlgebra de Borel no R é a menor g-dlgebra contendo
todo retangulo n-dimensional, ou seja, a o-dlgebra gerada
pelos retangulos. Pelo método de prova da Proposigdo 2.1, pode-se
ver que [X & B] ¢ evento aleatorio se B é retangulo ou unido finita
de retangulos. Por nossa regra geral, vale entdo para todo B boreliano.
Notemos, por exemplo, que qualquer regido aberta 4 no plano é
unido enumeravel de retangulos; portanto, tem sentido falar na pro-
babilidad- de (X, Y) pertencer a A, se (X, Y) & vetor aleatdro.)

DEFINICAO 24" A probabilidade definida em 2" por PXeB) ¢
. chamada distribuigdo de X ou distribuicdo conjunta
' JYJI‘ =

Notagdo. Py(B)= P(XeB), Py é a distribuigdo de X.

de X,,...

PROPOSICEO 2.2. {a) Se o vetor aleatério :f? € discreto, entdo
P(B) = Z P(X = x;)VBe 8"
- T - =

(6) Se X é continuo com densidade Sflxy, ..., x,), entdo

Pi{BJ = P({EB] = ]"é. Ff(xy, o x)dxy . dx,.

(As provas das proposicdes 2.1' e 2.2’ sio andlogas as anteriores.)

§2.5 Independéncia

Sejam X, X,, ..., X, varidveis aleatorias definidas no mesmo es-
pago de probabilidade {0, o, P), de modo que X=(X,,.., X)) é um
vetor aleatorio em (€, o, P). Informalmente, as X; sdo independentes
se, & somente se, quaisquer eventos determinados por qualquer grupo
de varidveis aleatorias distintas sdo independentes. Por exemplo,
[Xy<5]e [X,>9] sdo independentes: [X,<5]), [X,>9] e [0<
<X <3] sdo independentes (se n > 9); etc.

.
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DEFINICAO 2.8. As varidveis aleatorias X,,..., X, sdo (coletiva-
mente) independentes se

n

P(X,€B,, X;€B;, .., X,€B,) = [ P(X,eB), VB e®,i=1,

Observagoes (1) y Essa definigdo equivale a deﬂm(;do informal, pois, por
exemplo, P(X, € By, X»&B] P(X,eB,, X,€B,,
X,eR, ... X eR)=P(X e€B,) P(X,eB,) =P(X,eB,) P(X,eB,)

(2) Usando o mesmo raciocinio do item (1) (ou a definicdo infor-
mal), vemos que para toda familia de varidveis aleatorias independentes,
qualquer subfamilia é.também formada por varidveis independentes.
Por exemplo, se X, Y e Z sdo independentes, eptdc X e Ytambém o
sdo. (Essa é uma propriedade “hereditaria” de varidveis independentes,
segundo Breiman [6].) . :

(3) Ocorre que as varidveis aleatdrias X, ..., X, sdo indepen-
dentes se sua funcdo de distribuicdo conjunta fatora e & o produto
das funcdes de distribuigdo individuais. De fato, temos a seguinle

PROPOSICAO 24, (F:‘f{érir} para independéncia).
{a) Se X,,..., X, sdo independentes, entdo

Fywox i, x)e U Dy, ) e R

(b} Reciprocamente, se existem fungoes by, ..., F, tals que

lim F{x) =1 para todo i ¢

xT D

n
Frvxa (1o ) = [ F6) Vv, o, ) e R
: =1
entdo N, .... X, sdo independentes e Fi=1Fy, Vi=1, ..., n

(Em outras palavras, X,,.... X, sdo 1mh.;_x:ndemes se, € s se,
sua funcio de distribuicio conjunta fatora ¢ cada fator converge para
| em +co. No item (b). nolemos que ndo € preciso verificar se I €
funcio de distribuigdo: basta verificar se F(x}— ] quando x— + o2, Vi)

Prova. (a) Suponhamos X, ..., X, independentes. Entdo

Frod(Xps e X = P, € x,0 X, £ x) =
= PN e(—mw, Xy ) ... N, e(—o0. x,]=

|"\
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I

= (por hipdtese) = H — o, X)) =
. i=1

i

[T PO < x) = [ TFelxih ¥ (5, ooey )
=1 i=1

(b) Fy{x) = PX; < x) =

T

im PX,<m ... Xi-;smX; 2x

me= o
XioiSm o, X, 2sm)= lim Fy .xfm...,mx,m ).
mr o e M !
i— 1 VeIes n—ivezes

Pela hipotese do item (b), temos entao

1
mes b A\ J=1 Jj=i1-

Fylx) = lm (Il__f F{m) F{x3) ]ﬂ] F',{m}) = F{x),

ja que lim F{m)=1.Logo {~ ¢ a funcdo de distribuigdo de X {F,=Fy ).

me o
Terminamos a prova com a Teoria da Medida. (A idéia da prova:
queremos ver que

P(X,eB,,....X,eB,) = || PIX;€ B). Y Be#.
' 1

=

Acabamos de provar que

Fyooox{xys o xd = [ Fagx

ie. vale o resultado se os B; sdo do tipo {— oo, x;]. Yamos fazer uma
verificagdo para B, =l(ay b;]:

P(X,eB,, .. X, eB,}= Pla, < XA, < by ..., a, < X,<b)=
_Af|"'AInF-\1"""\-n - . {
= [F,\'.{bﬂ - F.x‘.{ih]] XX [F.\' b — I__X,,[\Un‘]] =

X

1= i=1

J& que qualquer intervalo ¢ limite de intervalos do tipo (a. b,
o resultado é valido se os B, sdo intervalos quaisquer. Por aditividade,
vale se os B, sdo unides finitas de intervalos. Para verificar que vale
para todos os borclianos H;, utilize o argumento sugerido na prova
da Propesigio 2.1} O

T e T L L L L T T I e T T s TR T i - p—
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No caso continuo, o critério pode ser escrito da seguinte maneira:

PROPOSICAO 25, (Cricdrio para independéncia no caso continuo).
_ (a) Se X\, ..., X, sdo independentes e possuem den-
sidades fy ..., fy,, emdo a fungdo

"

Slxy, 0 l () (xy, ..., x)eR",

¢ densidade conjunta das varidveis aleatérias X |, ..., X .. i.e. S=
(b) Reciprocamente, se X,,..., X, tém (r'ensrd(mf_ confunta j sa-
tisfazendo

S¥ry o) = _l:[tﬁ{xi), Y{(x;, .., x)eR",

onde Jdxy= 0 e J2_fix)dx = |, Vi, entdo Xy, ..., X, sdo independentes
¢ f; € a densidade de X, para i=1,..., n.

Prova. (a) Se X, ..., X, sdo independentes, entdo

Fy, . x %1, ..., x,) = (pela Proposigio 2.4(a)) = ][ Fylx)=

.[ S ledde =

J J Sx{ty) - St dey

= (pela defini¢do de densidade) =

. .
Logo []fx, € densidade conjunta de X,

=1

., X,, pela Defini¢do 2.7(b).
(b) Fyyooxalxi, o, x) = J

J Sy, ooty dey dty =

= (por hipotese) = f " j A S . ey =

= 11| s, -

Definindo Fifx)) = [, f{t) dt;, temos, por hipétese, lim Fx)= 1.
. ' xi=*+w

A Proposicdo 2.4(b) implica que X, ..., X, sdo independentes eF=F

logo f; é densidade de X,. [ :

-

el

=T
F = i
{1

T T —
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{Veja o exercicio 22 para um critério para independéncia no caso
discreto.)

EXEMPLO 5. Dizemos que o vetor aleatorio (X, ) possul distri-
buigdo normal bivariada quando tem densidade dada

ey = b b ] X =y
T : "-xp{ zu—pz)[( )

oo, Jl-p /

e )

onde ¢, >0, 0, >0, —t<p<l, neR, R
Se p=0, entdo a densidade fatora:

: L (x — p;f} L { (v —
{_\.. }‘] = e XD { - 3 ' — CXPpy — 5 2_—} )
g \/ﬂgl { 20—1 \/EKCH 202

Portanto, pela Proposicdo 2.5(b), se p =0 entdo X ¢ Ysdo independen-
tes € X ~ N{u,,02), ¥~N(u,, o3

Se p #0, entdo X ¢ Y ndo sio independentes, pois sua densidade
conjunta ndo ¢ produto das densidades marginais {1e., /# fx fy). Com
efeito, vamos calcular as densidades de X e Y, usando a seguinte

por

PROPOSICAO 2.6. (a) Se Flx, y) ¢ a fungdo de distribuicdo conjunta
de X e Y, entdo aﬁm;‘ﬁo de distribuicdo de X ¢
Fylx) = hm F(x, y} 4 F(x, + ).
¥k
Fy assim obtida chama-se fumgdo de distribuicdo marginal de X,
(b) Se f(x, y) é densidade conjunta de X e Y, entdo X tem densidade
dada por

Sxx) = J S{x y)dy.

— o
[y assim obtida chama-se densidade marginal de X,
Prova. O item (a) j& foi verificado no §2.4 durante a prova da pro-

priedade F3. A verificagdo do item (b) é deixada para o leitor
(verifique se |7 f(x, y)dy satisfaz a definigdo de densidade de X.) []

Observacdo. A Proposigo 2.6 possui uma extensdo natural para dis-
tribuigdes de vetores aleatérios de dimensdo maior que 2.




64 Probabilidade: Um curso em Nivel Intermadidrio
Por exemplo, se £(x, ¥, z) € a fungdo de distribuigio conjunta de X,
Ye Z, entdo a fungio de distribuicdo marginal de (X, Y) é Flx, y, + o),
cade X € F(x, +o, +w); se f(x, y,2) ¢ a densidade conjunta de X,
V. 7, entdo a densidade marginal de (X, YYefe, flx, yz)dz e a de
X & Jilx)= 207, f(x v, 2)dydz. No caso geral, obtemos a funcio
de distribuigdo (densidade) marginal de uma subfamilia das n variaveis
aleatérias, fazendo todas as outras variaveis convergirem para + o

na fungdo de distribuicio conjunta (integrando a densidade conjunta de

@ até +o0 em todas as outras varidveis).
Para um resultado anilogo no caso discreto, veja o exercicio 2.

Voltando ao exemplo 15, vamos calcular a densidade marginal
de X, Le, fulx)=J=_ f(x y)dy. Colocando em evidéncia os fatores

que ndo dependem de y, e completando o quadrado do expoente do
restante, temos '

i _ 2
) = e { _ G _AILJ_J___} y

o ey 3
LT 0101 o l'p

x| ’ €Xp ¢ — _,_1 B | ')""'__.ﬁ'\ -p(E5f [ dy.
21-p% [\ e

Falta o fator ————— para fazer do infegrando a densida-

0y 2n(1 —

e X~ N(uy, ). Analogamente, temos Y ~ N{uy, i),

Scgue-se que p 0 implica que X e Y realmente ndo sdo inde-
pendentes, pela Proposicio 2.5{a): se o fossem, entio o produto fy- [y
sena a densidade conjunta, mas ¢ obvio que [ 5 fy- fy. (O parimetro
¥ ¢ 0 cogficiente de correlacio entre X e Y- veja o §3.6)

i

Observagao. Um ponto técnico: a densidade nio é univocamente de-
finida, pois podemos mudar o valor da densidade em um conjunto
de medida de Lebesgue nula sem afetar o valor da integral na definicio

de densidade. Isto ¢, se f ¢ densidade do vetor alealorio X o g=/
L
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em quase toda parte, entdo g também é densidade de X. J& vimos
um exemplo disso, no caso de varidveis aleatérias (logo apds a De-
finigdo 2.3), quando consideramos a densidade da distribuicdo uniforme
em [0, 1], aceitando as duas “versdes” usuais da densidade (wma com
SO)=/(1)=0, a outra com f(0) = f(1)= 1). '

Na pratica, podemos ignorar este problema técnico ¢ tratar todas
as versbes da densidade como equivalentes, porque qualquer versio
serve para obtermos a distribui¢do. Notemos, contudo, que para con-
cluir que f'# fy- fy no exemplo acima, ndo é suficiente achar somente
um ponto (x, y) em que temos a desigualdade, mas Precisamos provar
que f{x, y) # fx(x) f{y) em um conjunto de 4rea estritamente positiva
(e, medida de Lebesgue > 0),

EXEMPLO 16. Seja G ¢ R" uma regido tal que Vol G >0, onde Vol G

¢ o volume n-dimensional de G, de modo que Yol G =
=l f1dx, ...dx,. (Quando n = 2, por exemplo, Yol G = drea G.) Di-
zemos que X =(X,, ..., X,) & uniformemente distribuido em G se X
possui densidade

—————— (X, x)EG

L O e x)éG
e, f= 1S onde I, ¢ o indicador de G
’ Vol G’ ’
(Observagao. O indicador, ou fungio indicadora, de um conjunto G
¢ a fungdo que toma o valor 1 em G e toma o valor 0
fora de G, ie,, lox)=1 se xeG, I5x)=0 se xe G
Neste caso, X tem a distribui¢do uniforme em G, dada por

PXeh) = J-‘,'a' P x)dxy o dx, = I'E;' J'——'-{-g—— =

Vol G
Vol(B A G)
e e - "
Vol BE

Notagdo: X ~ U(G). Quando a distribuicio de X ¢ uniforme em G,
¥ todos os pontos de G sdo, de certa maneira, “equiprovaveis™,

pois tém o mesmo peso relativo, representado pela densidade,
Esta definigiio pode ser usada também no caso de n— 1, com
Yol G = comprimento G. Por exemplo, X tem distribuicdo uniforme

em [0, 1] se possui densidade f = Aoy

: — =] .
comprimento [0, 1] 1Y
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Se (G é retingulo, entdo X |, ..., X, sdo independentes ¢ cada uma é
"
uniformemente distribuida. Por exemplo, seja G = [] [a;, b;]. Entdo
i=1
1 L =1
o Xy, - x,) = U b a f(ai,bd[xi) 3
1 (b — a) e e
=1

onde a ultima igualdade se justifica por:

);‘{x[. --..,‘L‘n) =

[ P

(Xl v reey x,‘) e = X e {:ﬂ(, b'] V!,
ou sgja,
folxy, .o x,) = lcc*fidl._.b.l](x‘-) =1, para todo i=1,...,n

Como b% a;. sy € densidade da distnibuigdo Ula,, b;], a Proposi-
i i
¢io 2.3(b) diz que X,, ..., X, sdo independentes e X;~ U[a,, b].
Se Yol G =0, ndo se pode usar a defini¢do dada acima para de-
finir a distribuicdo uniforme em G. Mas em certos casos, tal distri-
buigio pode ser definida de maneira bem intuitiva. Para ilustrar este
conceito, seja G a diagonal do quadrado unitario no plano:

0

Como vocé interpretaria “o vetor (X, Y) é uniformemente distribuido
em 7 E claro que com isto queremos dizer que para todo boreliano
B no plano,

Py AB) = P((X, Y)e& B) = comprimcnrti{G s B)_
2

Notemos que esta distribuigdo € singular; ndo existe uma densidade
conjunta. {Suponhamos que exista uma densidade conjunta, f(x, y).
Entio Py (G)=1==f5[f(x,y)dxdy =1 Mas 4rea G=0, logo
fof fx, yydxdy = 0. Absurdo.)

E facil verificar que X ~ U [0,1] ¢ Y ~ U [0, 1]. Logo, fica pro-
vado que se X tem.densidade e Y também, néo é necessariamente verda-

deiro que X e Y possuam uma densidade conjunta. JA sabemos, contudo,
\ .

] |
r Imll
il
- .
il | | ;

L4
1
|
-4
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que vale a reciproca (Proposigdo 2.6(b)): s¢e X e Y tém densidade con-
junta, entdo existem as densidades marginais, com Jxlx) =2, fix vidy
¢ Sy =174 flx y)dx.

Cabe notar aqui que X ¢ Ysdo discretas se, e somente se, (X, Y)
¢ disceeto. (Verifique!) Logo, temos o seguinte esquema, onde X, ..., X
sdo variaveis aleatorias em (0., P):

"

Xy, .., X, discretas = (X . ..., X,} discreto

X,.....X, absolutamente continuas 2 (X, ..., X,) absolutamente
continuo.

Observamos que sob a hipotese adicional de independéncia, te-
mos equivaléncia nos dois casos, pois X, ..., X, independentes e
absolutamente continuas = (X |, ..., X,) absolutamente continuo, pela
Proposicdo 2.5(a).

§ 2.6 DistribuicBes de funcdes de varidveis e veto-
res aleatorios

Seja X = (X, ..., X,) um vetor aleatério em (O, &, P), e conside-
remos o problema de determinar a distribuigdo de Y = g(X,, ..., X,).
Este problema inclui o problema de determinar a distribuigdo da fun-
¢do de uma varidvel aleatonia, ou seja, de Y = g(X), pois uma variavel
aleatona ¢ vetor aleatdrio unidimensional (e, n=1).

Observagdo. Para que Yseja uma varidvel aleatdria, vamos supor que
g seja mensuravel a Borel, e,

g B = {{x,,...,x)eR"g(x,,..., x,)e Bl e #" YBe A

Toda fungdo que se pode visualizar ¢ mensurdvel a Borel -- em par-
ticular, toda fungdo continua o ¢ — ¢ ndo vamos nos preocupar com
esta questao,

Formalmente, o problema ¢ de facil solugdo, pois a funcio de
distribuigio de Y é

Fuly) = P(Y < y) = Plg(X |, ..., X,) < ),

e esta (ltima probabilidade pode ser calculada por meio da distribui-
¢do conjunta de X, ..., X,: se definirmos

By o= {(xy, .., x)gle, .., x) < ),
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entdo g(X,, ... X,) < y se, e somente se, (X,,..., X,)e B,, de modo que
J"r'(}’} = P((Xl poeris Xn) € B)} = Px],"'.Xn[}}_}'}

Em outras palavras, conhecendo a distribui¢io conjunta de
X,, ..., X, podemos obter a distribui¢io de qualquer fungido (men-
surdvel) das X, pelo menos teoricamente,

Quando X ¢ discreto, o problema ¢ realmente de facil solugdo,
pois neste caso Y também & discreta (por qué?} e para obtermos sua
fun¢io de probabilidade precisamos apenas somar os valores relevan-
tes da fungdo de probabilidade de X, Especificamente, se a fungdo de
probabilidade de X € pyx), i=1,2,..., e se y; € um valor possivel
de Y (i.e, um dos g(x;), entdo

prly) = 2. pylxi
Bglxi=y;

Vamos ver alguns exemplos dos calculos envolvidos no caso de

X continuo.

EXEMPLO 17. Se X ~ U {0, 1], qual a distribui¢do de ¥ = —log{X)?
Neste exemplo, X € um vetor unidimensional, ie,
wma variavel aleatona. Como

O<¥Y<wme=0<X <1l

e PO<X < y=1,temos F,(y)=0, y<0.Se y>0, entdo P(¥Y < y):
= P(=loglX)<y)=PXze)=1—e"

Solugcdo: Y~exp{l), le, Y tem distribuigio exponencial com pard
metro 1.

EXEMPLO 18. Se X e Y sio independentes, cada uma com distri
bui¢do uniforme no intervalo [0, 1], ‘qual a distribui
¢io de Z = X/[Y"?
Como 0 <Z <ocse X >0e¢ Y>>0, temos

PO<Z <o0)2P0<X=1,0<Y<])=
=PO< XN < PO<Y< )= 1

Logo, FAz)=0 para z <0. Notemos que segundo a nossa deflinigio
formal, pode ser que Z ndo seja uma variavel aleatoria, pois pode
tomar o valor +a (guando Y =0 ¢ X >0) ou ainda ficar sem deli
nicio (quando X =0 e Y = 0). Mas esses dois eventos excéntricos ém
probabilidade zero, e podemos afirmar que, com probabilidade 1, Z
estd bem definida é toma valores finitos, ¢, em todo caso, eventos de

s d L8
114 ,"I)
s :
g
i | )
.I r !
il )

-
_—
i — A

e S T sl - =~y
e M

T S

| |

RPN

G e e e e m—— = g

X
L A N R ™ W P R

¥

s
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probabilidade zero sdo despreziveis para nossos propésitos. Se vock -

quiser, poderd substituir Z pela variavel aleatéria Z' definida por

7 e XiY,se X >0e Y>0
0, caso contrario.

Voltando aos céilculos, temos para z >0,

Filz) = P(XIY < z) = P((X, Y)€ B.), onde:

¥
i T A
Wip——ommm - . Ca%r)]] Cag: 2
] - z 21
1 ] i3 7— y ~7
B, |
7 : E:"'/ |
.
i ! : T
|
I J
i 7 1 X ) 1 >
X 2’ x

Podemos restringir nossa atengdo ao quadrado unitirio, ja que-
PO<X <1,0<Y<1)=1 ie, P(X, Y)equadrado unitario) = 1.
Como X e Ytém densidade conjunta igual a 1 no quadrado, pela Pro-
posicdo 2.5(a), temos

<7 P(X,Y)eB) =J Jl dx dy = area (B.).

: Lo VB
Logo, ¢ - - S L
.
0, <0
Fyz)=43/2 0<z<l
=221
2z

Como F, ¢é continua e derivavel por partes, Z possui densidade,
a saber: :

0, =<0

1/2, 0 <z <l
fuls) = Fyfa) =4 40 TS E S

?,ZTP].

{Os valores de f; em 0 e | sio arbitrarios.)

A e
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Para certos casos “padrdo”, existem fdrmulas que podem ser
aplicadas para obter a distribui¢io de g(X). A soma de duas varidveis
aleatérias € o caso mais tipico disto. Entdo, sejam X e Y variaveis
aleatonas em (£, P), com Z= X+ ¥, Calculemos a distribuicio
de Z. A solugio geral &

FAz) = P(X + Y< z) = P((X, Y)e B.),
onde B, = {{x,y):x + y < z}:

* Vamos supor agora que (X, Y) tenha densidade f(x, y), 1e., vamos
restringir nossa atengio para o caso continuo. Neste caso,

Fz{z) = (pela Proposi¢io 2.2'(b)) = j J}'{x, Ydxdy =
B~

N
= J Jlx yydx dy.

Y -

Fazendo a mudanga de varidvels s=x+y, t =y, que tem jaco-
bianc igual a I, temos

Fz(zszmj Jz f(.ﬁ*f,f)dsdiij J fls—t, tydtds =

= J g(s) ds,

-~ o

.

onde g(s} = [ S{s—t, t)de.

- .
— o

¥

v
=

| &

(.
:
il

{ ,:

¢t

(

e

i

(
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Logo, ¢ & a densidade da soma Z =YX + Y, le,
] . a0
Seeylz) = j Sz 0dt = (fazendo s=2—1) = j S5 z—s)ds.
—en -3

Por isso, ja esti provada a seguinte proposigio.

PROPOSICAO 2.7. (a) Se X ¢ Y tém densidade conjunta f{x, y), entio

fdz) = J Sfle =t 0dr = J Sl z 1) dt.

- x o0

(b) Se X e Y sdo independentes com densidades fx e fy, entdo (por
(a) e a Proposi¢do 2.5(a)) X + Y tem densidade
Jxovlz) = j Sz =0/l de = I S0 flz ~ 0y de.

-0

Observagdo. Se f, e f, sdo densidades de varidveis” aleatérias, sua
convolugdo f\ = f; € definida por

Si*folx) = J Silx—=0 ) de.

-

Portanto, pela proposicio, se X ¢ Y sio independentes e absoluta-
mente continuas, entdo fy *fy € densidade da soma X + Y

Yoltando ao exemplo da distribuicio normal bivariada, pode-se
mostrar que, se (X, Y)tem distribui¢do normal bivariada, entio X + Y~
~ N{py + 1y, 07 + 2pa,0, + o). (Exercicio: verifique os calculos.) Em
particular, se X ¢ Ysdo independentes (ie., se p=0} entdo X + Y~

C~ Ny + py, 03 + ol).

Podemos generalizar esse resultado para a soma de n varidveis
aleatorias normais independentes. Com efeito, sejam X,, X,, 4., X
independentes, com X, ~ Ny, 6}), 1<i<n Entdo, por inducio,

Xy + o+ X, ~ N, + Ha +

o

+ Hyy 0 + 03+ .+ ol
Fazemos a indugdo da seguinte maneira: X+ Xy~ Ny + i1y,

ogi+ode X, +X, 6 independente de X5, logo X, + Xy + Xy~

~ Ny + gy + py, 0} + 03 +03), ete.. O problema que surge nesse
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argumento € o seguinte: como garantir a independéncia entre X+ X,
e X3 7 Para resolver este problema, basta utilizar uma outra proprie-
dade “hereditaria” de familias de vadaveis aleatdrias independentes:

PROPOSICAO 28. Se Xy..os X, sdo varidveis aleatérias indepen-

dentes, entdo fungdes de familias disjuntas das X,
também sdo independentes. (As fungdes precisam ser mensuraveis, Exem-
plot (X + X5, e™ % max(X,, X, X¢) sdo independentes. No exem-
plo acima, X, + X, e X; sdo independentes, X, + X, + X, e X, sio
independentes, etc..)

Prova. Teoria da Medida. Para ilustrar o método, provemos o se-
guinte case especial: Sejam X |, ..., X, varidveis aleatérias inde-
pendentes. Se g,, ..., g, so fun¢ies reais mensurdveis, entdo g, (X)), ...,
a,(X,) sdo varidveis aleatérias independentes. (Por exemplo, X%, X3,..,
X sdo independentes, pois gi(x) = x* é fungdo continua e, portanto,
mensurdvel. E X,, X2, ..., X’ sio igualmente independentes,)

Prova do caso especial. Seja Y, = g(X,). Pela Proposicio 2.4, basta pro-
var que a fungdo de distribuicdo conjunta das
Y; fatora:

F}'|.“u }’,‘{_v!) sy J:n} = P(gl[){i) = j’l! Ty grr(Xn) = }"n) =

=P(X eg; '~y )., X, €97 ((— o0, y»]) = (Defini¢do 2.8) =
= H P(X;eg; '((— oo, .Pi]} = [—[ Plg{X) < y) = n Fy(va. O

i=1 i= i=1
Passaremos a considerar o caso de funcdes vetoriais de vetores
aleatorios, ou seja, 0 caso Y =(g,(X), ..., (X)) = g(X), onde g: R" R,
Um exemplo simples, em que obtemos a distribuicdo conjunta de duas

fungdes de um vetor aleatddo bivariado, é o seguinte.

EXEMPLO 19. Sejam X e Y variaveis aleatdrias independentes, cada

uma com distribui¢do exponencial de parimetro 1.
Provar que X + Ye X/Y também sio independentes e achar as suas
distx}buicées.

Solucac 1. (Método aunterior). Sejam Z =X + Y. W = X/Y. Aplicare-
mos o critério para independéncia, mostrando que a fungio

de distribuigdo F, . é [latoravel.
Para z>0, w>0, F, wlz, w)= P(Z < 2.
XY < w)= P((X, Y)e B{z. w)). onde B(z, w) é:

L}

W<wl=PX+ Y=<,

o W i
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®y

(Podemos restringir nossa atengio ao primeiro quadrante, ja que
PX >0,Y>0)=1)
Como X e Y tém densidade conjunta

e x>0, y>0
0 » Caso contririo

f('x,y):{

(por qué?), temos v

Iwit]l +wiar—x
P((X, Y}e B(z, w)) = J. Jf(x, y) dxdy= [ j e I dydx
Bz, w) e

o] EY

Wil +w) I—x Swi{l +w)
_j e""{—e_")! dx:J (7 T oy gy e
4] xfw a

swill+w) )
. 4\?_9_.:2 _“_'Hf (]—e_:—:(_’.:)‘
o I+ w 1+ w

Como F; w(z w)=0 quando z <0 ou w < 0, e além disso, os dois
fatores convergem para | quando z— o0 e w— . o resultado decorre
da Proposigdo 2.4(b): Z e W sio independentes e

- w LT 14w

1 4+ w

W
- '}
Fuw)={13w »>0
& 0 , w<0
l—e ™ —ze™ >0
P = {0 70

Solugdo 2. (Método do jacobiano. Ao -eitor. sugere-se uma leitura
rapida antes de passar ao préximo pardgrafo, com uma
relida mais profunda depois de ler o Teorema 2.1.) A transformacio




74 Probabididade: Um curso em Mivel Intermadidrio

=g M =x+y w=g,(x, )= ; ¢ uma bije¢io (correspondéncia

biunivoca sobre) no primetro quadrante (te, x >0, y > 0), PUX, Ve
g primeiro quadrante) = |. Como .

wz z
x = hlz,w)= ;;"_“1:""1“1 Y= hy(z w) = Wl
o jacobiano &
. =
J w4+ (w+ 1)? oz
L z {w+ 1)?
w5 | (W + 1)-
Logo
z 7 -
LARTE) B — y) = — —lEty o .f"_..._._j_ -
Szl w1 T e v+ 1) °
l -=
S

para z >0, w>0 (g é igual a zero para z<0 ou w=0)

E Fécil verificar que ————— w >0, e ze "%, z >0, sdo densidades;

1
(w+ 1)?
~de fato, sdo as de mradab da's fum,oes de distribuigdo Fy e F; obtldas
na solugdo 1. Decorre, entdo, da Proposigio 2.5(b) que Z ¢ W sdo

independentes, €

) ze 5, 2> 0
f”(‘)"{o, z<0
) > 0

§27 O método do jacobiano

Suponha que Gy, CR" e G CR"” sejam regides abertas, e que
g: Go— G seja uma bijecdo entre Gy e G, onde

g{xlv -"-xn] = (gi(xlv ‘-'1xu)‘; meey g»_n{x] ] '--yxn)) = (ylv ---vyn)‘
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intdo existe a funcdo inversa h=g~!' em G, onde
Xe=h v, = L T )
Suponha também que existam as derivadas parciais

0x; _ Shdy, ..., ¥

b= ey
dy; éy, Lish

¢ que elas sejam continuas em ¢ Definimos o jacobiano Jlx, ) pelo
determinante:

0xy éx,
2N C'r'1 ' 6}’
LX, - "
S ) = (_) _| :
Oy; .l '
0% 0,
ayl C"‘yn

Segundo um teorema do calculo, se o jacobiano for ndo-nulo para
todo ye G, entio

J . ff(xl, o, . dx, - J J}rh B oos Yo o

grAy

hulyis oo, ) ;‘,: ‘dyl .dy,,

para qualquer f integravel em A, onde A ¢ Gy.
Vamos traduzir para a linguagem de variaveis aleatérias e den-

sidades: seja fa densidade conjunta das varidveis aleatorias Xi.... X
onde P{X,,.. . X SEGp)= 1. Sejam Y,..., Y, as varidveis transfor—
madas, ie, Y;=g{X,, ., X)), i=1,. n. l"n[do para -B C GG, B bo-

reliano, temos

PlY,...,Y)eB)= PIX,, . X)e h'lBD = (pela Proposigdo 2.2'(b)) =

Jf (hy( Yiveooy Yo oo, by, e Yl [J(f, y]’dyl o dy,.

P(Ye G) = P(X ¢ hiG)) = PXeGy) =1,

| ——
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temos, para lodo boreliano B no R

P(YeB) = P(geﬁmo‘)z.{ j S I, y)!c!y] dy,.

_BnG
Esta tltima integ_ral ¢ a integral sobre o conjunto B da funcio
que toma o valor f(h(y lJ{x ¥ )| para y€G e o valor zero fora de G,

Decorre, entio, da deﬁmf;&o de densidade que esta fungdo & a den-
sidade de ¥, e o seguinte teorema ja estd provado:

TEOREMA 2.1. Sob as candigdes dadas acima, a densidade confunta
de Y,,..., Y, é: '

| . _ ( {hlt})ls "‘Jyn)’ "':’r]n(y11 eea ¥ JJ
fXU‘ls "‘.-yn] - é‘ 2)56

[y, yeG

Observagdes. (1) O teorema diz que, sob as condigdes dadas, para

obter a densidade de Y basta (1) substituir o valor de X
em f{x) por seu valor em fungio de W l.e., substituir x por h( )= g‘l(}-),
¢ (1) multiplicar pelo module do ijOhld[lO de x em relagio a ¥ que
Ja ¢ Tungdo de y.

Como ¢ freqiientemente mais facil obter o jacobiano de y em re-
lagdo a x, pois Y € dado em fungio de X, ¢ bom lembrar que os dois
jacobianos. sio reciprocos e pode-se obler J(x, y) a parnr de J{y, x),
invertendo este Ultimo e substituindo x por hiy}= 1@, Esta regra

¢ analoga 4 regra para a derivada da fum, O inversa no caso unidi-
mensional:

dy  glx) c=g-1y G )

d67'0) ! L)

Por exemplo, na solugdo 2 do exemplo 19 obtivemos o jacobiano

J R A i N | B - =
() = = s
derivando as funcdes x = W [T J— : '------—. Mas poderiamos ter de-
¥+ 1 - w o
nivado as fungdes originais, z = x -+ y ¢ w = -, para obter
1 1 X+ ¥
J((z wh (xy) = 1 - (‘_z_i)
o_x y
| vy

I 1] 0O O A A e S
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conduzindo assim a:

2

J((X: yJ: (Z: WJ] = —---2_ . — :.'r -
(x4 y) (o) =(waflw+ 1), 20w+ 1} {w + l)z

{2} No caso unidimensional, em que X € Y sdo variaveis aleald
rizs, o jacobiano é a derivada.

Portanto, o teorema indica uma solucdo alternativa para o pro
blema do exemplo 17: se X ~ U[0, 1], qual a distribuicio de Y
= —log X7 Fazendo Gg=(0, 1), ¢ gix)= —logx ¢ G={0, ), vemos
que as condigdes do tearema estio satisfeitas; portanto, temos

_ x(g‘ W™y )|, yeG
fr(}’} == {6, y¢G.

Como g™ Hy)=e"* c.{g"]‘ (y)= —e7’, a densidade de Y ¢

e, y>0 .
Hly) = {O, y <0,
Le, Y~exp (1)
{3) Para obter a distribuigdo de Y=(r,..., }’]_q(X) quando

a dimensdo de Yé menor que a dameneao de X (i.e, k <), muitas vezes
€ possivel Lompietdr a transformacdo ¢ através da definigdo conve.
niente de outras varidveis ¥, = GesrfX) .., Y, = = g.{X), determinar
densidade conjunta de Y,, ..., Y, utilizando o método do -acob:anu e,
finalmente, obter a denmdadc conjunta marginal de Y,, ..., V..

Por exemplo. no exemplo 18 calculamos a denmddde dc Z=X[Y
partindo da suposicdo de X e Yserem independentes. cada qual tendo
distribuicdo uniforme em [0, 1. O método usado foi o método bisico
de obter diretamente P(Z < :).

Consideremos o seguinte método alternativo: seja Gy 0 Quadra-
do aberto (0, 1) x (0, 1), de modo que 4

P{(X, Y)e Gy) = 1.
Definamos g,(x. y) = x{y e completernos a transformacgdo, definindo
W =Y ou seja

galx, ¥) = y.
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Entao a transformagdo ¢ definida por g(x, y)y={(x/y,y) é uma
bije¢io entre Gy e G={(zw):0<z<lfw, 0 <w< 1}:

Como {x, y) = (zw, w), o jacobiano é

rd

(%, yh (2, w)) = ;" ;

= W,

Portanto, a densidade conjunta de Z e W &

w, (z, W) eG

Jewlzw) = {o, (z, W) éG.

Logo, a densidade (marginal) de Z &

fAD) = J Sz.wlz, w) dw =

Esta é a densidade obtida anteriormente.

Ocorre que para determinarmos a distribuigdo de Y = g(X), onde
X=(Xy, ..., X)) e Y={Y,,..., ), podemos Etili:»:ar o método do ja-
cobiano em muitos casos em que a funciio g ndo é | a 1, bastando que
g s2ja | al quando restrita a cada uma de k regides abertas cuja unido
contém o valor de X com probabilidade um, Para tanto, suponhamos
que G, Gy, ..., G, sejam subregides abertas do R" tais que valha

k . .
P(Xe|) G)=1, e tais que a funcio g |6, a restrigdo de g a G,, seja
i=1 ) _

o 1 A
T
ERITL
111
e |l 04
g

&
=
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uma correspondéncia biunivoca entre G, ¢ G,V ¢ =1,... k. (Neste
caso podemos dizer que a fungdo g é “k a 1) Além disso, suponhamos
que a fungdo inversa de g |, denotada por b, satisfaga todas as con-
digdes da fungdo h do caso anterior, e indiquemos com J{x, ¥) 0 jaco-
biano da fungdo A'“. (Este jacobiano é fungdo de ye G. Notémos que
R?: G =G, é uma bijedo.) Temos, entdo, o seguinte esquema:

R!’I

ALy

G = imagem de g/ .V¢.

k k

Desde que P(X e | ] G)=le[Xel) G.]c[YeG), temos P(Ye G) =
£=1 ~orEy -~ -

=1, Le, Y toma valores s0 em G (pelo menos com probabilidade 1).

TEOREMA 2.1". Sob as condigées dadas acima, se X tem densidade
Sxy . x,), entdo Y tem densidade

c ok
> SO [JAx ) ye G
SAyy =770
~ 0, y&G.
FProva. Se B € G,

k
P(YeB) = Pg(X)e B) = Z; Py(X)eB, XeG,) =
=
* k
= 3 P{)if_-h{r';(B)}: > J jf{xl, ,,,,, xJdx,...dx, =
=1 £ kf”[m '
)

= {mudan¢a de variavel) =
k

= 2‘ J Jff_h‘”{gJ)lJf(z,g)ldyl cedy, =
=1 8

k
- j J.,Z FHD I s, )] dy, ... dy,.
B
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Como P(ye G) =1,

0 integrando ¢ a densidade de ¥ (em G). (7
EXE

MPLO 20, Seja X uma varidvel aleatdr
Qual a densidade de Y= X297

So(ugfio.. Y = g(X) = X% A funcio g induz duas ¢

orrespondéncias biuni-
vocas quando restrita a (

=0, 0) e (0, o0):

¥

G G,  x
Aqui, G = (0, o), By =~ /Yy, ()= /y. Notemos que P(X e G, u
() 02} = }.

Os jacobianos (neste caso as derivadas) das 4 em relagdo a y sdo

(1)
J(x y) = d_h_(ﬂ = _--1—, VeG (le, y >0
dy 2/y
dhy)
alxy) = =0 = YeG

Como a densidade de ¥ € f(x) = --%_:e“":"z, a densidade de Y ¢
N 2T

) = L) L a1
I = Sy 2\/,}*./(}1 ()f}),) g

= _IT:. ({:’ B —— g BELEN “—l,—_) = ——1—_ e _”2, Ve G,
V2 2/ y 2y ny ’
com fi{y} = 0 se y <0

A distribuicio de Y é por definigdo, qui-quadrado com | grau
de liberdade, Y~ ;(2_(1}, Como sua densidate ¢ proporcional 4 densi-
dade da distribuicio (12, 1/2) (veja o exemplo 11) e as duas densi-
dades tém que ter a mesma integral (=1), concluimos que as duas
densidades sdo iguais (T2, 1/2) = (1)) e. em particular,

TG

V2 )

a com distribuigio N(0, 1],
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ie.,

r/2) =/

idade ? peste exemplo pelo método

‘icio. Calcule a densidade de X nef mplo. pel tods

(Exerclcio basico, primeiro obtendo a fungdo de distribuigdo e depois
derivando-a para obter a' densidade.)

i i istribuigdo cormum
PREMPLO 2L ;?\JS(J(?II;) prgi:;:‘i;f‘?‘:‘f; ion);lzde PrV: i’j.}’hsﬁo n-
dependentes e ac‘har, as suas di.stribuif;ées. (No}a{;‘?r t\j;:(iréu;jzo Sib;:‘
~ x%(2), qui-quadrado com dois graus de liberdade.
talvez, que W tem distribuigio de Cauchy.)

2 2
Solugdo. A fungdo g: R? —R?, definida por g(x, y) = (z, w) = (x* + y°,
xfy), € 2 a l:

—— T W=l

=1 __ I )
7/> | — (z,w)=(1, 1)
/1 :

: = :y<0}.
eje ={(x,y}: x>0}, G, = {(x,y): y>0}, G-‘_. '{(x,y).y -
5‘3)&“[:' n(fﬁo {gf{x }L g I G s}éo éorrespondéncias biunivocas entre as rqi:,'lodcs
abertas G, e gl f= l,l?. e P((X, Y)eG,w Gy) =1 (.(’-lypro{l;';}ablg}dac e de
I'd H ) .. r=0} é P _ _ ‘
ar um valor na reta {(x, y):y =0 = N

v Ylgriir;mos entdo, obter os jacobianos das fun.qoca inversas !j

A em G M&; para tanto, basta obtermos os Jacobtaxlos das ft_mkci}e‘s
ci e g| b que sdo reciprocos dos jacobianos CLI?S inversas, € su L:e

. - in :
?ui(!rlmos c(;}valor (x, y) pelo valor h''Y(z, w) ou h“ '(‘, w). Vercnlqo‘eias
neste exemplé ndo precisamos determinar explicitamente as .mv s
(o exemplo ¢ simpies). De fato, temos

! 1 !

Ew) =, 1)

Z, W) = = - Lo e T e
il (2wl = 2x 2y 2 (i + l) 2(w? + 1)_
oox Y
yooy
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c
Iy 2w = = s
| 2SS 2w+ 1)
Portanto, a densidade de (Z, W) é
- 1
Soonew) = { S W)+ f 60w} s em G
Como
| ! : Lo
L eixtepinz L -
Jr(xi .‘»’) - 2]“Ce d 7 ’
lcmbs

1 1 . 1
SR Y SLIPEE | N S R S—
Sawlz, W) (27{ ¢ ) Wy 2 m(w? + 1)

para (z w)eG, ie, z>0e weR (e =0, (z, w)£G)

Como a densidade conjunta € o produto de duas densidades, con-
cluimos (Proposicao 2.5(b)) que Z e W sdo independentes, Z ~ exp(1/2),
e W ~ Cauchy-padrio.

{Observagido. Decorre disso que x*(2) = exp(1/2)=I(1, 1/2))

EXEMPLO 22. Obteremos a densidade conjunta das estatisticas de
ordem de uma amostra aleatéria de uma distribuicdo
absolutamente continua. Primeiro, as defini¢des necessarias:

DEFINICAQ 2.9. Varidveis aleatorias que possuem a mesma distri-
buicdo sdo chamadas identicamente distribuidas. Se
X,,..., X, sdo variaveis aleatorias independentes e identicamente dis-
tribuidas, com funcdo de distribuigdo comum F = Fy,, dizemos que
as X, formam uma amostra aleatéria de tamanho n (lirada de F, ou
tirada de uma populagio com distribui¢do F). As X, ordenadas em
ordem crescente sdo as estatisticas de ordem da amostra e sdo repre-
sentadas por X ;. ..ry X Onde para weQ, (X w) ..., X () é
qualquer permutagio de (X,(w), ..., X)) que satisfaz

Xinlw) = ng;(w} <. = )i'i_,,,((-}).

Observagio. X, =min(X,, ..., X,) € o minimo da amosira, X,=
=max(X,..., X, & 0 seu mdximo.

¥

AT T

i

R e W
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' Suponha.mols, entdo que X, ..., X, formem uma amostra aleatd-
na de uma distribuigdo com densidade f; deste modo f é a densidade
comum as X ¢, pela independéncia, X, ..., X, tém densidade conjunta -

oo xa e x) = [1f(xh (1, oo 5 RE

i=1

_ Neste caso, as estatisticas de ordem X, ..., X, possuem den-
sidade conjunta

L]
| m:!l_[_)'”(x,-)v se X; < X3 < ... <X,
f:\’ln‘.,,-‘?i..r[xlv "',xn) = =t
0, caso contrario.

Prova. Provaremos primeiro para n=2. Definamos

o Hxxa) se x; < xy
glxy, x2) = {(x3, x,) se x; < x,
(xq,x,) s&e x; = X2-

Entdo Y = (X(;), X;3) = ¢{X,, X;) e g & 2 a 1. De fato, definindo
G=G, ={{x;, %) x; <X} & G = {{x,, x;): x, < x,}, vemos que g,
e glg, sdo correspondéncias biunivocas entre as regides abertas G,
¢ G, £=1,2. Além disso, temos P((X,, X,)e G,u G,)} =1, pois

PUX |, X3)¢ G Gy) = P(X, = X;) =
:jj _f{x_l)f[xz] dx dx, =0

_ g, X}y = x3)
{a, area da diagonal é nula, portanto a integral sobre a diagonal tam-
bém é nula). -
() . .
{(E}omo{;? p’l' Y2) = {}’1, y2) € By, y3) = (y2, y1), os jacobianos
de A" e h'® sdo, respectivamente, iguais a 1 ¢ — 1. Em cada caso o

moédulo do jacobiano € 1 em G, logo a densidade conjunta de X

) t
e Xz & : o

Txanxw ¥2) =[x 6006 v2) + S 002, ¥1)
=L S + 102 f00) = 2/(y)) fy2)

para (yy, y;)€ G, ou seja, para y, <y, (e é igual a zero se y; < y,),
como queriamos demonstrar. :

, Para n>2, a prova é aniloga. Neste caso, a fungio g énlale
ha n! regides G,, correspondentes as n! permutagdes de G = {(x;, ... X,):
Xy <X; <...<x,}. Como o jacobiano de cada permutagio é 1 ou — 1,

i i!mMMMMWWmH|nmHHIﬁHlﬁHmm||nl|lnlflHp||nn|nr|Ir|nlnr1lHHlHHlHﬂwﬂHl|1ﬂlhHIhHlHHlﬂHlﬂHI'IlHHlHl|lh!|lH!|'r1!|lh!hn!I'I1n'nHlHﬂlﬂH'hnlHH|11HlIlHIIiHlMHIHHIIIH'III
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e como o produto dos n termos f(y;) nio depende da ordem dos termos,
segue-se o resultado. [

Consideremos o seguinte exemplo especifico: se X, ..., X, sdo
independentes e identicamente distribuidas, com X;~ U [0, 1], entdo
S(x)=Io, {x) € a densidade conjunta das estatisticas de ordem &

nlse D<x <...<x, <1
{0 caso contrario,

de modo que X, ..., X, tém distribuigio uniforme na piramide
{06, x): 0€x, <. <x, < 1.

§2.8. Observagdes adicionais — variaveis e vetores
aleatorios

(a)Se X,, ..., X, ttm densidade conjunta f(x,, ..., x,), entdo, como
no caso unidimensional, /' € a derivada de F = Fy, .. x,, no seguinte
sentido:

S"Flxy, oy X0)

f{-xh rea x"} = A axn

em quase toda parte, ie, em todo ponto exceto num conjunto de
medida de Lebesgue nula (volume zero).

(b} Seja f: R"—+R uma fungdo ndo-negativa (f(x,,...,x,) =0}
Como no caso unidimensional (veja o §2.2), / € densidade de algum
vetor aleatério se, e 50 se,

(o7 (g, x)dxy odx, = 1.

O argumento é o mesmo: se a integral & igual a I entdo F definida por

F(xl,m,x,‘]*—-‘[ J Sy, t)dey o dey,

o-s] -

satisfaz as quatro condicdes definidoras de fungdo de distribuigdo
n-dimensional (verifique!). Reciprocamente, se f € densidade, entdo a
Definigdo 2.7(b) e a propriedade F3 implicam que a integral de fem
R" ¢ igual a I.

{(c) Eis uma relagio de alguinas outras distribuiges Uteis na
Estatistica:

(i) Sejam X,,..., X, varnaveis aleatorias independentes e identi-
camente distribuidas com distribuicio comum N(0, 1).

3

O o R
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Dizemos que a soma Xf + X3+ ...+ X? tem distribuigdo qui-
-quadrado com n graus de liberdade. Notagdo:

X+ .. X2~ X3(n).

Para verificar que a distribuicio £*(n) é a Y'(n/2,1/2), siga este
caminho: verifique primeiro que X1~ I'(1/2, 1/2) (veja o exemplo 20);
prove a seguir que s¢ X e Y sdo independentes ¢ X ~ I'{«,, ), ¥ ~
~ T'(zy, f), entdo X + Y~ I{a; +a,, fi); e finalmente, mostre por in-
dugdo e pela propriedade hereditaria da independéncia que X1 + ... +
+ X2 ~T(n/2,1/2). (Para verificar que X + Y~ I'(a, + «,, §), use a
convolugdo — veja a Proposicdo 2.6(b).)

Nota: quando n=2, a distribui¢gdo é exponencial.
(i) Se X ~N(0,1), Y ~#%n), ¢ X, Y sdo independentes, entdo

T X

 Y/n

tem distribuicdo ( de Student com n graus de liberdade,

Por exemplo, sejam X, ..., X, varidveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas, com X;~ N(0, ¢?), onde ¢ >0. Defi-
namos

—_ 1 .
X = -ﬂ—{)(I + ... + X,) = “média amostral”,

E facil verificar que JZ;—X possui distribuigdo N(0, 1). Acontece que
a

{n—1)

s = s . . L.
g X*(n—1) e X e S? sdo independentes (vocé vera isso em
[#2

algum curso de Estatistica), logo.

T:S@»» tn—1).

(i) Se X ~ X3k, Y ~x3*n), e X. Y sdo indep@n‘éenlc& entdo

Xjk
Yin

tem distribuigdo F com k e n graus de liberdade, ie, ~ F(k n). Pelo
itern (i), se T possui distribuigdo t(n), entdo T2 ~ F(1, n).

P TR 0 s s --I'I"I'I"I-I"I'II'III'II"IIIII'I!I.I'IIII!I'IIiI“II‘IIII'I=IiiIi|ii|||i-|II'I"m
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EXERCICIOS DO CAPITULO 2

§2.1

[

. $eja X o nlimero de caras obtidas em 4 langamentos de uma moeda
honesta. Desenhe o grafico da fung¢io de distribuicdo de X.

- Um ponto ¢ selecionado, ao acaso, do quadrado umitaro [0, 1] x

" x[0,1]. Seja X a primeira coordenada do ponto selecionado.
Faga o grafico da fungio de distabui¢io de X.

3. Se adotassemos F(x) = P(X < x) como defini¢do da funcdo de dis-
tribuigdo de X, qual seria a distingdo entre o grafico de Fy, ¢ o0
desenhado no §2.17 Haveria alguma mudanga na funcdo de dis-
tribui¢do de T} no mesmo exemplo?

4. Seja X uma varidvel aleatdria com distribui¢io de Poisson, pard-

metro A >0. Mostre que a funcdo de distribuigdo de X é

s I

3 ~1— e '"dr se n<x<n+l, n=0,12, ...
F{x) = <n! |; .

o se x <0,

5. Suponha que a vida Gtil de certo tipo de lampada tenha distribuicdo

exponencial com parimetro 1. _

(a) (Falta de meméria da distribuigdo exponencial. Compare com o
exercicio 27(c) do Capitulo 1.) Seja T a vida de uma lampada
desse tipo. Mostre que

KT>t+s|T>0)=PT>s) Vst >0.

(b) Suponha que 1=3 quando a vida é expressa em dias. Uma
Jimpada solitaria ¢ ligada em uma sala no instante ¢t =0, Um
dia depois, voct entra na sala e fica ali durante 8 horas, saindo
no final desse periodo.’ _ _— _

(1) Qual a probabilidade de que vocé entre na sala quando
jA esta escura? ' .
(i) Qual a probabilidade de vocé entrar na sala com a l4m-
' pada ainda acesa e sair da sala depois da laimpada queimar?
§-)”2 B " i ‘ Ky Bodan! AT it !
6. Seja- X uma varidvel algatéria com densidade

o C};,z’ se — 1 sx -:El |
/) —.{o, caso coptrério.

T —

“'1 y ".
B |
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(2) Determine o valor da constante ¢

(b) Ache o valor x tal que Fy(x)=1/4. (2 ¢ o primeiro quartil da

distribuigdo de X))
7. Uma varidvel aleatéria X tem fungdo de distribuigido

I se x> 1
Flx) = {x’se 0<x < |
0 se x <0
Qual ¢ a densidade de X?
8. Venfique que a fungdo de Cantor é uma funcdo de distribuicio.
9. Seja X uma varavel aleatéora com densidade

—, s x>0

Slx) = [{1+-‘<)""
: 0 , caso contrario.
Seja Y= max{(X, ), onde ¢ é uma constante > 0.
(a) Ache a fun¢do de distribui¢io de Y
(b) Decomponha Fy em suas partes discreta, absolutamente con-
tinua e singular,

(0. Se X é uma varidvel aleatéria com distribui¢do exponencial de
parametro 4 >0, qual a distribuigio da variavel aleatoria ¥ —=
= min(}, X)? Faga a decomposi¢io de Fy.

I1. Suponha que certa maquina seja colocada a funcionar no instante
t=0. Para t >0, seja Q(r + At|¢) a probabilidade condicional da
maquina pifar até o instante 1+ At, dado que funcionou até o
instante f. A taxa de falha da maquina é a funcic

Mo = tim 20480

Ar—D At

se este limite existe. Suponha que Aft) = iar* ™!, onde A > 0, 2 >0.

(a) Ache a equagdo diferencial satisfeita por P(t)=P(T>1), t =0,
onde T'¢ a vida Gtil da maquina. (Suponha que P(1) seja con-
tinua, com P(0)= 1, e que as derivadas a dircita e a esquerda
sdo iguais.) -

{b) Resolva a equacio diferencial do item (a). Qual a densidade
de 77 (Observagdo: A distribuicdo de T é a de Weibull com
parametros « ¢ 2. Quando ¢ =1, a distribui¢do é exponencial;
quando « =2, é de Rayleigh. Estes dois casos foram conside-
rados no exercicio 27 do Capitulo 1)
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§

23

12. Determine a densidade de Y=(b—a)X +a, onde X ~UJ[0,1].

oy

8.

<

(£ a densidade da distribuicio uniforme em [a b], ¢ escrevemos
Y~ Ul[a b)) Faga o grafico da fun¢do de distribuigdo de Y.

. Se X tem densidade f(x)=e /2, — o0 <x < + o, qual a dis-

tribui¢io de Y =|X|?

. Cinco pontos sdo escolhidos, independentemente e ao acaso, do

intervalo [0,1]. Seja X o nimero de pontos que pertencem ao
intervalo [0,¢] onde 0 << < 1. Qual a distribuicdo de X?

. Determine a distribuigdo do tempo de espera até o segundo su-

cesso em uma seqiiéncia de ensaios de Bernoulli com probabilidade
p de sucesso.

. Uma massa radioativa emite particulas segundo um processo de

Poisson a uma taxa média de 10 particulas por segunde, Um

contador € colocado ao Jado da massa. Suponha que cada par-

ticula emitida atinge o contador com probabilidade 1710, que o

contador registra todas as particulas que o atingem, ¢ que ndo ha

interacdc entre as particulas (elas se movimentam independen-

temente).

{a) Qual a distribuicdo de X,gnﬁmero de particulas emitidas até
o tempo 1, 1 >0?

(b} Prove que ¥, tem distribuicdo de Poisson, onde Y, é o nimero
de particulas registradas (contadas) até o tempo t, t > 0. Qual o
parimetro?

17. (a) Demonstre que a fun¢do

x -

1—e™ % sex>0ey>0

0, caso contrario

Flx,y) = {
ndo ¢ fungdo de distribuicio de um vetor aleatério.
(b} Mostre que a seguinte fungio ¢ fungdo de distribuigdo de algum

(X, Y)

(1 —e™{l -, x=>20eypy=20
0, caso contrano.

Fix, y) = {

¥

§
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18, Uma urna contém trés bolas numeradas [, 2 e 3. Duas bolas sdo

19.

tiradas sucessivamente da urna, ao acaso e sem reposigdo. Seja X
0 numero da primeira bola tirada e ¥ o niimero da segunda.
(a) Descreva a distribui¢io conjunta de X e Y.

{b) Calcule P(X < Y).

Dizemos que a distribui¢do conjunta de X, ..., X, é invariante
para permutagdes se toda permutagdo das X; tern a mesma dis-
tribuicdo, ie., se (X, X,y o0y X )~ (X, .
tagdo (m,,...,m,) do vetor (I, A..,-n).

(a) Mostre que se (X, Y)~(Y, X)e X e ¥ possuem densidade con-

junta f(x, y), entdo P(X < Y) = P(X > Y)= /2, com PX =
=Y)=0.

{b) Generalize o item (a), provando que se a distribui¢do conjuntd

de X,,..., X, & invariante para permutagdes e X,, ..., X, pos

suem densidade conjunta f(x,, ..., x,), entdo

P(Xl < XZ .{ s < Xn} = P(Xn < -Xa(z < ... < Xm,) = 1_|'
' ' o n!

e P(X,=X; para algum par \{__'i,_,f] tal que i+ ) =0,

20. Seleciona-se, ao acaso, um ponto do circulo unitario {{x, y): x* +

+y? < 1}. Sejam X e Y as coordenadas do ponto selecionado.
(a) Qual a densidade conjunta de X e ¥?
(b) Determine P(X <Y), P(X > Y) ¢ P(X = V)

. Seleciona-se, ao acaso, um ponto do quadrado unitdrio {{x, »):

0<x<1,0<y<I} Sejam X e Y as coordenadas do ponto se-
lecionado.

(a) Qual a densidade conjunta de X e Y?

(b) Calecule P({Y/X ~ 1| < 1/2).

(c) Calcule P(Y > X | Y > 1/2)

§2.5

22. (Critério para independéncia no caso discreto.) (a) Sejam X e ¥

varidveis aleatorias discretas, tomando respectivamente os valores
Xy, X3, ... € ¥, ¥2,.... Prove que X e Ysio independentes se, e
somente se, P(X = x;, Y=y;)=P(X =x;) P(Y=y) Vi j.
(b) Mostre que se X e Ytomam somente um nimero finito de va-
~lores, digamos x;, ..., x, € ¥, ..., y,, entdo X e Ysdo indepen-
dentes se P(X = x;, Y=y;)= P(X = x,) AY=y)para I <i <
<m-1, 1<j<n-1 (Em outras palavras, para provar in-
dependéncia, basta verificar (m—1) (n— 1) equagdes.)

... X,) para toda permu- .
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(c) Generalize o item (a) para o caso de n varidveis aleatdrias,
Compare com a Proposicdo 2.5 e explique porque & suficiente
verificar se a fungdo de probabilidade conjunta & igual ao pro-
duto de n fungdes de probabilidade unidimensionais.

23. Demonstre ou exiba um contra-exemplo: se X, Y e Z sdo indepen-
dentes 2 a 2, entdo elas sdo independentes.

24. Ache a densidade conjunta e as distribui¢des marginais das varia-
veis aleatérias X e Y cuja funcdo de distribui¢do conjunta esta
no exercicio 17(b). X ¢ Y sdo independentes?

. Determine as distribui¢des marginais das varidveis aleatérias dis-
cretas X e Y definidas no exercicio 18. X e Y sdo independentes?

26, Demonstre a Proposigdo 2.6(b). :

27. Sejam X, Ye Z independentes, cada uma tendo distribuigdo uni-
forme em [0,1]. Qual a probabilidade da equagio quadratica
X'+ Yt +Z =0 ter raizes reais? -

28. Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes, com X ~ U0, a]
e Y~ Ula a+b], onde a>0, b >0. Qual a probabilidade de que
os trés segmentos [0, X}, [X, Y], [V, a+b] possam formar um
tridngulo? '

29. Demonstre: se a varidvel aleatéria X ¢ independente de si mesma,
entdo X é constante com probabilidade 1 (i.e, existe uma constante
¢ tal que P(X =¢)=1).

30. Suponha que as vidas ateis T; e T, de maquinas [ e II sejam va-
ridveis aleatérias independentes tendo distribui¢des exponenciais
com, rtespectivamente, parametros 4, e A,. Um inspetor escolhe
uma das maquinas ao acaso, cada uma tendo a mesma probabi-
lidade de ser a escolhida, e depois observa a méaquina escolhida
durante a vida util dela. (Suponha que a escolha seja independente
das vidas.) _

(a) Determine a densidade de T, onde T & a vida observada.

{(b) Suponha que o inspetor parou de observar a maquina esco-
lhida depois de cem horas, com a maquina ainda funcionando.
Qual a probabilidade condicional da méaquina escolhida ter
sido a maquina [? :

(c) Qual a distribuigdo de Tse A; =1, = A?

31. Suponhamos que os tempos que dois estudantes demoram para
resolverem um problema sejam independentes e exponenciais com
pardmetro 1> 0. Calcule a probabilidade do primeiro estudante
dernorar pelo menos duas vezes o tempo do segundo para resol-
ver o problema.

L]
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32, Um ponto ¢ selecionado, ao acaso [Le.,

! : conforme a distribuicdo
uniforme), do seguinte quadrado:

Sejam X e Y as coordenadas do ponto selecionado,
(a) Qual a densidade conjunta de X e ¥?

{b) Obtenha a densidade marginal de X.

{¢) X e ¥ sdo independentes?

Lad
e

) Sup(.mhamos que X ¢ Ytenham distribuicdo conjunta dada pela
seguinte tabela:

{(Por exemplo, P(X =1, Y= N=0e PX=2 Y=1)= 1/5.)
(a) Determine as distribuigdes marginais de X e ¥,
(¢} X e Ysdo independentes? Por qué?

$2.6

34. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes com distribuiciio

uniforme em [0 - 1/2, 8+ 1/2], onde & R. Prove que a distribui-
¢dogde X — ¥ ndo depende de 8, achando sua densidade.
Sejam X, ..., X, variaveis aleatérias independentes com densida-
de comum de Rayleigh com parametro 8 > 0-

7(%) E: exp \ — 582_) » x>0

x < 0.
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(a) Determine a densidade conjunta de Y, ..., ¥,, onde Y= X%
(b) Qual a distribuigio de U = min X;? (Como se chama essa dis-

“l2ign
tribuigdo?)
(c) Calcule a distribuigdo de Z = ——.
36. Sejam as varidveis aleatorias X, ..., X, independentes e exponen-

ciais com, respectivamente, parametros oy, ..., &,-
(a) Mostre que a distribuigdo de Y= min X, € exponencial. Qual

1=isn
o pardmetro?
{(b) Prove que para k=1,...,n
3 o
P(Xy = min X;)= - G
15ign g + oo+ Ay

(Sugesido. X, e min X, sdo independentes e, pelo item (a), expo-

ixk

nenciais. Considere o evento [X, < min X;}.)
ixk

37. Seja ¥ uma varidvel aleatoria cuja fungdo de distribuigdo F €
uma funcio continua na reta. Prove que a distribui¢do de Y = F(X)
¢ U[0,1]. (Sugestdo. Prove primeiro no caso de F estritamente
crescente. Observe que ndo ¢ suficiente provar no caso absoluta-
mente continua; vale também quando F € a fungdo de Cantor)

38. {a) As variaveis X, Ye Z sdo independentes, cada uma uniforme-

mente distribuida no intervalo [0, 1]. Determine P(X < ¥ < Z}
e PX<YZZ)

(b} Se X, Y e Z sdo independentes e identicamente distribuidas, e -

a funcdo de distribuigdo comum F ¢ continua, qual & PX <
< Y « Z)? Justifique sua resposta. (Sugestdo. Exercicio anterior.)
39. (a) Sejam X e Yindependentes com distribuicdes de Poisson tendo,
respectivamente, pardmetros 4, ¢ 4,. Mostre que X + Y~ Pois-
son (A, + 4,)

_(b) Mostre que se X, ..., X, sdo independentes tais que X;~ Pois-
son (A, i=1,...,n, entdo X, +...+ X,~ Poisson (4,+ S )
40. Certo supermercado tem duas entradas, 4 ¢ B. Fregueses entram
pela entrada A conforme um processo de Poisson com taxa média
de 15 fregueses por minuto. Pela entrada B, entram fregueses con-
forme outro processo de Poisson, independente do primeiro, a

uma taxa média de 10 por minuto.

¥
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(a) Seja X, o numero total de fregueses que entram no superme-
cada ,ﬂlé o instante f (inclusive), para t > 0. Entdo {X,:t =0}
tamabem ¢ processo de Poisson (ndo é preciso provar), 'Qu.ul 0
parametro deste processo? Justifique sua resposta.

(b} Seja T; o tempo em que o primeiro fregués entra pela entrada A
SOm Vi o tt‘:mp_-.o em que o primeiro fregués entra pela cntmf
Lénls.ozxche a d1smbm¢aq de min(T,, ¥,), o minimo dos dois

(¢) Determine a probabilidade de que o primeiro {regués a entrar
no mercado entre pela entrada A.

4l. Seja 4 o seguinte triangulo:

44,

-'|'|1FI'I1FI'I‘IH'HHmH'l'lI'|"nH'HHI|1r|l|1nl|!r|l|1m|1r|.......... L TR —

Suppnha que X e Ytenham densidade conjunta Sx y)y=cl (x y)
(a) Determine o valor da constante e. ‘ o
(b) Calcule a distribuigdo de X, ade Yeade Z=X+ Y
(¢} X e Y sZo independentes? Por qué? '

. L e -
. Se X e Ysdo as coordenadas de um ponto selecionado, ao acaso

4o o NN
circulo unitdrio {(x,y): x +y* <1}, qual a distribuicio da
variavel aleatéria Z = X2+ Y27

' Seiam L Lo
jam X e Yvaridveis aleatorias independentes, tendo distribuigio

comum U [0, 1]

(8) Qual a densidade da varidvel aleatéria Z =X + Y?

{(b) Ache a probabilidade da equacio quadritica Xi2 + Y1+ Z =0
ter raizes reais. |

f)lf’.ﬁr'ﬂOS que X tem distribuicio de Weibull com parametros «

e 4 se X tem densidade

Julx) = dax®™ e o (%),

onfie > 0 e A>0. Suponha que a vida atil de certo tipo de ma-
QI;IJIFJEL e, 0 tempo que ele funciona até pifar, possua distribuigio
Weibull (o{z. A). Colocam-se em funcionamento, simultaneamente, n
dessas ma‘quinas, Qual a distribuido do tempo de espera z;té
alguma méquina pifar? (Suponha independéncia das méquinas.)
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45,

46,

47.

§2.7
48,

49,

50.

L
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Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes, X teado distri-
buigio de Poisson com pardmetro 4 =23, ¢ Y tendo distribuicdo
uniforme em [0, 1]. Ache a densidade de Z=X + Y.
Langa-se um dado equilibrado duas vezes, independentemente.
Sejam X e Yas vartaveis aleatorias que representam os nimeros
obtidos em, respectivamente, o primeiro e o segundo langamento.
(a) Determine P(X = Y).

(b) Descreva a distribuicio de W= |X — Y|

() Seja 7= 1 s¢ X + Yé par
0 se X + Y ¢ impar.

Explique por que X e Z sdo, ou ndo sdo, independentes.

Escolhe-se um ponto ao acaso (i.e, conforme a distribuigio uni-

forme) dos lados do quadrado de vértices (I, 1), (1, —1), (=1, —1)
e {—1,1). Sejam X e Y as coordenadas do ponto e:,colh1do

{ Determine a distribuicio de X + Y.

(b) Ache P(W >0), onde W é o maximo de X e Y,

Sejam X e Y varidveis aleaténas independentes com distribui-
" X+7Y XY .
¢do comum N(Q, 1) Mostre que U = ~——e V = —também

‘ \/2 V2

sdo independentes e N(0, 1).
Sejam X e Y variaveis aleatorias independentes com distribuicdo
comum U [0, 1]. Ache a densidade conjunta de We Z, onde W =
=X+YeZ=X—-Y We Z sdo independentes?

Suponha que X seja uma vanavel aleaténia com distribuigdo
N0, 1). Calcule a densidade de Y= X*ea de Z = 1/X. Ye Z pos-
suern densidade conjunta? Por qué?

. Seja X uma vartdvel aleatoria possuindo densidade f(x).

(a) Ache a densidade de Y =|X| pelo método basico, obtendo a
fungdo de distribuigdo de X ‘e derivando-a.
(b) Ache a densidade de Y pelo método do jacobiano.

52. Suponha que X, Y e Z possuam densidade conjunta

. 6____ se x>0, y>0ez>0
Sxopmzy={l+x+y+2*" '
' 0 caso contrario. *
Obtenha a densidade da variavel aleatéria W= X 4+ Y + Z de duas
maneiras diferentes (método basico ¢ método do jacobiano).

33. Sejam X e Y varidveis aleatonias independentes com distribuicdo -

57.
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comum exp{}.) Prove que Z = 1;—-?--—7«: ufo, 1.

. [Extr,nsao do método do jacobiano para o caso de k infinito.) Seja

=yg(X), onde X =(X,,...,X,) ¢ Y={(Y,, ..., ¥) Suponhamos
que G, G, G, ... .sLJdm ;ubrugiocs abertas do R tais que P(X €
elJ G =1, e tais que g|g, seja uma correspondéncia biunivoca

entte G, e G, ¥Yn> 1 Dcmomtrc 0 seguinte teorema: se a fungio
A" 4 inversa de j](,", satisfaz as condi¢bes da funcdo h do Teo-
rema 2.1, Vn=1, enno ¥ tem densidade -

fr( ) = J%’%l,f hl"’y) |J t y}]

L 0 ,yEG.

onde J,(x, y) ¢ o jacobiano de A",

. Se X possui densidade f(x), qual a densidade de Y = cos X?

(Sugestdo: Use o exercicio 54))

. Sejam X e Yvariaveis aleatorias independentes, tendo distribuigdo

comum U [0, 1], e sejam R =./2log (11 —~ X)) e ©=xr(2Y —1).

(a) Mostre que ® ~ U[ —mx] e que R tem distribuigdo de Rayleigh
com densidade

_ re " r >0
ﬂ”_{ 0 ,r<0.

(b) Mostre que Z e W, definidas por Z = Rcos ©® e W = R sen O,
sdo mdepcndcntes com distribuigdo comum N(0, 1).

(Observagdo. Este resultado é de interesse na simulagdo de varia-

vels aleatorias independentes e normais, pois indica como trans-

formar nimeros “pseudo-aleatérios” (simulagdes de variaveis alea-
ténas independentes e U[0, 1) gerados por computador.)

(a) Se X e Y tém densidade conjunta f(x, y), ache a densidade con-
junta de We Z onde W=aX+b ¢ éw'c}’—f—d a>0 ¢>0,
beR, deR.

(b) Seja (X, ¥) um vetor aleatdrio tendo distribui¢io normal biva-
riada com a densidade dada no exemplo 13 (§2.5). Qual a den-

) i - Y -
sidade de (W, Z) = (-‘-X——#—l—, o ‘ul) ? Que distribuicdo & essa?

(c) Se (X, Y) tcm_distribuiqéo uniforme no circulo unitario {{x, y) e
CeR*: x? +y? <1}, qual a distribuicio conjunta de W e Z
{como definidas no item (a))?
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58, Suponha que X e Y sejam independentes, com X ~ I'(a,, 1) e > N CAPITULO I
¥~ Iy, t), onde a; >0 ¢ 2, >0, Mostre que X + Y e X/Y séo . i
independentes e ache as suas distribuigdes. - i “
, 1 E
59. Suponha que X, ..., X, formem uma amostra aleatdria de uma - =T SPERANCA MATEMAT#(‘A
distribuicio com densidade f(x). Mostre que X, <...<X,}= 2 I :
= 1/n! e que P(J;.’;: X; para algum par (i) tal que i j}=0. f' i’
(Veja o exercicio 19.) - i

§2.8
60. Suponha que X, ..., X, sejam independentes e identicamente dis-
tribuidas, com densidade comum £ Mostre que a densidade con-
junta de U= min X; e V= max X, é
1=i=n 1=izn
L {n(n— DA = Fa))"™? Sl /), se u <
Suvlu v) = .
0 L 8¢ U=
(Sugestdo. Primeiro obtenha P{a‘;_<, U, V <) Depois, calcule a
derivada da funcdo de distribuicio conjunta.)
61. Sejam X, ..., X, varidaveis aleatorias independentes e identica-
mente distribuidas, com distribuicio uniforme em [0, 8], onde
8 > 0. Sejam
U= min X;, V= max X,.

1=isa 15i%n
{a) Prove que a densidade conjunta de (U, vy é
. nn—D{v—u) 6" 0<u<p<f
S, v) = .
0 , CASO contrario.

(Sugestdo. Exercicio 60). )
(b) Prove que a densidade de ¥ — U estd dada por

nin= 1w (i _> 0sws<6

J(w) = gt 0
0 , €aso contrario.
6.1 Se X', ..., X, sdo independentes com distribuicdo comum ulo, 1],

mostre que — 2nlog ¥ ~ X 2n).

onde 1 € a média geométrica das X, definida por

Y = (ﬂl xf)m‘

63, Mostre que se X ~ (1) entdo X tem distribuicio de Cauchy.

¥

§3.1 Pre!iminares: a integral de Stieltjes

Nio € necessario ler esta secio primeiro para poder acompanhar
as segoes seguintes. O leitor que j4 tenha alguma familiaridade com
as propriedades da integral de Riemann-Stieltjes, que sio parecidas
com as da integral de Stieltjes, pode omitir esta secdo e consulta-la
quando precisar. Ao leitor que ndo conhega a integral de Riemang
Stieltjes, sugere-se uma leitura rapida antes de prosseguir a secio
seguinte,

S¢ ¢ € uma fungdo continua definida no intervalo [a, b] e F ¢
uma fun¢do de distribuicdo, define-se a integral de Riemann-Stielijes
de @ em [a b), em relagio a F (ou ponderada por F), como o limite
de “"somas de Riemann” da forma

k]

2 ) [Flxie,) — Fx)], (3.1
i=i

ondea=x, <x,<..<x,,, =b, yi € umn poato arbitrario de [xixi0 )

¢ toma-se o limite quando a norma da particio tende a zero. {A par

tigdo consiste nos pontos x;, e a sua norma ¢ definida COMo 4 maioj

distancia entre seus pontos vizinhos, ou seja, max (x,., —x;)) Tal

12isa

limite existe e é finito sob as condigdes descritas, e € represcniado por

( @(x) dF{x).

a

A fungio ¢ € chamada de integrando, F de integrador.

Nio € preciso supor que F seja uma fungdo de distribuicio: se
F € uma fungdo mondtona, ou mais geralmente, de variacdo limitada,
o himite de (3.1) existe e é a integral de Riemann-Stieltjes. No cntanto,
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0 caso em que o integrador ¢ uma fungdo de distribuicdo sera do maior
interesse para nos,

A integral de Riemann-Stieltjes sobre a reta é uma integral im-
propria definida da mesma maneira que a integral imprépria de Rie-
mann:

[ @(x)dF(x) = lim pr(x}dF{x),

Y em g=s —ax g
b=+

s¢ 0 limite existe. Veremos adiante que para a definicdo de esperanga
de uma varidvel aleatoria, a fungdo ¢(x) = x assume a maior impor-
tdncra. Neste caso, pode-se mostrar que quando a integral imprépna
de Riemann-Stielyjes existe, € um simples limite de somas da forma

,_ii yilFlxiea) = Flx )], : (32)

onde os pontos x; formam uma seqiiéncia crescente, lm x;= + oo

i

= +m
lim x; = ~— oz, yi€ [x;, X;,] e toma-se o limite quando
= —m
sup  (xppy — x) = 0.
—mLi<m

A definicdo da integral de Riemann-Stieltjes pode ser estendida
a outras fungdes ¢ além das continuas. Para uma fun¢do ¢ qualquer,
define-se

[ @(x)dF(x)

a

como o limite das somas (3.1) quando a norma da partigdo tende
a zero, se o limite existe. O problema desta defini¢do é que até fun-
¢oes bem simples deixam de possuir integrais, como vemos no se-
guinte exemplo.

EXEMPLO 1. Inexisténcia da integral de Riemann-Sticltjes para um
ckso “simples”. Seja F, a fungdo de distribuicio de-

finida por :
. I se x = 0,

0 se x <0

*

Folx) = {

¢ consideremos a integral de Fy em [ —1, 1] em relagio a Fy, ou seja,
Fy € ao mesmo tempo integrador e integrando. Entdo, ndo existe o

1 ]
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limite das somas (3.1}, pois quando zero ndo é um dos pontos da par
tigio, demodo que x; <0 < x;., paraalgum i com Fo(x,, ,) — Folx) =1
entdo o somatdrio assume como valor ou 0 ou 1, dependendo do va-
lor escothido para y; ser menor que 0, ou nio.

Por causa desta deficiéncia da definigdo, a integral de Riemann-
Stieltjes mostra-se insuficiente para nossos propositos, ¢ teremos que
utilizar uma integral mais geral, a saber, a de Lebesgue-Stielijes, que,
doravante, sera chamada simplesmente integral de Stielejes. Nio da-
remos a definicdo formal desta integral, pois depende de conceitos
da Teora da Medida, que ndo devem ser introduzidos a esta altura,
Entretanto, faremos agora algumas observagdes sobre a integral de
Stieltjes que deverdo proporcionar ao leitor condicdes para poder cal-
cular a integral ‘em quase todos os casos de interesse. {Como caso
particular, notemos que quanto ao exemple acima, o item 6 abaixo
implica [L, Fo(x)dFy(x)=1.)

No que se segue, o integrando ¢ & uma funcio real mensuravel,
¢ o integrador F é uma fungdo de varagio limitada, continua 2 direita,
I.e, a diferenca entre duas funcdes mondtonas crescentes, limitadas
¢ continuas a direita (veja Rudin [16], Teorema 6.27). Na grande parte
dos casos em que usaremos a integral de Stieltjes, o integrador F sera
uma fun¢do de distribuigio.

(1) Notagdes. [; @dF significa [% p(x)dF(x). Quando nio aparecem
limites de integragdo, a integral & sobre toda a reta:

+ o0 b
J{de:J pdF = lim J pdF.

g
b+

{(2) Quando o integrando é continuo em [a, b]), a integral de
Stieltjes torna-se uma simples integral de Riemann-Stieltjes, ¢ pode-
mos utilizar as propriedades desta, tais como as descritas em Rudin [16]
Capitulo 6. Com efeito, estas facilitardo nossa discussdo das proprie-
dades da esperanga, pois nesse caso o integrando serd a fungdo con-
tinua x) = x ¢, além disso, a integral serd o limite das somas (3.2),
se existir tal limite.

valo € a integral da sua diferencial, Esta propriedade ¢ analoga ap
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teorema fundamental do caleulo: [
__ do(x)

e podendo-se reescrever a igualdade formalmente como

b b
f o (e = j do(x) = p(b) — pla).

(4) A integral de Stieltj
integrador. Em outras palavras, para P(x) =-of (x) + Bg(x) temos

b " b
Jcdezajde%—ﬁf gdF

a

J.qodf’ = g J:de + ﬁfng,

¢ para H{x)=aF(x) + BG(x) temos

b b b
J wdH = aJ wdF + ﬂJ @dG

@ a

[(pﬂ'h’ = :J(de + ﬂJ‘(p:J’G,

onde valem as equacdes acima desde que as integrais estejam bem
definidas e as somas tenham sentido.
{5) A integral de

Stieltjes é aditiva. Por exemplo, se a<h<¢
entao '

i~ b c
' @dF = f @dF + J @dF.

a b

Isto vale também quando os intervalos sdo infinitos, Por exemplo,

j @dF = { @dF -+ j @dF.

=z a
Novamente, estas equagoes sio val

] idas quando as integrais estio bem
definidas ¢ as som

as tém sentido. Para ter uma idéia do significado

L]

@(x)dx = (b) — p(a), onde ¢(x) =

es & finear, tanto no integrando quanto no
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dessa restrigdo, no caso da esperanga, veja a observagio 3, logo abai-
xo da Definigio 3.2. :

(6) Quando F é a fungdo de distribuicio de uma variavel
aleatoria discreta X, a integral de Stieltjes reduz-se a uma série; se
PIX =x)=p(x)>0¢€ ) plx)=1,ie, se péa funcio de probabi-

lidade de X, entdo p(x;) é o salto de F em X; €

r

fwdF = J P(X)F(x) = 3 o(x)p(x;).

Uma explicagdo intuitiva desta propriedade resulta da interpretacdo
da diferencial dF(x) como igual a p(x;) no ponto x; e zero nos pon-
tos x que ndo sdo pontos de salto de F (notemos que F cresce apenas
em seus pontos de salto).

Quando a regidio de integragdo é um intervalo finito, temos

b
fq.:d!-" = ) olxp(x),

ie<xith
como € explicado nos itens 9 e 10 abaixo.
(7) Quando F ¢ a funcido de distribuigdo de uma varidvel alea-
téria continua tendo densidade £, entdo /¢ a derivada de F {em quase
toda parte), temos dF(x) = f{x)dx e, em analogia com uma proprie-
dade da integral de Riemann-Stieltjes (Rudin [16], Teorema 6.17)

3 b
f pdF = J @(x)f (x)dx,

a

Jq,:dF - [ olx) (xdx.

W
-

(8) No caso de uma fungdo de distribuicio geral F, onde a des
composicdo de F nas partes discreta, absolutamente continua e singular
¢ dada por F=F,+ F, + F_, temos. por linearidade,

b b b b
J @dF = j oF, + j @dF,. + J‘ @dl .

a a
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Em particular, quando F ndo possui parte singular (Fy{x) =0 ¥x),

entao
b b ~b
J pdF = j QdFy + | @dF,.
Al
= T olepx) + J Ol ()
}q)u’}? = |@dF, + J(de“ =3 olx)px) + [ @{x) (x)dx,
J J . .
onde p{x;) € o salto de F em x; e /¢ a derivada de F (f€é também a de-
rivada de F,., de modo que /(x) = d—i(ﬂ e f(x) = %"‘ix—) com as duas
X X,

1igualdades valendo em quase toda parte).

(9) Ja que F ¢ continua a direita, a integral de Riemann-Stieltjes
em [a, b], se existe, ignora um eventual salto de F no ponto g, mas
leva em consideragdo um eventual salto de £ no ponto b. Por exem-
plo, definamos

€ X <

Filx)= se asx<bh

0
t
2
1 se b<x

Vemos que a fungdo de distribuigdo F,, embora possua dois
pontos de salto pertencentes ao intervalo [a, b), salta somente uma
vez nesse intervalo:

A
! e
T
T, b x
I Grifico de Fy em [a, b)

Se¢ @ for uma fungdo continua em [a, 6], a integral de Riemann-
Sticltjes de ¢ em [a, b], ponderada por F,, sera

’ 1
J‘ pdF{ = 5 ¢b),

o

F Y

T
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(-

g il
-

$ e

=

=

Hl
L

8

i
Bl
.

Esperanga Matemdtica 103

como vemos pela definicdo da integral como limite das somas (3.1
Portanto, a integragdo leva em conta o salto em b e ignora o salio
ern a. Como essa propriedade ¢ também da integral de Stieltjes sobre
o intervalo (a, b] (veja o item seguinte), utilizatemos o simbolo i% para
representar esta integral:

b -

QdF 4 J odF, (3.3)

a {a, b]

o

onde o termo a direita € a integral de Stieltjes em (a, b].

Desta maneira, quando a integral de Riemann-Stieltjes existir, sera
igual & integral de Stieltjes ¢ o termo & esquerda em (3.3) indicara
as duas integrais.

(10) A integral de Stieltjes de @ em um intervalo ¢ definida como
a integral sobre a reta toda do produto de ¢ com o indicador-do in-
tervalo. (A integral de Riemann possui uma propriedade analoga,
pois ¢ facl ver que a integral de Riemann de @ em a, b] satisfaz
o @(x)dx = [= (), s(x)dx)

Consideremos, por exemplo, [, ,0dF. Ja que 55 toma o va-
tor | no intervalo (a4, b] ¢ 0 fora dele, temos

0 se xé{ab]

PN 10 (x) = {(p(x) se xe(a,b].

Tomando como exemplo a fungdo de distribuigio F, do item 9,

que & uma fungio de distribuicdo discreta, temos {veja o item 6)

b I
. . 1
[‘ pdF | = J edF | = (p{'t){[n,b}{x}dlcl{‘r) = ?[p{a)f{n,b](a) +
a (a, b]

Je

]
+ 5 0O nfb) = 1 olb)

Analogamente, temos

M edF | = | p(x) (4 p(X)}F (x) = ---l--[fp{a) + @(b)],
J[a‘bl § 2

J pdF, = Jw(x)f[,,‘ﬁ,(x)dﬂfx) = ; pla),
fa, by -

J @dF | = J@fx}fm.m(ﬂdﬂ(x} = 0.

{a, by
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Portanto, vemos que no caso
parcela @(x)p(x;) dependendo de x
Integragdo.,

discreto a integral inclui oy ndo a
¢ pertencer ou nio ao intervalo de

- Na Teoria da Medida estende-se ‘esse conceito
Integral sobre um boreliano B qualquer por . ’

J @dF = j@_!sdﬁ
i

de maneira que no caso discreto, por exemplo

f 9dF = Y plxplx)

P Lx,eB

definindg-se a

Notemos que a aditividade da

linearidade (item 4) integral (item 5) decorre agora da

, POIS s¢ a<b < ¢ temos

T oyfx) = g, y(x) + 1y, o(x)
¢, portanto,

f QdF = J.wz‘[a.(rfff' = j@f.a.bﬂf + J@‘rib.rld}: =
&
_J pdF JK@dF,

a b

53.2  Esperanca

_ Seja X uma variavel aleatdria discret
lidade pix). O leitor cert
matemdiica para o caso di

a com fungdo de probabi-
amente conhece a definicio de esperanga

SCreto: a esperanga de X é definida por
EX =) xp(x) = Z X PX = x)). (3.4)

]1]:.3“3 valor estd bem definido quando a soma n

dos lermos, em particular )

. Y v D nfed

(Le, }|x]plx) < o0),
r

de X, ou valor esperado de X, Com efeito,

rada, onde os pesos sdo as probabilid

dos valores possiveis de X, ponderad

a0 depende da ordem
quando a série converge absolutamene
A esperanca de X ¢ também chamada média
EX ¢ uma média ponde-
ades p(x), i.e, EX é uma média
a conforme a distribuigio de X
1)

A
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Uma possivel explicagio intuitiva desta definicdc reside na in-
terpretagio de probabilidade como limite de [reqiiéncias relativas:
interpretando X novamente como um caracteristico numérico do re-
sultado de um experimento, suponhamos que vamos repetir (pelo
menos conceitualmente) o experimento n vezes, independentemente,
¢ observar os valores desse caracteristico numérico. Nesses n experi-
mcntés, se n é grande, as observaches tomardo o valor x; com fre-
giiéncia relativa de aproximadamente p{x;), para todo i, isto €, x; apa-

" recerd mais ou menos np(x;) vezes nas n observagdes. Portanto, o va-

lor médio observado nesses n ensaios do experimento, i.e, a média
aritmética dos n valores observados, sera aproximadamente igual a

%5_ [x;- np{x)}] = 2, x;plx;).

Este valor serd o limite quando n— cc, L e, o valor médio obti-
do em n ensalos do experimento convergira para EX quando n— co.
(Esta é uma versdo da Lei dos Grandes Niumeros. Yeremos mais so-
bre essa lei no Capitulo 5.) Portanto, podemos dizer que “esperamos”
abter a longo prazo um valor médio EX.

EXEMPLO 2. No exemplo do processo de Poisson {exemplo 8, §1.3),

foi dito que A era o nimero médio de chegadas durante
um intervalo unitdrio de tempo. Verifiquemos isso agora, recordando
que o namero de chegadas em tal intervalo possui distribuigdo de
Poisson de pardmetro Ai. Em particular, temos X, ~ Poisson (4}, por-
tanto

= a0 . j‘k . N j.k_}
EX = Y kP(X, =ky= ) ke *To=de™? ) =
1 HZO ! n>=:‘0 N k=1 k= 1!

R L
= (fazendo j = k — 1) = e ™" ) 'fi“m
j=0 J:

Observamos agora que quar'fdo X € discreta, o item 6 do §3.1
diz que EX = [xdF(x). E essa definigio que adotaremos no caso ge-
ral. muntendo assim EX como uma média dos valores possiveis de
X, ponderada conforme a distnbuigdo de X. Para justificarmos o
uso dessa definigdo, partindo de (3.4), vamos aproximar X por uma
variavel aleatdria discreta.
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Consideremos uma particio da reta em pequenos intervalos {;

centrados em pontos x;, com extremos y,_; € y;:
72 14 fo Iy I
. S S SRS —k -
¥.3 X3 X1 L Y. Xy Yo X1 1 X2 X2

Os intervalos ndo precisam ser de mesma comprimento ;
suponhamos apenas que eles sejam uniformemente pequenos, no sen-

def .
tido de que sup(y; —y,.,) = M seja pequeno.
i
Definamos uma varidvel aleatoria discreta ¥ como a.variavel alea-

toria que assume o valor x; quando X assume um valor em /,, ou
seja, em notacdo formal,

Y = Z x,-f{xdil.

Como [Y =x;}=[Xel] que & um evento aleatério, Y é variavel
aleatoria. E discreta, pois assume somente os valores x;, € sua esperanga é

EY =) x;P(Y=x)=) xP(Xel).

Ocorre que EY & finita se, ¢ somente se Z|x,-[P(XEI,—) < O,
i

. - . W
Mas Y & uma boa aproximagdo para X, pois | ¥ — X | < -

1A e

(para me (X el] Xwel, e Y(w) = x,, logo | Y{w) — X{w)|
= E_'r‘,' - Vi- l}fz = M';’?.].

Ja que os valores de Y ¢ X tém uma diferenca sempre <

?

N‘g

¢ bem, intuitivo requerer que nossa defini¢io da esperanga {= média)
. M

satisfaga |EX — EY] 5—2-. Em outras palavras, queremos que EX

seja o limite de EY quando M — 0, se o limite existir, ie.,

EX = lim ¥ x;P(X €1).

M—0 ]

(Pode-se mostrar que existe o limite se Y [x;|P(Xe/) < +co para

alguma particdo com M < o0, ou seja, se EY é finita para alguma tal
particio.) '
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Caleulando o limite, temas

LA = lim \l Py, <X g ¥ = lim E_ oy [_‘E‘.tlll}.-j - Falyy l}-J =
Moo M0 )
= J YdF (%),

once aintegral de Stieltjes ¢, de fato, de Riemann-Stieltzes {veja a

discussdo em tomo da formula (3.21).

DEFINICAO 3.1, Seja X uma varidvel aleatoria quaiquer ¢ £ sua
fungdo de distribuicio, A esperanca de X & defi-

nidi por

EX = [ XdF(x).

o
i

quando a integral imprépria de Riemann-Stieltjes estd bem definida.

DEFINICAO 3.2 Se EX & finita, dizemos que X ¢ imegrdvel.

Observagdes. (1) Para muitos autores (por exemplo, Gnedenko [11]),
“a esperanga existe” quer dizer "X é integravel”. Nos.
entretanto, admitiremos a “existéncia” de esperancas infinitas — veja
a observagdo 3 a seguir.
(2) Na literatura matematica, usam-se varias integrais para re-
presentar a esperanga, as mais comuns sendo

/‘{(J{P.

EX = _FCdFX(X) = Jt‘ch{d_\') =

W

As duas Ultimas integrais sdo de Lebesgue: a titima é uma integral
de Lebesgue no espago de probabilidade (€ /. P). Vocé ndo precisa
entender essas integrais, mas no futuro podera ser conveniente reco-
nhecé-las como equivalentes a esperanca.

(3) A esperanga estara bem definida se 5 xdF(x) ou [ xdF{x)
for finita. De fato, escrevendo

=)

o O o)
j XdF y(x) =J XdF (%) + j xdF ()< [ + 11,
- — o}
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temos [ <0, [I>0e

(1) se I e II sio finitas, entdo X ¢ integravel,
(i) se I ¢ finita e IT = + o0, entdo EX — 4 o0,
(i) se [= —co e I & finita, entdo EX — — o0,
(iv) se 1= —oo € /] = + w0, entio EX ndo estd definida.

Assim, X ¢ integravel se, e somente se, J|x|dFy(x) < cc. Mais
tarde veremos que Hx|dFX(x)-——'EfXL de modo que X ¢ integra-
vel == E[ X| < co. :

{4) Se X tem densidade f(x), entio pelo item 7 do §3.1,

EX = 'ch}-“x(xj = erf(x}dx,

Se a densidade / for integravel a Riemann {(no sentido usual) entdo
esta ultima integral também sera de Riemann (Rudin [16], Teorema
6.17). Em outras palavras, vocé pode continuar a trabalhar com a
integral de Riemann no caso continuo.

No caso discreto, ja vimos que EX =T, x,p{x;). Pelo item 6 do
§3.1, esta defini¢do concorda com a Definicdo 3.1

No caso geral, suponha Fy=F,+ F, + F,. Entio

EX = deFA-(,r) = Z xplx,) + J_\f(x)dx + J\'dﬂ(,\'],

]
pelo ttem 8, §3.1. Como a parte singular costuma ser nula, na pra-
iz a esperanga reduz-se a uma série ¢jou uma integral impropria
de (usualmente) Riemann.

EXEMPLO 3. Sejam X ~ U0, 1], Y =min (X‘ —,1}) Entdo
.2

EY = j vaF{y) = ﬁvdfi{ﬂ ﬁ-‘df"ac(}') =
S TR N |
Rl A A A A S

(Este exemplo ¢ continuacio do exemplo § §2.2)

Ocorre que a esperanca de X é sempre igual a uma integral de

Riemann, Para entendermos 1550, consideremos o scguinte argumento:
L]

- :
R & & .

n
w
et e, ol ™ e A

;

et~ gy

suiily @
YR |
sl
ol I
ol
!
il WY
_i ;2

il
il
i}
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EX = [xdF(x) significa que a esperanga ¢ a integral da diferencial .
xdF(x). Mas xdF(x) ¢ uma diferencial de area:

4 ¥ =Fx)
— I ” R —
i
dF (x){ ! | ? i 52
[
F{x)
i
o x x
Para x>0, xdF(x) ¢ uma diferenci_ai de drea da r{:‘giﬁo L
4y =Flx)
I !
I
———e
x

Para x = 0. — xdF(x) é uma diferencial de area da regidqo 1.

Logo EX =drea I — drea //. Mas area | = & (1 — F{x)}dx e area
I =% F(x}dx, logo deduzimos a seguinte

PROPOSIGAO 3.1 EX = [7 (1 — F(x))dx — [° . F(x)dx.

FProva formal. Vamos provar que [ xdF(x)=[g (1 — F{x))dx, deixan-
do a outra parte (f% . xdF(x)= — [ F(x)dx) para o leitor (a prova
¢ analoga). Usaremos integragdo por partes. com a diferencial
dixF(x)) — _I\:.f:‘)-"{.t) + Fx}x {(para uma justificagio formal dessa inte-
gragio, veja Rudin [[6], Teorema 6.30):

B & b )
Yh >0, { xdF{x) = bF(b) — [ F{x)dx = { [F(b) — F(x)])dx.

w ) «a <0

e Y] FIE [T
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Como F(B) <l e 1 —Flx)=0, temos

5 b oo

J.‘cc!.F{.\') I [F(b) — F())dx < J (L = F{x))dx, vb >0,
8]

O Y0
de modo que

@ b " 0
f xdF(x) = lim J xdF(x) EJ [1 — F(x)])dx.
0

b=
0

Por outro lado, seja 1> 0. Se b > A, entio

J [F(b) — Flx)]dx > j [F(b) — F(x)]dx =

0

= J LF(D) — 1]dx + j [l ~ F(x))dx =

= A[F(b) — 1] + J [1 — F(x)]dx,

€ porianto,

J E xdF(x) = lim j xdF(x) = ]imj [F(b) — F(x)]dx >

b b~z

= f [1 — F(x)Jdx + lim A[F(b) — 1] = J [ — F(x))dx.

Ja que isto vale para todo 1> 0, temos

o

Jr x.dF(x) > lim JM [l - F(x)]dx = Jm (I — F(x)}dx. [T

0 o

COROLARIO 1. Se X tomar somente valores nde-negativos, ou seja,
X(@) 20V we, entdo Fy(x})=0 para x <0 ¢

EX = j [1 = Fx(x)]dx = Jm P(X > x)dx.
o 0

¥

—

‘ _— p——T T e
B b b bl L
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Prova. lmediata, []

Quando se conhece Fy ou P(X > x), esta [6rmula pode simplifi-
car o calculo de EX. Por exernplo, s X ~ exp{i), Le. X tem distiibuicdao
exponencial de pardmetro 4 entio PLX > x) =" Moxz=0e

Rl

Ez‘r = e - Ax lfll‘c e —1-- l?_l L
0 A 0

“ [

O caleulo foi simplificado, pois evitou-se uma integragdo por partes
(o que, ahnal, j& foi feito na prova da proposi¢io.)
A formula do Corolario | possul uma forma simples no caso
de X ser discreta e assumir valores inteiros:
COROLARIO 2. Se a varidvel alearéria X assumir somente valores in-
teiros ndo-negativos, entdo

EX = :)f‘ PIX > n) = i P(X = n).
n=10 =1
Prova,
Flx) T 1 .
— l/ - / j,. -
/ ////////% /4/%
g
Sy

I '2 3' x

Pela proposigdo e pelo desenho,

EX =dreal =1~ F(0)+ | — FO+1 - F2)+ ... =

s . 2]
= :): [1 - F(m)] = Z P{X > n].
=0 A=0
Como X assume apenas valores inteiros, temos 2
P(X >n)=P(X >n+ 1)
logo,

i PX >n) = i PXzn+ 1) = i P(X =z n). (J
n=0 n=10

n=1
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EXEMPLO 4. Langar uma moeda independentemente até obter a
primeira cara. Seja X o ndmero de langamentos ne-

cessarios e p a probabilidade de obter cara em um dado langamento.
Entio X toma apenas os valores 1,2, 3,...e P(X = n) & a probabili-
dade de ndo obter cara nos langamentos 1,2,...,n—1, i.e, a pro-
babilidade de sair coroa nos langamentos 1 até n—1 (=(1 —p)*~1).
Logo,

(I —p)y = —l—.

' p

D18

EX =S P(Xem= 3 (1—pf ' =

=1 n

n=1 n 0

[2a]

2.l —pytp,

=l

Notemos que o cdlculo direto EX = ) nP(X =n)=
- ! n=1

utilizando a fungdo de probabilidade da distribuicio geométrica, ¢é
- ’mais arduo.

_ . Vemos, portanto, que a esperanga do tempo de espera até o pri-
meiro sucesso em uma seqliéncia de ensaios de Bernoulli € 1/p, onde
p ¢ a probabilidade de sucesso em cada ensaio.

Observagdo. Como |X|>0, o Corolario 1 implica que

EjX|=JJP(|X| >x)dx:J"[P(X > x) + POX < — x))dx =
= [0 F) Pl 0

E bom recordar que Fy{{— x) —) & o hmite da fungdo Fy(y) quan-
do y{({—x) Logo, Fyl{—x)—)=Fy{— x) quando — x & ponlo de
continuidade de Fy. Por isso, Fy{(—x)—) e Fy(— x) sdo fungdes mo-
notonas {decrescentes em x) iguais, exceto em um numero finito ou
enumerdvel de pontos. Dal concluimos que

[ Pyl x) <) = J

Fy(—~x}x = (mudanca de vanavel) =

-0
= i F(x)dx.

Y
Resumindo, temos

an

E

X = l. [1 = Fylx)]dx +J. F{x)dx.

b3 -

A

=
-

-
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Entdo, pela prova da Proposigdo 3.1,
. o ]
E|X|=dreal + éreall = -[ xdF x(x) —~ J xdF y{x) =

Q0 -

=J.|x|dFX{x]+ J‘ |x|dFX{x}z-|‘ | x| dF x(x).

a - @ e

Assim provamos que (veja a observagio 3, abaixo da Defini¢do 3.2)
E|X|={7_]x|dFx(x), e que X & integravel se, e somente se, E| X'| < o
(Nota: dagui a pouco veremos que a formula

Eg(x) = J  Q(dF ()

vale para ¢ geral)

§3.3 Propriedades da esperanga

El. Se X =¢ (ie, X(w)=¢c Ywel), emdo EX =c. ’

Prova. X & uma vardvel aleatoria discreta ¢ EX = ¢P(X = ¢) -

=¢c-1=c [
E2. Se X =Y entdo EX < EY. se as esperangas estao bem définidas.
(Basta uma das esperangas ser finita, ou EY = —cc, ou EX = + o).

Prova. Y<:z=>X <z logo [Y<z] C[X <z] Portanto, F{z) < Fy{z)
e 1 — Fy{z)= 1~ Fy(z). Pela Proposi¢io 3.1,

@ 4] an
EY = J (1 — Fuo)ds — J- Fylz)dz > J (1 — Fo)d: —
a -

0

Fy2dz = EX. [

E3. Linearidade. X

(1} Se EX estd bem definida, entdo E(aX + b)Y =aEX 4 b para rodo
a, beR (convencdo: 0- oo =10)

(1) E(aX +bY)=aEX + bEY, quando o termo a direita da igual-
dade tem sentido. (Sobre a restricdo: se, por exemplo, EX = + o0,
entdo 0= E(X — X)# EX — EX, pois + cc — o0 ndo tem sentido))

[N HS| IS0 JEE 0 i)
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Prova. (i) Se a=0, entdo ElaX + by=Eb=b=aEX +b. Se a>0, entdo

s

Fociplx) = PlaX +b<x)=P ( Y < A D) = Fy (}__b)_
l\ ¢4 al

logo

' Al [}
ElaX + b) = J (1 — Fox.s(x)hdx — ’[ Fopap(x)dx =
4] - m

=] ()

“a] U rOMy | E
4] ] )

+ j (1 Fx)My + a J Faly)dy =
-~ bhla bla

0
:;QEXJ,—(]J dy = aEX + b,
bla

O caso a <0 é analogo, ¢ (i} estd provado. Para (ii), resta provar
E(X 4+ Y)=EX + EY se o termo 2 direita tem sentido.. Veremos mais
tarde quando consideramos esperangas de fungdes de vetores aleato-
rios. [
NI :
EA. Desigualdade de Jensen. Seja ¢ uma fungdo convexa definida na
reta. Se a varidvel aleatdria X ¢é integrdvel, entdo

Ep(X) = p(EX).

(Notagio: Ep(X)= E{p(X)}.)

¥

-. | .
oy ) f 9)
-

L

L -

lm Seja para algum ieR, y—elxy) = Alx—xy) a equagdo desta
vl

l

L
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FProva. Dado x; ¢ o ponto ¢x,) do grafico de ¢, pela convexidade

j . 1 existe uma reta L que passa por p{xg) ¢ deixa a curva ¢ aci-

ma dela:

| Wixg)

Eie

reta [.. Entdo
P(x) = L{x) = plxo) + Ax — xo), ¥x.

Portanto,

Al Eo(X) % EL(X) 2 olxg) + AEX — x).

Tomando-se x;=EX, vem Ep{X)= o(EX). (]

(Exercicio. Mostre que se ¢ ¢ concava, entdo E{X) < @lEX))

Conseqiiéncias das propriedades. (1)E2 diz que X < ¥V implica EX < EY.

. Em particular,se X > Oentdo EX = 0.

Sejam X e Yvaridveis aleatorias tais que ¥ = 0, Yéintegravel, e | X| < V.
Entio 0<|X| < ¥ implica

O0<E[X|SEY <+

’Ilﬁ e, X & integravel. Em outras palavras, se X ¢ deminada por uma
- variavel aleatdria integrivel, entdo também X € integravel. Em par-
|ﬁ ticular, se X ¢ limitada, entdo ela é integrdvel, pois ]X| sb<+xm
i implica E|X|<b < o, P

Ilﬁ (2) Critério para integrabilidade. SE’)‘(J X wma varidvel aleatéria qual-
g

o

L quer. Entdo }_ P(|X|=znm < E|X| < E P(|X| = n), e portanto
)0

I“m X € integrdvel se, e s0 se, L PUX| Zn) < oo,

n=]

’ |I
f ll
hr
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Prova. Se x =0, scja [x] a parte inteira de x (0 maior inteiro menor
que ou igual a x). Entdo a varidve] aleatoria [|X]] assume
o valor k quando k<|X|<k+1e

O<[IxT=fx{<[1X[]+1,
logo, por E2 ¢ E3,
_ O<E[|X|I<E|X|<1+E[|X]]
Mas pelo Corolario 2 da Proposigio 3.1,

7

] g

E[lX]|]= E:IP([]XHZH): IPI(EXJZ'_N},

n=

logo

2 PUXzn<ElX|<1l+ Y P(IX|2n). O

n=1 n=1 .

(3) A desigualdade de Jensen diz que E@(X) = @(EX), se ¢ é funcio
convexa e EX ¢é finita. Por exemplo:

(a) Seja @(x)=|x|. Entdo E|X|>|EX]| (o que é também con-
seqiiéncia de E2 ¢ E3: ~|X|< X <|X|= — E|X| < EX < E|X|).

(b) Seja (x)=x?. Entio EX?>(EX)%.

(c) Seja @(x)=|x|%, onde p>1. Entdo E|X|" > |EX|?. Fazendo
}':1X] ¢ aplicando Jensen a Y obtemos uma desigualdade mais
refinada: '

F

X" 2 (E|X )P = (pelo item a) = | EX |7,

Observagdo. 'Para a validade da desigualdade de Jensen, basta que a
fun¢do ¢ seja convexa em um intervalo (a b) tal que
Pla< X <b)=1 (a prova ¢ a mesma, mas veja o exercicio 13). Por
exemplo, se X ¢ uma vandvel aleatéria positiva {X > 0 ow. mais geral-
. . - . 1

mente, P(X >0)=1), podemos aplicar Jensen & funcio @(x)= —,
X

com (a. b)=(0, o). Neste caso, a conclusio é que

EfLys L
\X /7 Ex

Sob a mesma condigdo P(X = 0) =1, podemos aplicar Jensen 4 fun-
¢do cdncava @{x}= log x, obiendo

Elog X < log(EX).

-

Iillll
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§3.4 Esperancas de fungBes de varidveis aleatdrias

Seja X uma variavel aleatéria, ¢(x) uma fun¢do real mensurdvel,
Y = ¢(X). Entdo Y é uma variavel aleatéria cuja esperanga € dada por
]

£y [ YAF () = r [ — Fom()]dy ~j F oMy,
(i

pela Proposigao 3.1.

Para usar estas férmulas, € preciso obter a distribuigdo de ¥ = g‘o(X‘),
o-que s vezes ndo ¢ facil (estamos supondo que conhecemos a d1str_1-
buigdo de X). Mas lembrando-se que a esperanga de Y & uma médx.a
ponderada dos valores possiveis de Y, onde os “pesos” s3o dct'ermr—
nados pela distribuigio de ¥, surge uma pergunta natural: sera que
a esperanga de ¢(X) é uma média ponderada dos valores de o(X)
para os valores possiveis de X, onde os pesos sdo determinados pela
distribuicdo de X7 Ou seja, serd que [ydF x(y) = Je{x)dF(x)? A
resposta é afirmativa, como ¢ facil ver no caso discreto: N

Seja X uma varidvel aleatoria discreta com fungdo de probabili-
dade p{x;), onde » p(x) = 1. E 6bvio que a vaniavel aleatéria ¥ = @(X)

¢ também discreta e toma somente os valores ¢{x;). Entdo sejam
Y., ¥1,... 08 valores possiveis de ¥, supondo por conveniéncia quel o?“
v; sejam distintos, de modo que y;= ¢(x;) para pelo menos um i (e
possivel que exista apenas um yj, como, por exemplo, se @(x)=rc
constante), Entdo temos
P(Y =y} = Z plxa).
iplx ) =5¥;

Obtemos agora a esperanga de Y:

EY = [ya‘F,-(y} =)y PY = y) =) (_v; 2 p(xf}) =

il =¥y
af

= (substituindo) = ¥ Y e{x)px) = X elx)px) =

Joielxi=y; 8
= J.w(-\‘)dF x(x),

onde a equagdo (+) ¢ vilida desde que a ordem dos termos da série
ndo afete o valor da soma (e, em particular, se EY esta bem definida).
Passaremos agora ao caso geral.

|
YA L LS T DAL 22 0 e e e sy e

NI R A R TR R T TG ULt
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TEOREMA 3.1,

mensuravel. Entdo

Ep{X)* J W 0 (3} = Jm(x)dmx),

onde a existéncia de uma das integrais implica a existéncia da outra
e o igualdade das duas,

Prova [parcial). Prova-se o caso geral com a Teora da Medida. Mas
ja provamos para ¢(x) = /x| e podemos provar o tgo-

rema para polindmios usando somente a integral de Riemann, ba-

seando-nos na Proposicio 3.1. Mostremos que '

o

EX* = Jx"dfx(x), para k = |,2

ey aaa

Para conveniéncia de notagdo, seja F = Fy. Primeiro, seja & par.
Entdo

EX* = P{X* > i)t (pois X* > 0) =
YO
= P(X)\"/T}errJ PX < — Xt =
“ 0 o
=1 [l —F{i‘ﬂ)]derj F((— ¥t)—)de =
40 0

= (fazendo ¢ = ) =

= Jm [1 — Fls)]ks* "' ds + J

0

el

F((—s) —)ks* ! ds.

, Como as fungdes mondtonas F((—s)—) e F(— s) sdo iguais exceto
‘em um nimero finito ou enumerdvel de pontos, podenios desprezar
0 segundo sinal negativo. Fazendo u = — s na segunda integral, temos

0 o ’
EX* = J [t— f-"(s)_]k::’k_1 ds — j Flu)k ™V du, (3.5)

o

Seja X wna varidvel aleatéria, o{x) uma Jungdo real

Y

N o S, S O O IR
ii E===E=

N

%)

SRRERNRRR
= =

.

i
i
il
it

—een . H| |‘|"|'ﬂﬂ'|mm
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Pelo metodo de prova da Proposicio 3.1 (Integragdo por partes),
femas

=0

~a - {

{ XAF(x) = J [l = Fq)]dx* — J Fladxt =

{[[ur

Logo EX* = [x*dF ({x) para & par. Para k impar, a prova ¢ aniloga.
Portanto o teorema estd provado se ¢ ¢ polinémio, pela lineari-
dade da esperanga e da integral de Stieltjes. [
COROLARIO. EX* = K{TS[1 = Falo ]t ™V = [0 F o) ! dx},
para k=1,2,.... (E a {érmula (3.5))

o
[1 = Fx) ] Ve — J Fix)x*t d,\.},

EXEMPLO 3. O corolirio facilita muito na distribui¢do exponencial,
Se X ~exp(4), entdo P(X >x)=e¢ * x>0 e

o

Ko gy

EX* =k

eat]
Podemos calcular todos os momentos (veja o §3.5) por iteracdo, sem

. . Lo, . 1
mtegrar por partes. Com efeito, ja vimos que EX = —; portanto,
A

s ! 2 ak ) ) 2 i )
EX® =2 xe Mdx =10 xieTMdx = 2 xf(x)dx =
o Ao Ay
S EX = 2
LT e
ol P ” 2 —lx 3 ” 2y, =dx
EX° =3 X Tdx = x*Ae" Fdx =
0 4 o
&
= 3 EX? _f_S.J_
A A
Por indugdo,
) k!
fLXt = _;I:r'
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EXEMPLO 6. Voltando ao exemplo 3, suponha que X ~ U[0, 1]
e Y =min (X, ;—) Entdo Y = @(X), onde

X

@{x) = min (x, —;—) = 1

Calculemos a esperanga de ¥ usando o Teorema 3.1 e uma proprie-
dade da integral de Stieltjes no caso continuo (§3.1, item 7):

, s x < -
2

i
se x > —.
*=7

1

1

EY = jrp(_x)chx(x) = er{xyx{.t)ffx = j lx}dx =

o

rfl ‘ 1 1 T i 3
= xdx + —dx = i
0 12 2 8 4 8

assim concordando com o resultado ja obtido.

Notemos que neste exemplo, a existéncia da densidade de X
simplificou os calculos. E bom salientar o significado do teorema. nos
casos discreto e continuo:

Caso discreto. Se X tiver fungdo de probabilidade p(x,), entdo
EQ(X) = @(x)p(x)).

Caso continuo. Se X tiver densidade f(x), entdo

Ep{X) = Jcp(x}f{x}dx.

§3.5 Momentos
LI :
Seja X uma variavel aleatomia. O valor E(X — b}, se existe, é
chamado k-ésimo momento de X em torno de b, parabeR k= 1,23, ...,
O k-ésimo momento em tomo de zero, EX* ¢ chamado sim-
plesmente de k-ésimo momento de X ou momento de ordem k de X,
Se X ¢ integrivel, entdo o k-&simo momento em tormo da média

1
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E claro que o primeiro momento € a esperanga e O primeiro mo
mento central € nulo: F(X — EX)=0. O segundo momento central
¢ chamado varidncia de X:

def

Var X 2 B(X — EX)? = E(X? — 2XEX + (EX)?) =
= (por linearidade) = EX? — 2EXEX + (EX)* =

— EX? — (EX).
Notagio. Var X = V(X)=c}=c¥X). ox=./Var X € o desvio-pa
drdo de X,

Para (>0, E|X!' ¢ chamado t-ésimo momento absoluto de X
Os momentos absolutos possuem a seguinte propriedade de mono
tonia: '
PROPOSICAO 3.2. Seja X uma varidvel aleatoria. A fungao
Jy= B XY
¢ ndo decrescente em t para t > 0. (Notagdo: E'"| X | = [E(|X|9]"").

Prova: Se 0 <s <1, a fungdo o(y)=|y|"” & convexa, pois ¢/s> 1. Se
Y é integravel, a desigualdade de Jensen implica que

E| Y|r."s > |EY|J."S.

Faca Y=|X

: se |X|' é integravel, entdo
EIXIr > EIIJIXIS?

Le. EVX|'= EWIX.
Se | X|* ndo ¢ integravel, entdo | X |' também ndo o ¢, pois

s<i=|X]<1l+]|X]
e, portanto
E|XP=+oxc=+x<l+E[X|=E|X|' =+
Em todo caso. temos
EVSIX P < EY|X| para0<s <t
i.e. EYX|" e ndo-decrescente em ¢, para 1> 0. [J -

COROLARIO. Se E| X[ é finita para algum 0 <1 <co, entdo E{X|'

é finito para todo s tal que 0 <s<t. (Por exemplo,
se EX? < oo entdo X é integravel. Além disso, se o k-ésimo momento
é finito, entdo todos os momentos de ordem menor que k também

sdo finitos.)
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Propriedades (da esperanga. variancia, momentos — continuagio).
ES Se X=¢ Var X =0 (i.e, uma constante nio varia).

Prova. EX =c. Var X = E(X — ¢} = E(0) = 0. (]

B6. Var (X +b) = Var X e Var (aX + b) = a? Var X, para toda a, be R.

Prova, E(aX + b)=aEX + b,

Var(aX + b) = E(aX + b — aEX — b)’ = E(a™(X — EX)) =
=a Var X. [

E7. Desigualdade “bdsica™ (ou desigualdade generalizada de Tchebycher).
Seja X uma varidvel aleatéria ndo-negativa (X > 0). Para todo

i>0, P(X> 1)< EX.
A

Prova. Consideremos o seguinte desenho, admitindo a possibilidade
de um salto de F=F, em }:

T Fix)

\\\\\\\}\\\\\\\\\ LA
Q\\\ \\\\\\\\M/

1= F(AT)=PX 20

F(A™)

fndicando com I a regidio hachurada, e como X >0, temos
EX = j P(X > x)dx = area] = area (retangulo A=
o . .
= IP(X = 1)
portanto
PX =)< iJEJX 1
A

Observagdo. Eis uma prova alternativa, que sera generalizada adiante
na prova da desigualdade de Kolmogorov {Capitulo 5):

¥

BT T ———
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Seja Y= Aliy5 ;. Entdo 0< Y <X, como vemos considerando o3
e [0 X <il:

eventos complementares [X = 4]

Portanto, EY € EX. Mas Y & uma vadavel aleatoria discreta &
EY =0 P(Y=0)+AP(Y=4i)=iP(X = 4). Resumindo, temos

. I
X 22 < EX ou PXz i) —EX. ([
A
Algumas conseqiiéncias sdo:

(a) Desigualdade (cldssica) de Tchebychev (ou de Bienaymé-Tche-
bychev). Se X é integrdvel,

Yar X' .
PlX ~EX|> i) <~ ; Vi >0,

Prova. P

X —EX|2i)=P(X - EX)’ > .} < 7— E(X —~ EX)’ =

Var X
_ Varx o

(b} Desigualdade de Markov. Seja X uma varidvel aleatéria qual-
quer. Entdo para todo ¢ >0,

Px]zn< B viso

, booivre
FProva. P(]X|2i):P{]X|‘2/.')_§—7}; X" O

r

(c) Se Z>0e EZ=0, entdo P(Z =0)=1 {i. e, Z =10 quase cer-
tamente). '

o
Prova. P(Z > ! ) <nEZ =0 Mas [Z>0]=1) I‘Z = ;1‘] logo
n n o -
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Ll =

P(Z >0)= lim P (Z > —}—) =) (notemos que os eventos [ Z = L
n :

n
crescem com n). Portanto, Z=0)=1 - PZ>0=1.

Observagdo. O item (c) implica qué, quando Var X = 0, temos

E(X-EX)Y=0¢ P(X-EX)*=0)=1, logo P(X = EX)=1.
Em outras palavras, se Var X =0 entio X ¢ constante, com proba-
bilidade 1 (¢ constante quase certamente),

E8. Se X e Y sdo varidveis aleatérias em (€, o/, #) tais que E| X|' < =
¢ E|Y|' <o, entdo E|X + Y| <.

Como E|X|" < co dbviamente implica E|aX|' <oz, Va e R, esta
propriedade diz que a classe das variaveis aleatdrias em (€, o, P)
possuidoras de (-ésimo momento absoluto finito, € um espaco veto-
rial ou espago linear. (Com t substituido por p, estes sdo 0s espagos LP
de Andlise)

Destaquemos dois casos particulares desta propriedade, os cor-
respondentes a r=1¢ t=2: (i) se X e ¥ sio integrdveis, entdo X + Y
é integrdvel e (i) se X ¢ Y tém varidncias finitas, entdo X + Y também
o tem (lembremos que X tem variancia finita se, e somente se, EX? < o).

Prova. | X + Y| < | X

+[Y] <2 max (]X|, | Y]) Portanto,

| X+ Y]' < 2" max ( X1y

V<2 X[ | Y]

E|X + Y[ <2(E|X]'+E

YJI}' E.]

Consideremos agora dois resultados que sio de interesse para
a Estatistica. Suponhamos que se deseje escolher uma constante real
para “predizer” o valor de uma variavel aleatoria X, Qual ¢ ¢ 0 me-
Ibor preditor? Se queremos minimizar nosso erro absoluto médio (i. e.,
a média de | X — ¢]), o melhor preditor é a mediana {veja a defini¢do

adiante). Mas se queremos minimizar o erro quadratico médio E(X —c)?,
o melhor preditor é a média: #

PROPOSICAO 3.3. Seja X integrdvel. p= EX. Entdo §ominimiza
E(X —¢) cel, ie,
Var X = E(X — JO? = min E(X — c)?.

celd

L
M
W
Wit
w0
il

- - W

s Wy
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Prova. (X —cY = (X —p+p—c) = (X — )+ 2u— )X — p)4

+ {1t — ¢)* logo (pela linearidade da esperanca)
E(X —¢) = E(X — u)* + 2{u — ¢)(EX — u) +
+ (g~ =VarX + (g — )%
Conclusdo: E(X ~ ¢)* 2 E(X —p)’, VceR. (]
PROPOSIGAO 34. Seja X wma varidvel aleatéria, e seja m wma me
diana de X. Entdo m minimiza E| X — c|, ce R, i. e,

E

X—m|=mnE|X - cl.
el

Observacdo. Por delini¢do, m é uma mediana de X se P(X =m) > |/2

e P(X <m)>1/2. Para obter uma mediana, basta consi
derar a fungdo de distribuicio de X. Por exemplo, consideremos as
seguintes fungbes de distribuicio F:

1} 14
- L~
.] -
]
| q “
f 1
! 1
| 1
- SO | e
- — > S 0 P
medlanas
Fm) = 2‘
)
U
T
1 /
T
L
a i x

F(m—)@%, F(m})%

Prova da Proposigdo. Notemos que X & integrive] se, e somente se

VeeR X —c¢ também 0 €, pela linearidade dn
esperanca. Portanto, se E|X|= + o, entdo E|X — p|= + o0 Vee R
e a propasicdo vale trivialmente. Consideremos, entdo, o caso de X
integrdvel.

1MM|--|-|-|"||'-||'-||u||-||-||||-||||---------"""""' letdnlalilk
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Suponha m <c¢ (0 caso ¢ <m ¢ andlogo): desejamos provar que
E]X —cl = E|X —m}. Seja A=c—m:

A>D
Fa— _
al [
se x <m, |t-ﬁ~-;"| |x—ml +4d s x>m, [x—(“l > !x——m| — A
Entdo,
Xﬁ\m'——»]; X—m! A,

X>nr|:>|X—C|—[X—mi2 — A

Como m ¢ mediana de X, temos P(X <m)> ,1) e P(X>m=

=1-PX<m< i Entdo a variavel aleatoria Y =|X —¢| — | X -~ m)|

tem esperanga nio-negativa, pols toma o valor A >0 com probabili-

! i l .
dade = > € com probabilidade < —- toma valores = -- 4. A prova

formal desse fato utiliza um argumento do tipo utilizado na prova
alternativa da desigualdade “basica™:
Como Y2 Alixgm—4lx>m. temos

EY 2 AElyxem~ AElxo=AP(X <m)— LP(X >m)=

= A(P(X €m)— P(X > m)) = A(% - %) = (.
Portanto, pela defini¢do de Ye a linearidade da esperanga, temos

ElX —-ml|. O

§3.6 Esperancas de fungdes de vetores aleatérios

TEOREMA 3.2. Seja X = (X, ..., X,) um vetor aleatdrio e ¢: R"—> R
mensurdvel a Borel. Entdo 4

Eo(X)* J YAF () —j pdFy =

R

= _I‘"-J.(P{Xh ety x,,)dF:E{xl, ey Xl

Pl

Wil
Wi

.
‘o

-

{1 iy
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onde a ultima integral é wna integral n-dimensional de Stieltjes, assim
como a penultima {notagdo compacta).

Prova. Teoria da Medida. ]

Observagdes. (1) Vocé ndo preciia entender a integral de Stielijes no
R™ (a integragdo ¢ feita em relacdo & medida de Lebes
gue-Stieltjes gerada por Fy, ou seja, em relagdo a distribui¢do de X).

Basta saber que a integral se simplifica nos casos discreto e continuo,
como no caso unidimensional:

Caso discreto. Se -Y for discreto, tomando os \alor €3 X; =
com probabilidade p{x;), onde b plx) = 1 eatdo

EQ(X) =) olx) plx).

Caso continuo. Se X for continuo com densidade f{x,, ..., x,), entio

Ef,o{,;":"} = I. J‘rp{xl, e X)) Sy, g L dx

ne

(2) Podcmos terminar agora a prova da propriedade E£3, a linea-
ridade da esperanga, Resta provar que E(X + Y) = EX + EY, contanto
que o termo a direita tenha sentido, Por isso, sejam o(x, y) = x + y,
@(x, y)=x, @,s(x, ¥)=y. Pelo teorema,

E(X + Y) = Eg(X, ¥) = H( + ydF y(x, ).

Agora aplicamos a linearidade da integral rﬁﬁltipla de Stieltjes,

obtendo
E{){ + Y) = J\J\xdfﬁx_ r(x, y) -+ jj}fﬂl[‘x ,.-()(, y) =

=L@ (X, V) + E@a(X, Y) = EX + EY.
(Exercicio. Verifique a linearidade da esperanga para combinacoes li-

i ”iX:') = Z a;EX,-.)

i=1 i=1

neares de n varidveis: E(

(3) No caso da independéncia das X;, a integral n-dimensional
se simplifica, tornando-se integral iterada (n iteragdes, cada uma sendo
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_ . o . o X
uma integral de Stieltjes na reta). Consideremos primeiro o caso con- S : y — 1 0 1
tinuo: : .. ! . - —_—

Sejam X, ..., X, variaveis aleatdrias independentes, com X= - i / [ . 0 y
=(Xy,..., X,), e suponha que X,,..., X, tenham (respectivamente) - | i /s i

7A- . f T sidade i : 1 E i
dcns;dades Sy [y Entdo a densidade conjunta € o produto das y } 0 0 /s 0
densidades f;, ¢ _ . . ! T T T e —

E:p(i{} :jj olxy,...,x,) fi(x)) ... Fulxaddxy ... dx, =

= JJ jm{x,, ey X)) fl[x,)a’x;:l S} dx, Sulx,)dx,.

Escrevendo j,?(,r,-}dx[-:dfxi{x'-}, chegamos a seguinte férmula que & -
vahda para X, ... X, independentes no caso geral:

J Entdo,

5
L % B 8 —

—
-
L

=
-~
L

2 1 2
- EX: —1 P " — PR :,;‘
; | (—1) 3 + 0 5 -1 5 O0=EY e
Eo(X) = | [olxy, .o, x)dF 5 (x)) ... dFy (x). - o , _ L
‘P(%) J J@(] JF x (x,) 1, . bXY:lUP{LJ}:'é—(f—]“l'+1+0]=0,

3 ] ij
(N&o provaremos a férmula no caso geral) !
Como conseqiiéncia imediata temos que se as X; sdo indepen-

L Portanto, EXY=EX. EY Mas X e
dentes, a esperanca do produto ¢ o produto das esperangas: - '

Y ndo sao’ independentes
Temos, por exemplo,

PROPOSICAO 35. Se X,,..., X, sio varidveis aleatdrias indepen. ) PX =0,Y =0)= p(0,0) = L _15 - ;_ Lopx -0 py-o
_ n s 2 ks b
dentes e integrdveis, entio H X € integrivel e :
i=1 v

" . A diferenca entre os valores EXY e EX - EY serd chamada co
EX X, X)) =[] EX,. | ) varidncia entre X e Y. Formalmente, sejam X e Y varidveis aleatorias
=1 T ) integraveis. Entdo a covariincia entre X e ¥ ¢é definid

a por
Prova. Basta provar para n=2 (e completar com indugio). Seja i | . s
@(x, v)=xy, entio a independéncia de X e ¥ unplica s P Cov(X, ¥) = E[(X ~ EX)(Y - E} }
— _Zf [ ) S¢ esta esperanca existe, Por linearidade, temos
EXY = Eo(X, V) = X, WAF (xX)dF () = - . L )
P Hm( PHFACE ) i Cov(X,Y) = E(XY ~ YEX — XEY + EX. EY) = EXY — EX-EY
- i dF (r)_ VdF,(v) = [(EX)vdFy(y) = EX - EY 0O L ) de modo que existe a covariancia entre duas varidveis integraveis se.
R S - v i ) ¢ somenle se, existe a esperanca E£XY
Adverténcia. EXY = EX . EY ndo implica X e Y independentes, como = il ) . Se (”D*V {X* Y)=0. dlzcm:?s que X e} ~530‘ﬂﬁO-forrefr:(‘r'r':r{:11f¢n.
vemos no seguinte exemplo. Sejam X e ¥ varidveis alea- 2 ) S¢ X ¢ Ysao independentes e Integraveis, entdo sio nao-correlaciona
ténias tomando os valores — 1, 0, 1, comn distribuigdo conjunta defi- m'll das. pois neste caso £X YZL‘X; ‘f} ptcia Pmpoﬁsrcgo 3-'5- Mals acaba
[ ﬁ“l. I mos de ver que a igualdade EXY=EX. EY ndo implica a indepen-
nida por p{—1. ~ D=p(—-1,1)= pil, — 1) = p(1, )= p(0,0}) = '-5-, ie, |Hl| ) déncia, ou seja, covariincia zero Ndo necessariamente implica inde-
, . . pendéncia.
a fungdo de probabilidade conjunta ¢ a da seguinte tabela. 2
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Observagdo. HA certos casos especials em que ndo corrclggﬁo implica
independéncia. Talvez o mals importante seja o da nor-
mal: se X e Y possuem distribuigdo conjunta normal bivaria.da e sdo
ndo-correlacionadas, entdo p =0 (isto serd visto no $.5). E ja vimos
no exemplo 15, §2.5, que X e Y sdo independentes se p“—f} .
Para um outro exemplo de independéncia como conseqiiéncia de
covanincia zero, veja o exercicio 26,

Vejamos agora que se as varavels aleatorias ;‘{1,, ..., X, sdo ndo-
-correfacionadas (2 a 2}, entdo a variancia da soma é a soma das va-
ridncias,

PROPOSICAO 3.6. Sejam X, ..., X, varidveis aleatorias irtreqm'vefs
tais que Cov (X, X)) =0 para i + j. Entdo
n

Var (X, + ...+ X)) = Z Var X ;.
i=1
Prova. Var(X, + ...+ X)) = E(X, + ..+ ff;— E(X, + ... + X)) =
=E((X, —EX )+ .. +(X,— EX)*=
E i {X‘ - EzY;JE “+- 2 Z (X: - EX‘} {z‘(} - EX)}:| =
i=1}
H

i<j

=3 VarX;+2 ) Cov(X;, X) = ) VarX,. (]

P=] i<j (=1

COROLARIO. Se Xy, ..., X, sdo independentes e integrdveis, entio

FX) =3 VarX..

i=1

Var (X, + ...

Observagées. (1) Salientamos um resultado que aparece na prova
acima: se, X, ..., X, sdo integrdveis, entdo

Var (X, + ..+ X,)= ) Var X; + Z-Z Cov (X, X)).
i=1 i<y
(2) J& vimos no §2.6 um exemplo da propriedade enunciada pela
proposigdo: se X,,..., X, sdo independentes e normais, com X, ~
~ N, o}), entdo a soma é também normal, e para obter os pardmetros

" n n
' 2
basta somar os pardmetros das parcelas: ) XINN(‘ZI Hiy D G;).
=1 =

: ) . ,
Seria bom vocé verificar agora, se ainda ndo o fez, que X ~ N(i1, ¢?) =
= EX =pu Var X =¢”. :

w5
Al A

W TR
v
LY

T TR T Ty e

TN Sy oy

.

-~

R IR TR L R
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Suponhamos agora que Y e Y'sejam vardvels aleatorias integra-
vels, com varidncias positivas ¢ finitas O<oy<x, 0<ol < 0k A

variavel aleatdria — b ¢ uma padronizagde de X (também cha-

mada reducdo ou normalizagdo de X), pois expressa o valor de X em
unidades padronizadas, i e, desvios-padrdo. Notemos que esta va-
ridvel aleatéria padronizada POssul esperanga zero e variancia um.
Além disso, ndo depende da escala nem da locagdo de X, no sentido
de que Z=aX + b possui a mesma padronizacdo que X, se a >0
¢ b= R No mesmo estilo, a covariancia entre as variaveis padroniza-
das também ndo depende da escala nem da focagdo de X ¢ ¥V é uma
specie de covaridncia padronizada. Chama-se coeficiente de correla-
do entre X' e Ye indica-se com Px.y ou p(X, Y):

dey Cov(X, Y) [('& - EX) ( Y- E })J
p‘r. P e —— = F S———— —— ,
Ty 0y ax . Oy )

(Exercicio. Verifique que {X, ¥)=plaX + b c¥ + d)paraa>0,¢>0,
Le. o coeficiente de correlagio é independente da escala
e locagio das variavers.)

1y

oy

Podemos dizer que em certo sentido, Px y representa a depen-
déncia linear entre X ¢ ¥, como vemos pela seguinte proposigio.
PROPOSICAO 3.7. Sejam X e Y varidveis aleaiérias com varidncias

Jinitas e positivas. Entéo:

(@) -1 <plX, V)<,

(b) p{X. YVY=1 se, ¢ somente se, P{Y =aX +b)=1 para algum
a>0 beR,

(€ plX, V)= —l=P(Y=aX +b)=| para algum a <0, beR.

Prora. {a) Como

temos
_ 2 Y — Fy\2 _ 2
0<p(X - EX Y- _'?_Y) -} ( \_’__f?i) E<_Y___F_Y) .
Gy Ty Ox Oy
2 o \'F
~ - E[(X — EX)(Y ~ EY)] = ‘_;"_X . _Y%;_Y _
Tx Ty ¥ Ty
7 s F -
_2Cov(X, ¥) 2~ 2p(X. V),
Tx Ty
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Logo p{X, Y)< L.

Substituindo o sinal “—" por “+" na expressio acima, temos
0<242p(X,Y), Pe, plX, V)2 — L

{(b) & {c). Se p(X, Y)=1, entdo (pela prova de (a))

- v 2
E (:E_:,_blf_ ~ lﬁ.‘_:.,f?_"_) =0,
Ox ay

i.e, P {X——Fi = —}i_[—}i = | (conseqiiéncia (¢} da desigualdade
k Ty Ty

.o

“basica” — propriedade E7). Em outras palavras, ¥ = ;—Y—(X — EX)
. X

- . a

quase certamente, o que prova a necessidade em (b), com a = ~U—r

X

e b=EY- JLEX

7x _ X —EX | Y-EYY
Se plX, Y)= —1, entdo E( A+ ) =0
Ox Oy
Y = EY — ZX (X — EX) com probabilidade 1. Neste caso, a = ~ -
Gy Ux
e b=EY+ JLEX.
Uy

Por outro lado, se P(Y =aX + b)= 1 para algum a# 0. temos

/X — E. X +b—aEX —bY
pIX. Y) = [(“ EX)(“ rh_a H -
G x Ja'ox

=2 E(-}/ - EX)’ =% = sinal (@)= + 1. O

la] ox ||

Uma alta correlagdo entre X ¢ Y, i. e, py_y proximo de |, signi-
fica que o valor de Y tende a acompanhar o de X (quanto maior X,
maior também é, geralmente, Y). Por outro lado, uma correlagdo ne-
gativa forte (py y proximo de — 1) significa a tendéncia oposta, ou
seja, quanto maior X, menor Y, e vice-versa.

Ja vimos, nesta segdo, um exemplo de um par de varidveis aleato-
rias dependentes, mas que tinham covariancia zero €, portanto, coeﬁ_cicn-
e de correlagdo zero. Nesse exemplo, em que a distribuigdo conjunta
estava concentrada nos cinco pontos (— 1, — 1), (=1, 1), (0, 0), (1, =1},

- 1 . . .
(1, 1}, cada um tendo probabilidade s vemos que hda uma simetna

da distribuicio conjunia em relagio aos dois eixos. Essa simetria ga-

[l
i

|
|
»
1

5]
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rante a [alta de correlagdo sem ao mesmo tempao garantir a indepen-
déncia, E claro que o valor de Y ndo possui nem a tendéncia a acom-
panhar o de X, nem a lendéncia oposta.

Observagdo. Quando X e Y tém distribui¢io normal bivariada, pe
' o coeficiente de correlagdo, como serd mostrado no §4.5,

§3.7 Teoremas de convergéncia

As provas desta segdo podem ser omitidas em uma primeira lei-
tura. Mas os dois teoremas — da Convergéncia Mondtona e Domina-
da —sdo de grande importancia e utilidade na Probabilidade, Teoria
da Medida, e Matematica em geral. (Para exemplos da utilizacio de
métodos probabilisticos na demonstragdo de resultados de Analise,
veja as consegiléncias 2 e 3 a seguir)

Os teoremas serdo dados do ponto de vista probabilistico. Para
tanto, sejam X, X, X,, ... varidveis aleatorias definidas no mesmo
espago de probabilidade (L., P), e suponha que X, convirja para
X quando n— o0, A convergencia aqui ¢ pontual (recorde que vanaveis
aleatorias sdo fungodes definidas no espago amostral), i.e, X (w)— X(w)
para todo we Q. (Estudaremos outros tipos de convergéncia nos
Capitulos 5 e 6.) A questdo ¢ a seguinte: sob que condigdes a esperanga
do limite ¢ o limite das esperangas? Isto €, queremos saber quando
EX = lm EX, Nio ¢ verdade, infelizmente, que EX,— EX sempre.

L Bl o
Um contra-exemplo simples ¢ o seguinte: suponha que X ~ Cauchy-
-padrdo e seja
. , X se —ng<X<n
An=~)‘;{—nsxgn]ﬂ I x
0se | X|>n

X, € uma variavel aleaténa de Cauchy rruncada.

Entdo X,— X, pois X (w)= X(w) para n>|X(w)|. X, ¢ inte-
gravel, porque limitada, e £X, =0, por simetria (veja o exercicio 1).
Mas EX, ndosconverge para £X, porque EX nio existe. {Para um
outro exemplo, em que X, — X e EX existe, mas EX,-» EX. veja o
exercicio 37))

Daremos duas respostas 4 questdo colocada acima: a esperanga
do limite ¢ o limite das esperangas (a) quando as variaveis sdo ndo-
-negativas e a seqiiéncia cresce monotonamente ¢ (b) quando a se-

R u|III'I‘Ifmm'mmI"l-ll|II=|-|I-||--|||||-|-|||-||-|u-lI|-|--'IHHI-III-H'H'H'-- e —
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qiiéncia ¢ uniformemente limitada (ie, dominada) por uma variavel
aleatdria integravel.

TEQREMA 3.3. Teorema da Convergéncia Mondtona.

Sejam X, X |, X,, ... varidveis aleatoriasem ({1 &/, P). Se 0 < X, T X,
X ()20 e X w1t X(w) para todo wel, endo EX, ] EX.

ie.,

Prova. Pela propriedade E2, temos O0< EX, <EX e EX,T. Logo
lim £X, < EX e basta provar que lim EX, > EX — ¢ para todo ¢ >0.

n—x
Para isso, vamos aproximar X por meio de uma variavel aleatéma
discreta Y tal que |X — Y| <¢ onde >0 ¢ fixo.

Definamos o evento B,=[ne <X <(n+1)e], n=0,1,2,.., e a

el

variavel aleatoria Y= ) nel, . Em outras palavras,

n=0

Yw) = {ns se ne < X{w)<(n+ L)e

0 se X(w)=0.
Logo X —e<Y<X e EX —e¢<EY<EX (vale também caso EX =
= ).

Vamos provar agora que EY<lim EX, 1
assim terminando a prova. Para tanto, seja

Ak = [Xk = Y:E.

e, limEX, = EX —¢,

Observemos que A, TQ {pois X, )= Y(w)= X, ,(w)> Y(w), pela
monotonia de X, portanto A4, 1. Mas a convergéncia de X, para X
implica que X,(w)=> Y(w) para k suficientemente grande: notemos
que Y(w) < X(w) a menos que X(w)=0. Logo Q=u A4, =lim 4,)
Portanto,

- B, A, 1 B, quando k- o0 (nfixo).
Ora, a varidvel aleatoria Y1, ¢ discreta e

1 Y(w) = X{w), se we Ay
Yiw) Lyfo) = {0 < X o), se w¢ A,

: $
logo 0< Y, <X, e 0<EYl, <EX, Para calcular EYi,,, € pre-
ciso notar que

V(M o) = | 5 @EB A =012
0 se w¢ | (B,n A
. n=0
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Portanto,
EX, =2 EYL, = io ne P(B, n A,) = _): ne P(B, m A,), ¥Ym
Mas P{B,n 4,1 P(B,) quando k— + =, logo

lim EX, = lim T ne P(B,n A, = 5 ne P(B,), V.

k—x k—m n= D
Portanto,
lim EX, > 1 ne P(B,) = EY. [

k= a=0

TEQREMA 3.4, Teorema da Convergéncia Dominada.

Sejam Y. X, X,, X,, ... varidveis aleatorias em (£, P) tais que
Y é integravel, |X,| <Y ¥n e X, - X (ie. X,(w)— X(w)Vw). Entdo
X e X, sao integrdveis ¢ EX —~ EX,

< Y)

Prova. Como X, ¢ X sio dominadas por Y ([X|=1i
a integrabilidade delas ¢ conseqiiéncia da propriedade E2.

Faca Y, =inf X, entdo Y, 1 X quando n— 0 (pois X(w)=

kzn
=lim X (@) = iminf X (w) = lim (inf X (&)} = llm Y., sendo ébvio
n—m n—m k2n

que Y, cresce com n). Logo, temos (¥, + Y) T (X + Y) quando n—»co,

Mas X, -Y¥n=Y > —Y=Y,+ Y 20, e0 Teorema da Con-
vergéncia Monolond implica que E(Y, + Y) T E(X + Y). Por linearida-
de e integrabilidade, temos

EY, T EX. (3.6)
(Observagdo: Y, & varavel aleatora, pois [Y, <a]= ) [X«<a])
De modo analogo, se I./;',,(w)diJr sup X (w) entdio Z (@)} X(w)
kzn .
quando n—o, ie, (Y—2Z,)1(Y— X).
Mas X, 7Y Vn—:—/ <Y=Y—Z,20 ¢ pelo Teorema da
Convergéncia Monotona, E(Y —Z) 1 E{Y - X), de modo que
EZ,| EX. . (3.7

Ja que

Y,=inf X, < X,<supX, =2

kzn k2n

A
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temos EY, < £EX, < EZ,, o que, combinado com (3.6) e (3.7), implica
EX,—EX [

Conseqgiiéncias dos teoremas de convergéncia,

(1) Seja X uma varidvel aleatéria. Se E| X |' <o para algum
(>0, entdo a fungdo g definida por g(s)=E|X[* & continua no in-
tervalo (0, t]. -

Prova. Suponha s,—s, onde s, s,€(0,1]. Entdo |X|""—|X|, e para
aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada basta verificar se as
varidveis | X [ sio dominadas por wma variavel aleatdria integravel.
Mas [X["<|X|'+1 e E(X|'+ )=E|X|'+1 <. Logo E| X[~
- E| X . Portanto, g(s,)— g(s) para toda seqiiéncia (s,),», que con-
verge para s. Por isso, g € continua em {0,t].

(2) Teorema de Arzela (Veja Apostol [2], Teorema 13-17.)

Sejam [, fy, f3 ... fungdes reais (mensurdveis a Borel) definidas
no intervalo [a b], a <b, e integraveis a Riemann. Se £, —f em toda
parte, e se |f,| <M < oo para todo n (ie, as f, sdo uniformemente
limitadas), entdo

b b
[ Sdxydx —>J‘f{xj dx quando n — co.

o3

Prova. (O teorema ¢ verdadeiro sem a hipdtese de mensurabilidade
a Borel mas a prova é mais dificil) Scjam Q = [a b], &/ = B, 4 = bo-
relianos de [aq b], e P = probabilidade uniforme em [a, b], e,

. Aewd,

P(A) = ——F =
Definamos varidveis aleaténas X, e X:
Xow) = (b - a)f{w);, X(w) = (b~ a)f(w)

(sao vanidvels aleatonas porque sdo mensuraveis). Entdo X (o) - X(w),
Vwel) ¢ as X, sio dominadas por (b— a)M, que ¢ integravel. Pelo
Teorema da Convergéncia Dominada, EX, — EX. Mas EX, .
= [if{x)dx e EX = [tf(x)dx. logo

a

b h
jfu(x} dx — ( f(x)dx.

. i

A
-
-

g
! m!l

L
L]

y
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(Para ver que EX, = {21(x)

tidade: Z(w)=w. Entdo Z ~ Ula b] ¢ f{x) =
Xo(w) = X(Z() = (b - a) £,(Z(w)), temos

EXy=b—a Ef(Z)= (b—a) 1142 folz)dz = fafd2)dz) I

(3} Convergéncia de séries. Se Qs 2 0 para m, n = | 2,3 e se
8me T a2, quando n— o, para todo m, entdo T

I
P Hapfx). Como

. du ! Y a,
m=1 m= |
Prova. Escolhamos p,, >0 tal que-z Pm=1. DcﬁnamosQ-——_{l 2, ..
mz] 1 LA B

Pm) = P, Xplm) = 700 Xy = B Eneao

m P

0< X, (m 1 X(m) Vm,

[ e ot

logo o Teorema da Convergéncia Mondiona implica EX, T EX.

oo -

Mas EX, = }" X (m)p,, = & EY - = _ & _
. mgt A € mZ—-:l X(m)p,, = MZI a,. [

o=

EXERCICIOS DO CAPITULO 3

§ 32

I. Dizemos que a distribui¢do de X ¢é simétrica {em torno de zero)
se P(X 2 x)=P(X < —x) para todo xe & e que sua distribuicio
C simetrica em torno de p se

PIX 2 pu+x)=PX <y~ x) ¥VxeR.

(a) Prp\fc: se a distnibui¢do de X é simétrica em tornode pese X
€ Integravel, entdo EX = y. (Sugestdo. Prove primeiro para
p=0) '

{(b) Suponha que X possua df':nsidadcj'(_x). Mostre que se f(u + x) =
= [{u — x) ¥Yx, entdo a distribuigdo de X é simétrica em torno
de . Enuncie e prove a propriedade andloga para o caso dis-
creto. '

T e e Y.

dx, seja 7 a varidvel aleatéria iden- -
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(c) Qual o ponto de simetria das distribuigdes das% scguinteslv_a-
riavels aleatorias? Dé a esperanga de cada variavel aleatdria,
s¢ existir.

(i) X ~ Ny, o).

(i) X ~ Cauchy (M,b), L.e, fix)=
(i) X ~ Ulaq, b}

- 1
(iv) X ~ & n,-i— .

: b 5=, xeR,
Tt[b“ -+ (JC - ."Vf) J

(v) X tal que Fy é a fun¢do de Cantor.
(vi) X tendo distribuicdo de Laplace (ou exponencial dupla):

f(x) = ’; e Ml xeR.

2. Seja X uma variavel aleatoria tendo disiribuigdo logistica com.
densidade

—x

et
(e
(a) Prove que a distribuigio de X € simétrica em torno de zero
{(veja o exercicio 1). ' ‘
(b) Determine se X tem esperanca finita. Se tiver, ache o valor.
(c) Obtenha a densidade de Y=¢% e ache EY.
3. Calcule EX se X possui densidade f(x), onfic:, .
(a) f é a densidade dada no exercicio 6 do Capitulo 2.
1 o
= se x> 0; f{x) =0, se x<0.
{b) f(,‘f) (l + )C)Z
4, (a) Se X ~I(x, ) onde x>0 ¢ >0, qual é EX? | ‘
(b) Dizemos que X tem distribuigdo de Weibull se possui densidade

() € R.

Jax* =t g™ x>0
& Calcule- EX neste caso.

5. Sejam X e Y varidveis aletatorias independentes com distribuigdo
comum U[0, 1]. Calcule EZ e EW, onde Z=min(X,Y) e W=
= max(X, Y).

6. Um jogador vai langando uma moeda honesta. Ele para dclpo:s
de langgr ou duas caras sucessivas ou duas cOroas sucessivas.

P

-

o N

i‘ll =

o — 1
=

ol
,-l :

Y BT BF
3 3
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Qual a esperan¢a do nimero de lancamentos?

7. Uma urna contém a bolas numeradas L2, .., n. Uma pessoa tira
uma bola e a devolve, tira outra ¢ a devolve, continvando ate
ttrar uma bola pela segunda vez. Seja X o nimero total de retiradas
necessarias para obter essa repetigio.

(a) Ache a distribuigdo de X. (Sugestdo. Ache PX > k)
(b} Mostre que

/ 2
‘ EX:_’.—&—(I——I---) + (I——{) ([~--;)+...+
-l n L n

8. Sejam X e Y varidveis aleatdrias. Se Fy(x) < F{x} para todo
x &R, dizemos que X ¢ estocasticamente maior que Y. Prove quese X
¢ estocasticamente maior que Y, entdo EX > EY{se EX e EVexistem).

. Dois componentes eletrénicos vio ser testados simultaneamente.
Suponha que a “vida" em horas de cada componente é exponen-
cialmente distribuida com parametro 4 e que as vidas dos com-

; ponentes sdo independentes. Calcule:
,ll . {a) A esperanca do tempo até a primeira fatha de um dos com-
| ponentes,
- {b) A esperanga do tempo até ambos os componentes falharem,
y [0. Dois jogadores langam moedas simultaneamente até obterem o
< primeiro casamento (i.e., ou duas caras ou duas coroas). Se os dois
" langam “cara” simultaneamente, ganha o jogador I; se ambos
' lancam “coroa”, ganha o jogador 1I. Por exemplo, se os dois
- obtém “cara” no primeiro langamento, entio o jogo termina e o
i jogador I ganha o jogo. Suponha que a moeda do Jjogador I seja
ll honesta, mas que a moeda do outro ndo necessariamente o seja,
(' tendo probabilidade p de “cara”, 0 <p < .
) (l‘ (a) Calcule a esperanca do nimero de langamentos (i.e, o nimero

de vezes que o jogador I lan¢h a moeda até terminar o jogo).
(b) Ache a probabilidade do jogador I ganhar o jogo {mais cedo

L , ou mais tarde),

. Jogadores [ e II tém Cr$ 200 cada um. Lan¢a-se uma moeda com

& 11 probabilidade p de dar cara (0 < p < 1). Se der cara, o jogador |
Ak ‘
~1

recebe Cr$ 100 do II; se der coroa, I paga Cr$ 100 ao 1. Con-

| W— R P B e e e
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tinua-se lancando a moeda, independentemente, até um dos jo-
gadores perder tudo, ie., até um deles ficar com os Cr} 400. De-
termine EN, onde N é o nimero de langamentos até terminar
0 jogo.

§3.3

12. Prove que o critério para integrabilidade ainda vale se “>" ¢
substituido por “>", Le, X € integravel se, e somente se,

Y P(X|>n) < .
a=1

13. Verifique que a desigualdade de Jensen ainda vale se a fungdo
@ & convexa em um intervalo (q, b) tal que Pla < X <b)=1, onde
admitimos a possibilidade de a= —ow ou b= + 0. (Sugestdo.
Para provar que a < EX <b — note que a propriedade E3 s6
implica a < EX < b — use o seguinte resultado do §3.5:se Z>0
e EZ =0, entdo P(Z=0)=1)

14. Sejam. X e Y variaveis aleatérias com densidade conjunta f(x, y).
Verifique se E(aX +bY)=aEX + bEY para este caso. (Suponha
EX e EY finitas)

§3.4

15. Suponha que X ~ U[0, 1]. Determine os valores de t{re R}tais
que E(X") é finita. Qual o valor da esperanga nesse caso?

16. Calcule E(e¥), onde X tem densidade logistica f(x) = Tie

x € R, utilizando o Teorema 3.1. Compare com o resultado obtido
no exercicio 2(c).

17. Calcule EY nos exercicios 6 e 7.do Capitulo 2.

18. Seja X o tempo de espera até o primeiro sucesso em uma seqiiéncia

de ensaios de Bernoulli tendo probabilidade p de sucesso em cada
ensaio. Calcule EXZ.

§3.5

19. Suponha que a variavel aleatéria X tenha a seguinte densidade
“trangular™:
L}

21

25.

L

. {a) Prove:sea variavel aleaténia X é limitada, entdo tem momentos

. Através de experimentos estatisticos, determina-se que a duragio

. Prove que se X assume valores somente no intervalo [a. b}, entac
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l +x5¢e -1 <x<0
fx)=4{1-xse O0<x<1
0 se x<—1oux>Il

Calcule EX e Yar X. I

finitos de toda ordem. . _ |
{b) Seja 4 um evento aleatério. Calcule todos os momentos ab- ' :
solutos da varnidvel aleatéria X =1 . i
{c) Demonstre: se X ~ N(y, ¢?), entdo todos os momentos ab-
solutos de X sdo finitos. _ '
(d) Seja X ~ Cauchy (0, 1). Quais sdo os momentos absolutos finitos
de X7

Obtenha as varidncias de Z e W no exercicio 5.

de um certo tipo de chamada telefonica satisfaz a relagdo P(T> 1) =
=ae ¥4+ (1—a)e ™™ 20 onde 0<ax<l, i>0, {>0. Ache
a média e a vanincia de T

a<EX<be VarX <

b—a)? - .
%g (Sugestdo. Faga primeiro para

maxima.

Calcule a variancia da variavel aleatoria X, sob as seguintes con-
digbes:

{a) X ~ Poisson {1}, onde 4 > 0.

{b) X ~ bi(n, p), onde 0 <p < 1.

{c) X ~ N(i, 0%), onde peR e ¢ > 0.

{d) X ~T(e, ), onde a >0 e § > 0.

{e) X ~ Ula b], onde a<b. &

o

Demonstre que a desigualdade de Jensen ¢ estrita, e, E@(X) =
= @(EX), se a funcdo ¢ € estritamente corvexa e X ndo ¢ cons-
tante. (Sugestdo. Reveja a prova de E4 e use a conseqiiéncia (c)
de E7. Observe que, pela convexidade estrita, as curvas ¢ € L
da prova de E4 tém apenas um ponto em comum.)

|i mln”WMH ||z||:-|||-||--||I-|-|'I|-|-H'!
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$3.6
26, (a) Sejam X e ¥ variaveis aleatdnas que so assumem os valores

30.

3L

32.

0 e . Mostre que s¢ EXY=EX - EY, enido X e Ysdo inde-
pendentes.

(b) Prove: se X assume apenas os valores a e b, Y assume apenas
osvaloresced, ¢ Cov (X, ¥)=0,entdo X e Ysdo indcpendcntes.

. Sejam Xy, ..., X, variaveis aleatorias independentes com EX; =y

¢ Var X;=o0;. Considere combinagdes lineares Y= ) pX,
n i=1
onde p; 20 ¢ ) p;= L. Prove que VarY & minimizada pela es-
i=1 '
colha de 52
pj:"—‘f—,j: l,...,”,
; O—[’_

i=1

. Se X e Y sdo vandveis aleatorias independentes com varidncias

finitas, demonstre que

Var(X Y) = Var(X) Var(Y) + (EX)? Var(Y) + (EY)? Var(X)

. Sejam X e Y variaveis aleatorias com variancias finitas. Mostre

que se Var X # Var ¥, entdo X + Te X — Yndo sdo independentes.

Seja X uma variavel aleatéria tendo distribuicdo b(n, p). Mostre
que X tem a mesma distribuigdo que X + ... + X,, onde as X
sdo variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas
que assumem apenas os valores 0 e 1. (Qual & P(X,; = 1)?) Utilize
esse resultado para calcular a esperanga e a varidncia de X,

Demonstre: que a covanancia € bilinear:

Cov (L ) b,-xa-) = 5§ ab,Covx, X)),
i=1

i=1 j=1 i=1

onde os g; e b; sdo numeros reais. (Suponha que as X; e ¥; pos-
suam varidncias finitas.)

Seja (X1, ..oy Xpp ¥y, ... ¥) um vetor aleatério (m+ n) — dimen-
stonal tal que Yar(X,) = Var(Y))= |, p(X;, X;)=p, e p{¥., Y)) = p;
Vig,epX, Y)=p Vi iSeU=X,+.. X, eV=Y+..+7,

L

Sisasananana'y

-

.
Nl
[

* 4

33, Seja (X, ¥) uniformemente distribuido na seguinte
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::nt_zio prove que o coeficiente de correlagdo entre U e ¥ plU, vy
¢ igual a

i
LN

v 1 im—1Dp, oL+ {n— ﬁa ‘ “

regido:

Calcule Cov (X, Y. .

34. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes com distribuicio

335.

36.

§3.7
37,

comum U[0,1], e sejam X, =min(X,Y), X2y=max (X, Y).
Calcule o coeficiente de correlagio p(X |, X,3)).

Sejam X, Y ¢ Z independentes com distribuigdo comum U[0, 1].
Calcule a esperanca ¢ a varidncia de W= (X + ¥)- Z.

Seja p o coeficiente de correlagdo entre X e ¥, Determine o, W)
em fungdo de p, se Z=aX +he W=cY +d onde a0, ¢ #0.

Exiba um exemplo de uma seqiiéncia tal que X (w)— X(w)Yw € Q,
com EX e EX, finitas, mas £X,, » EX. (Sugestdo. Seja Y~ U[0, 1]
e delina X, = nligcyoq,,.)

-



CAPITULO IV

\Qf:c,D!ST/Hl UICAO E ESPERANCA CONDICIONAIS

§4.1 Distribuicdo condicional de X dada Y discreta

Seja X uma vanavel aleatona no espago de probabilidade (Q, &7, P),
e seja A um evento aleatorio tal que P(A) > 0. Usando o conceito de
probabilidade condicional, podemos definir a distribuicdo condicional
de X dado o evento A por

P([XeB]n A)

P(A4)

para Be &, a c-algebra dos borelianos na reta. Isto realmente define
uma distribui¢do na reta, 1e., uma probabilidade nos borelianos, pois
verificam-se 0s axiomas:

P(X eB|A) =

Axtoma 1. P{XGB‘A}ZO é quociente de probabilidades).
P{Q N A) -1

P(A)
sdo borelianos disjuntos 2 a 2, entdo
A). {(Pois

Axioma 2. P(XeR|A)=1 (pois P(XeR|A) =

Axioma 3. Se B, B,. ...
P(X e =3 P

P{Xev B,]nA)
P{A)

P(Xel)B,|4) =

com
(XelUBJnd={J[XeB)n4=J({(XeB]n A

Como os B, sdo disjuntos 2 a 2. os eventos [X e B,] n A também o
sdo, logo
YP([XeB,]nA '
Ly o BN nm
" P(A) 0 P(A)
)

P(Xew B

1
;

o B o

-, S

. Hll
e
T
T

"m

y '

Wl

J

= 3
o

T
1
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Portanto, P(X € B|A), Be 4, define uma probabilidade em 4.

Podemos interpretar a distribui¢do condicional de X dado A
como a nova distribuigdo que se atribui a X quando se sabe da ocor-
réncia do evento A. Pensemos nas probabilidades dos eventos no
seguinte diagrama como proporcionals ds suas areas;

Neste caso, P(X € B,|A), a probabilidade condicional de X per-
tencer a B, dado A, é a proporgdo do evento A em que X € B, com
uma interpretagdo andloga para B,. :

A fungdo de distribui¢do associada a distribuigdo condicional

A

¢ chamada fungdo de distribuigdo condicional de X dado A:

PX <x]nA)

Fax|A) = P(X < x]A) = P XeR

A esperanca condicional de X dado A ¢ a esperan¢a da distribuigio
condicional, definida por

E(X | A) = [ xdF (x| A),

se esta esperanga existe.

Agora suponhamos que 0s eventos aleatorios A,, A,, ... formem
uma partigao (finita ou enumeravel) de (L ie., que os A, sejam dis-
juntos 2 a 2 e| ] A,=Q. Pelo Teorema da Probabilidade Total,
temos "

P(X €B)=) P(AJP(XeB|A,), VBe X,

Fylx) = P(X < x) =) P(A4,)P(X <x|A4,) =) P(A,) Fyx]A,), Vx

e se a esperanga de X existe,
EX = [xdF,(x) = [xd) P4 Fx(x|A4,) =

= (pela lineanidade da integral de Stieltjes) =
=3 {P(A,) [xdF (x| A,)} = 3 P(A,) E(X|A,)
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Em outras palavras, a distribuigdo de X (fun¢do de distribui¢do
de X, esperanga de X) é uma média ponderada da distribuicdo con-
dicional (fungdo de distribuigdo condicional, esperanga condicional)
dado A,, onde os pesos sdo as probabilidades dos membros A, da
partigdo.

EXEMPLO I. Um exeraplo simples ¢ o seguinte: seja X ~ U[ —1, 1],

' esejam A, = [X =0], A, = [X <0]= A{. Qual a dis-
tribuigdo condicional de X dado A,? Em outras palavras, dado que
X >0 qual a nova distribuicdo que se atribui a X? A resposta in-
tuitiva €: uniforme em [0, 1], Verfiquemos a resposta: ja que para
todo boreliano B, P{(X € B) = :

—-x comprimento (B [— 1. 1]), temos

_P(XeB]n[X>0])  PXeBn[0 ) _
P(X > 0) - PX =0

P(XeBlA))

;:u]...

comprimento (B [0, 1])

£ |

~ = comprimento (B n [0, 1]),

satisfazendo assim a definicdo da distribuigdo U[0, 1]. Vamos usar
a notagdo X | A, ~ U[0,1] para indicar o fato da distribui¢io con-
dicional de X dado A4, ser uniforme em [0, 1]. Podemos mostrar por
um método analogo que X|A4,~U[—1,0].

| .
Logo temos E(X | A,) = = E(X|4)= — % e, verificando a fér-

mula que expressa a esperanca como média ponderada da esperanga
condicicnal, '

0= EX = o+ P(A) =~ 5 P(A) = 5 —

. = 0.
2 4

L
4

Consideremos agor'a;o caso em que a partigdo do espago amostral
¢ gerada por uma varidvel aleatoria discreta. Para tanto, seja Y uma
variavel aleatoria discreta em (£}, o/, P), tomando somente os valores
Yi ¥ -, onde admitimos que esta seqliéncia dos valores possiveis
de Y seja finita ou enumeravel. (Ressaltamos que estamos supondo
que X e Ysejam definidas no mesmo espago de probabilidade)) Entdo

¥
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03 eventos A, =[Y=y, ] formam uma particio de Q. Neste caso, a
distribuigio
P(XeB|Y=y,)=PXeB|A) Bs3,
¢ chamada distribuigdo condicional de X dade que Y = y,, ¢ valem as
férmulas
P(XeB)=Y P(Y=y)P(XeB|Y=y,), Be A,
Fy{x) =Y P(Y=y ) Flx| Y=y, xeR,

EX = ¥ P(Y=1) E(X| Y=y
onde vale a altima formula se EX existe; em particular, s¢ X ¢ in-
tegravel.
Notemos que para B fixo, P(X € B| Y= y,} ¢ lungdo de y,,digamos
gl Se definirmos g(y) = P(X e B| Y= y) arbitrariamente para
yeiy, in= 1}, por exemplo, g(y)= P(X € B), entdo .teremos

P(XeB)=|[P(XeB|Y=y)dFyy) = fgly) dF{»),

—

pelo item 6, §3.1 (integral de Stieltjes no caso discreto). As outras
formulas gozam de interpretagdes analogas, logo temos

P(XeB) = [P(X€B| Y= y)dF,y),
Fyly) = IF.E{X| Y= y)dFy{y) (4.1)
EX = JE(X]Y=y)dF,y.

Essas formulas vdo valer também no caso geral (Y ndo necessaria-
mente discreta), como veremos adiante. Salientamos que a esperanga
precisa existir para gue vatha a ultima formula. De fato, quando X
for integravel, pfy) YEX|Y = y) sera finito. Nesse caso, a variavel
aleatoria ¢(Y) sera chamada esperanga condicional de X dada Y e sera
indicada por @(Y)= E(X|Y). Notemos que E(X|Y=y) & um valor
particular da varidvel aleatdéria E(X|Y): ¢ o valor quando Y=y
Portanto, a Gltima [ormula pode ser interpretada assim:

EX = (pelo Teorema 3.1) = Ep{Y) = E{E(X | ¥)}.

Em outras palavras, a esperanga de X é igual d esperanga da es-
peranga condicional de X dada Y.
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EXEMPLO 2. Consideremos o seguinie experimento em que parti-

cipam dois jogadores, I e 1I. Suponhamos que o jo-
gador I lance uma moeda honesta n vezes, obtendo k caras, onde
0 < k < n, e que depois disso 0 jogador IT lance a mesma moeda k vezes.
Seja X o nimero de caras obtidas pelo jogador IL

o

Problema. Determinar a esperanga de X, supondo independéncia de
todos os langamentos.

Solugdo. Seja Y o nimero de caras nos n langamentos do jogador I.
Decorre das condigdes do experimento que ¥ ~ b (n,

e Jue

1
X|¥=k~b(k =). 3
| Y=k (,2) ‘ et
Por isso, a esperanga condicional de X dado que Y=k € a esperanga ’N“
da distribuicio b (k %) - . (ﬂl’
: L
EX|Y=k= % L
ou seja, 'm-
HXH%:;. L

Utilizando a formula. temos

EX = E{EX|¥)} = £ (m) - %EY =

Neste exemplo, ndo era preciso calcular a distribuigdo condicional
de X dado que Y=k, pois esta foi deduzida das condigdes do experi-
mento. Tal método vale, em geral, para experimentos de duas etapas:
partindo do conhecimento da distribuigZo do resultado da primeira
etapa ¢ da distribui¢io condicional do resultado da segunda etapa
dado o resultado da primeira elapa, obtém-se a distribuigio (ou a
esperanga) do resultado da segunda etapa.

Vejamos agora um exemplo em que hd algumas contas para
‘fazer na determinacio da distribui¢do condicional

* ' .IIIEH|I

men g
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EXEMPLO 3, De ‘yolta ao processo de .Pms.san. Conmderemos par-
' ‘ticulas que chegam a um contador segundo um pro-

_ cesso de Poisson com pardmetro 4 > 0. Recordemos as nossas yaridveis

aleatérias; X, € o nimero de particulas que chegam até o instante’

420, Ty €0 tempo de chegada da pnmelra ;:varucula1 T, €0 tcmpo,

entre a chegada nimero ' n—1 ¢ a n-ésima.
Ja foi visto que X, ~ Poisson () e T1~cxp (,l) Oc:orrc que Tl,

Ty, ... sio independentes com & mesma distribui¢do exponcnc:a{ de

parimetro A (ndo provaremos 1sto).

Consideremos o seguinte problema: dado que exatamente uma
particula chegou até o tempo ¢ >0, qual a distribui¢io condicional
do seu tempo de chegada? Traduzindo em termos de vanaveis alea—

térias, temos o problema: X
Qual a distribuicdo condicional de T, dado que X,=1? A res-

posta é: uniforme em [0, 1], ie,

1 ~ U[O_ r}

Tll-Xx.

Verifiquemos esta sol'uc,ﬁo 'calculando a fun¢do de distribuigdo

condicional. Como X, =1 u'nphca que a primeira particu! <hegou
até o tempo t, temos [X, =1} C[0<T,<r] logo PO <7, -"l?{-=

= 1) = |. Consequentemente, temos:
0ses<?
FT'(SIX'_I)ﬁ{l se 5>t |
Se 0 <5 <1,

AT <s X =1)
PX, = 1)

o (s| X, = 1) = P(T, <s|X, =

Agora, T, <5 e X, = | significam que a primeira particula chegou
até o instante s e, ja que s6 uma particula chegou até o instante 1, ndo
chegou outra particula até o instante . Em outras palavras,vhouve

uma chegada em (0, 5] e nenhuma em (s, t]. Estes intervalos sdo dis-

juntos, logo, por independéncia, temos

PT, <5X,=1)=PX,=1LX, - X;,=0)=
= P(X,= )PX, = X,=0).

s b nenEL i i
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Como o namero de chegadas durante um periodo de duragio ¢
tern distribuicdo de Poisson de pardmetro Ar, segue-se que para

d<s <
— P(‘)(S = J.P{z\‘:r - JY: —"-: Q} _
PX, = 1) B

’;_se—).s_ e—llr—sl 5

Frls| X, =1

1

Are™H ¢

Uma vez que a fungdo de distribuigdo condicional é a fungdo de
distribuigio da U[0, ], concluimos que Ty| X, =1~ U[0,¢].
Generalizando um pouco, podemos perguntar o seguinte: dado
que chegaram exatamente duas particulas até o tempo ¢ >0, qual u
distribui¢do dos dois tempos de chegada? Isto &, qual a distribuigio
condicional do vetor (T}, T; + T5) dado que X, =27 (Deve ser obvig
como dafinir a distribuicdo condicional de um vetor aleaténo (X, X' 1)
dada uma varidvel aleatéria discreta Y:
PUXy, Xo)e B, Y= y)

PUX,, Xj)e B Y=y,) = 2002

, Be &%,
P(Y =y,

onde #’ ¢ a c-algebra de Borel no plano.) A resposta a pergunta ¢
que (T, Ty + T) | X, =2~ Uldy) onde 4, = {{x, y) e R*: 0 < x <y <1},
1.e., a distribuigdo condicional & uniforme em A;:

ALY A;
|
N\
o .,
S
o
N\
8] t :

Para provar isso, consideremos dois intervalos (a,, b,] € (a2, b.]
tais que 0 <a, < b, <a, <b, <t. Entdo o retdngulo (a,, b{] x (a3, b;]
estd contido em A,:

_}|1_||I||l|1mn|'|||'|||r|‘|-"'-’I!"II'II'|'|I'|'II'I'II'I'I'!I'I'II'I'II'I'|"I|-I||'-||II|HI-:-- e ————— T o —
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Veremos agora que ¢ suficiente provar que

PUT, Ty + T € (an by] x (oa, 03] [ Xy = 2) = 2
2(b, i;l_)_{bz_:_'__' ﬂ;)_ - ’“‘_ 4 {rctan&q}
SE— area A, .

[sto & suficiente porque decorre de (4.2) que

area B
- " = Vo ) = e
PUT, T, + To)e B| X, =2) hrea L

para todo B C A,, B boreliano. (Valese B¢ unido disjunta enumeravel
de tetangulos do tipo descrito acima, por g-aditividade. Como todo
boreliano de A, pode ser aproximado por uma tal umdo disjunta,

segue-se o resultado.) Consequentemente,

(T, T, Ty X, =2 ~ Uldy).

Resta, entdo, provar a expressao {4.2), cujo primeiro termo ¢
igual a
‘J_ E
PX, =2)
Como X,=2¢e T ela.b,] e T, + Ty €(ay by] se, € somente se, houve
uma chegada em {a,, b,], outra em {a,;, b;] e nenhuma nos outros
intervalos que compdem (0, (], a saber, (0,a,], (by, a,] e (by, t], temos,
por independéncia,
P{T E{_{H.bl], Tvl + TzE(ﬂz, bg], Xr = 2) =
= P(Xy = 0)P(Xy, = X g = DP(X = Xy, =O)P(Xp,= X o, = DP(X = X, =0)
= - Aay f(bi - al}e—)_ibp--m]e—lq.n—h\] ).{bz'-“al)eﬁ)'lbz_““&'“J'“_-bzl —
= 23b; —a) (b, —az)e” )

b 2 .
Como P(X,=2)= (";_ e™* temos

PATyelanby], Tut Thelay by] Xo=2)°

T T - 2(b; —a,){by —a
PUTL T, + Ty elay bi] % (an by]] X, =2) = 2017 .@E)E.(_,_ 1)
e (4.2) estad provada. .
Um argumento analogo mostra que dado que X, = n. a distribuigdo
condicional de (T, Ty + Ty oo Tt + To+ ..+ T,) & U(A,), onde

A" el 'Ir{,{l,._,‘,Yn}E:an: 0 < X < X5 < ... = X, < f}.
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Consideremos um processo de Poisson com pardmetro A= |,
Entdo X, ~ Poisson (A;), X, +i — X, ~ Poisson (4,) ¢ X, e
Xy 1, — X, 530 independentes.

A distribuicio uniforme nesta piramide surge também nas seguintes
circunstancias (daqui a pouco veremos a relagio com posso exemplo):
sejam Y, ..., Y, variaveis aleatorias independentes, cada uma tendo
distribuigio U[0, (], ¢ > 0. Entdo, pelo exemplo.22 do Capitulo 2,

U(A,) ¢ a distribui¢do conjunta das estatisticas de ordem da amostra Problema. Qual a distribui¢do condicional de X, dadoque X, ,;,=n"?

Y,..... Y, pois a densidade de ¥; € 1",y e portanto, a densidade
de (Yll'n-'-\ Y[ﬂi) e

|
n. ‘
LSe 0y <y, <. <y S
FN T A |
0 caso contrario.
!.ﬂ
nl’

Agora surge uma pergunta bem natural: ha alguma relagdo entre
as estatisticas de ordem Y, ..., ¥, € as variaveis condicionais T, ...,
T, + ...+ T, dado que X, =n? Ou melbor, existe alguma explicagio
intuitiva para os dois vetores terem a mesma distribuigio? Uma pos-
sivel explicagdo € a seguinte. baseada no resultado para n=1. Dado
que chegaram exatamente n particulas até o instante (, € razoavel
pensar que cada particula escolheria seu tempo de chegada uniforme-
mente no intervalo [0.1]. como no caso n= 1, independentemente
das outras particulas. Entdo os tempos de chegada corresponderiam
a n varidveis aleatérias independentes, cada uma distribuida uniforme-
menie em [0.7]. Mas os tempos T\, Ty + T3, ... T, + ...+ T,. sendo
os tempos de chegada ordenados, corresponderiam as estatisticas
de ordem de uma amostra da distribuigdo U[0, r].

Podemos utilizar este resultado para resolver o seguinte problema:
se X ~ Poisson {+,). ¥~ Poisson (4;) ¢ X ¢ Y sdo independentes, qual
a distribuigdo condicional de X dado que X + Y=n7 Poderiamos
calcular a distribui¢do condicional diretamente, para obter

NIXY 4 Y=un~ b(n._/%l_)‘ n=>|1
Ay A

fe tambeém para n =0 com a convencdo KO, py = massa pontual em 0,
e N~ B0 p)= P(X =0)=1). Mas o seguinte argumento ¢ mais
interessante do ponto de vista probabilistico.

L3

&

M

-

L W

)
J
)
\
)
)

L

-
Ca—
i

{Notemos que as variaveis aleatérias- X e Y do problema
original estdo “mergulhadas” agora no processo de Poisson.)

Solugdo. Dado que X; ., =n, os tempos de chegada das primeiras n
particulas possuem a distribuicio das estatisticas de ordem de uma
amostra aleatdoria de tamanho n da U[0, 2, + 1,]. Portanto, a dis-
tribuigdo do numero de chegadas até o tempo A, & a distribuigdo do
nimero de ¥, < /4,, onde Y, ..., ¥, sdo as estatisticas de ordem da
amostra (Y, ..., Y., Y~ U[0, A, + 4,]. Por isso, dado que X, ., =n,
a distribui¢dio condicional de X;, & a distribuigdo do ntimero de

. ] A
Y, < },. Como P(Y,< /)= —"*—, trata-se de um caso de n en-
At A,
) . - A .
saios de Bernoulli cem probabilidade p = —"2— de “sucesso (cha-
){1 + :{2

memos o i-ésimo ensaio de sucesso se Y, < 4y, fracasso se ¥; > 4;). Logo

. . . N . . - A -
a distribuigdo é binomial, com pardmetros n e ——— . {Observagio:
L+ 24

para n=0, (X, =0|X,,+,=0=1)0

Pelo Teorema da Probabilidade Total (ou pelas formulas (4.1))
a distribui¢do de X é determinada pela distribuig¢do de Ye a distribui-
¢do condicional de X dada Y Entdo a solugdo do dltimo problema
implica o seguinte resultado: se Y possw distribuigcio Poisson {(4) € a
distnbui¢do condicional de X dado que T=n ¢é b{n, p), ¥n >0, entdo
A tem distribuicdo Poisson (Ap). (Para ver isso, faga A, =dp ¢
Ay

Ay =A(l — p}, de modo que A, +/,=4 ¢ ——
A1+A2

=p.) Yejamos um

exemplo.

EXEMPLQO 4. Consideremos outro jogo que conta com a participa-

¢do de dois jogadores, 1 e II. Neste, o jogador 1 vai
fazer uma seqiiéncia de langamentos independentes de uma moeda
que tem probabilidade p de dar cara, onde 0 < p < 1. Antes do jogador
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| comecar, o jogador Il observa uma vanave! aleatéria N tendo dis-
tribuigdo Poisson (1), onde 4 > 0. Supomos que N seja independents
da seqiiéncia de langamentos do jogador [ Se o jogador II obscrvar
N = n, ele vai parar o jogador [ depois deste ter feito n langamentos
(se N =0, o jogador Il ndo permite nenhum langamento).

Problema. Se § for o nlmero de caras observadas até o jogador |
parar, quais sdo a distribuigdo e a esperanga de §?

Solugdo. Como a seqiiencia de langamentos ¢ independente de N,
a distribuigdo condictonal de § dado que N =n & bn, p), i.e.
SIN =n~ bnp)
Isto vale ainda no caso em que n=0.

Como N ~ Poisson (4), § tem distribuigdo Poisson {4p) e ES = ip.

Observagdo. Se quiséssemos determinar apenas o valor de ES, ndo
era preciso obter a distribuigio de 5. Com efeito, ja vimos que
ES =E! E['Sl N} Como SI N =n~ b(n, p). temos E[S| N =) =np. lLe.

E{S|N)= Np. Portanto.
ES = E(Np) = pEN = pi.
§4.2  Distribuicao condicional de X dada Y: caso

geral

Nosso objetivo nesta se¢do é definir distribuicdo condicional
de X dado que Y=y para todo ye R e todo par de varidveis aleatdnias
X e Y definidas no mesmo espago de probabilidade (£ .«, P).

No §4.1, definimos distribui¢do condicional dado que Y=y
quando P(Y=y)>0; portanto, nosso problema agora é como definir
distribuigdo condicional quando P(Y=y)=0. No caso discreto esta
definigdo era arbitraria, pois o conjunto dos y tais que P(Y=y) =0,

ie, o conmjunto Bp={y,:n=1,2, ..}, também tinha probabilidade

zero, no sentido de que P(Ye By) = 0. Mas ¢ evidente que essa solugdo
ndo serve para o caso geral, ja que é bem possivel que P(Y=y)=0
para todo ye R (por exemplo, no caso continuo).

Mais uma vez, nossa solugdo serd uma aproximagdo utilizando
a defini¢do do caso discreto. Para tanto, seja [ um intervalo pequeno
de comprimento Ay e que centém o ponto y. Tomemos como apro-

e

S

LR R A AR TN AR NN R IR R
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imagdo para a probabilidade condicional de X pertencer a B dado
que Y=y, a probabilidade condicional do mesmo evento dado que
Ye [, ou se€ja,

PIXeB, Yel)

PXeB| Y=y = PXeB|Yel) = “piop

Se P(X € B| Ye[) converge para um limite quando r_\y—v_O, cha-
memos o limite P(X € B| Y= y). Se P(Y& [y=0 para_alguma \'1zq11'um¢:l
{. entdio definamos arbitrariamenie a probabilidade conldmon-_al‘
digamos P(X € B| Y'=y) = P(X € B). Entdo nossa definigdo (informal,
po-r enquanto. as definigbes formals serio dadas na se¢do seguinte)
serd:

Relacio 1. P(XeB|Y=y) = 1im0 P(X € B| Ye ), onde I é vm inter-
P s
valo que contém y, de comprimento Ay.

Observacdo. O limite existe quase certamente, 0o s:.:m_tdo de que
existe para quase todos os valores possivels de‘}_’, De
fato. veremos que a Relagdo | da o “valor certo™ da prubabilidade
condicional com probabilidade 1 {o “valor certo” é o valol dado pela
distribui¢do condicional regular, a ser definida no §4.3)

Embora essa definicdo seja construtiva € dé uma receita para
< calcular a distribuigio condicional, ela ndo & muito pratica (como
o leitor descobrira lendo os exemplos ¢ fazendo 0s cxercicios);()l que
o cosluma fazer é conjeturar — Ou, s QuIser, “chutar” — a distri-
buigio condicional e depois verifica-la. Mais adiante voltaremos a
gsle assunto.

Fssa definicio ndo € a Unica existente. Ha outra, baseada na
Teoria da Medida, que ¢ muito mais Gtil no sentido tedrico (pode-se
provar muito mais com ﬁela}. Para termos uma idéia da base desla
definicdo, consideremos movamente o Caso discreto.

Para Y discreta, as formulas (4.1) dizemn que a distribuigao ((Im
furicio de distribuigdo, ou esperanga) de X ¢ determinada pela dis-
tribuicio de Y e a distribuigdo (fungio de distribuicéo,_espﬁr’a‘nq;i}
condicional de X dada Y. De fato, o Teorema da Probabilidade Total
nos da um resultado muito mais forte: a distribuigdo conjunta de X e Y
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¢ determinada pela distrihuicdo de Ye a distribuicdo condicional de X
dada ¥, Para ver isso, basta notar que para todo x e y,

'FX.J'(xr },J = IU[}: =X, }Jé )‘J = X
Ny y
o Z PY

=y PIX<x|Y=y,)=
LER P

= 3 HY:yJFﬂx|Y=yJ=

LT3

:J\FAXIYdeFd&

PIX €x,Y=y)=

valendo a ultima passagem pela forma da integral de Stieltjes no caso
discreto (item 6, §3.1).

Vemos, entdo, que no caso discreto a funcio de distribuigdo
conjunta ¢ uma espéete de composta da funcio de distribui¢Zo marginal
de Ycom a funcdo de distribuicio condicional de X dada Y. Mas ocorre
que para todo par de varidveis aleatorias X e Y, definidas no mesmo
espaco de probabilidade, existe uma, e somente uma. familia de fun-
coes de distribuigio condicional satisfazendo a condicdo acima
(a prova nao ¢ facil). Além disso, serd visto no §4.3 que esta familia
esta em concordancia com a definicio de distribui¢io condicional
com himite dada pela Relagdo 1. Isto significa que a seguinte relacio
pade ser usada como definidora_da distribuicio condicional de X
dada Y

Ht’f(JCﬁO 2, F_x.y(,\‘. _5') = { xr\{lll V= )dF vlt) [, _1'} e R

{(E claro que a distribui¢do condicional serd a distribuicdo. definida
pela fungdo de distribui¢io condicional))

Entretanto, o resultado justificade a adog¢do da Relacio 2 como
uma segunda definicio serve apenas para garantir a existéncia da
distribuigio condicional e ndo contribui para ensinar como achd-la.
Reiteramos que a melhor maneira de se achar a distribuicdo condi-
cional ¢ “chutar” — usando alguns principios que serdo introduzidos
adiante — ¢ assim obter um “candidato™ para a distribuicdo condicio-
nal. Em seguida verifica-se se o candidato realmente ¢ a distribuicdo
condicional. Para tal verificacdo, é suficiente conferit que o candidato

) que esta distribuigio concorda com a dada pelas duas relagoes.

I Relacdo 2 ja foi verificada; de fato, foi derivada justamente no
caso discreto. Embora ndo seja necessario verificar a Relagdo 1, bas-
tando verificar uma das duas defini¢des, vamos fazé-lo para mostrar
a concordancia entre as definigoes. o

; Como basta verificar 2 Relagdo | para “quase todo™ y, 1. ¢, para

! 3 g
um conjunto de y's que contém o valor de Y com probabilidade um,
verificaremos para todo y,. Se y,€ 1, onde / é um intervalo de com-
primento Ay,, entdo

3 P(Yel)— P(Y = y,) quando Ay, — 0,

o pela continuidade de probabilidade. Notemos que agui © indice n €

3 fixo ¢ o compnmento do intervalo contendo y, € que converge.

3 (Observagdo. A continuidade de probabilidade foi demonstrada para

¢ sequcncns monétonas de eventos, enguanto que esta

) convergéncia seja majs geral. Mas & conseqliéncia imediata do resul-

} lado anterior, pois esse implica que
§
1 oo
Py — _\1. < Y < Yo+ PY = y") quando i y
. m m A
I||I||mnnmn"1r||l||||||||||||||||||||||l|||||||||||||||||||||||u||u|u|| et
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satisfaz uma das relagdes acima (Relagio 1 ou Relagdo 2). Este € o
procedimento mais incicado para o caso geral. Conmdcremo.s agora
alguns casos simples em que a solugdo vem quase de imediato.

Casos de fdcil solugdo.
Caso I. Y discreta. Neste caso ja definimos a distribuigio condicio-
nal. Para a seqliéncia finita ou enumeravel de valores y,, yz, ...
tais que P(Y = y,) >0, definimos

P(XeB|Y=y,)=

O conjunto dos outros valores de y tem probabilidade zero, no sen-
tido de que P(Ye{y,:n=1,2,..}9=0, e admitimos a definicdo ar-

bitraria

P(XeB|Y=y)=P(XeB), Be %,

para todo y que ndo seja um dos y,. Desta maneira, definimos uma
distribuigiio condicional dado que Y = y para todo y € R, Yeriiquemos
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o 1 / ! l
¢ quando Ay, < —, temos [ Ty, ——. Yo+ e
m . mn " m

PIY = y) < PiY, e 1) < P()u. - %*«f Yy, [)j

tl

Pela mesma centinuidade de probabilidade, temos
P{XeB, Yel)— P(XeB Y =y,)quando Ay, — 0.

Como PY =y,) >0, segue-se que

PLXEB.Y = 1)

PIXeB|Yel) = RS
P(Y = y,)

P(Yel)  am-0

como queriamos demonstrar.
Pjor[amo_, as duas relagoes definidoras de distribuicio condicio-
nal sdo consistentes com a definicdo vista no caso discreto.

Caso 1. X le Y independentes. Intuitivamente, a distribui¢do condicio-
nal de X dado que Y=y ni i

, _ =y ndo deveria depender de y -

tanto, nosso candidato € pender de . Por

P(XeB|Y=y)=PXeB),Bec® yeR

ou seja, a distribuigdo condicional é a propria distribuigdo (na
1 . propria distribuigdo -COT-
dicional) de X. Verifiquemos as duas relagdes. ¢30 (ndo-con

Relagdo 1: Pela independéncia, P(XeB|Yel)= P{X e B) para
todo intervalo [ e todo Be #. Logo, YBe #

P(XeB|Yel) - P(X e B) quando Ay — 0.

Relagdo 2: Nosso candidato s
‘ 2: s ara Fylx|Y = - ) i
tuindo, temos I . |Y " ;X{X]. s

v y
J Fx()dF () = Fx{-\')J

J dF{t) = Fy(xX)Fy(y) = Fy ylx, ),

2l

E?nd_(-: a pu-inulnma passagem segue da natureza da integral de Stieltjes
(itern 3, §3.1) e a oltima é conseqiiéncia da independéncia.

. Fn} [ESUMO, NOSSO candidato satisfaz as duas relagdes e € a dis-
tribui¢do condicional.

— — e

11338881311

\

Al T e
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Caso {11, X e Y possuem densidade conjunta f{x, y). Pensemos assitm:
dado que Y=y, os valores possiveis do vetor (X, Y) sdo
), xeR, y fixo O a densidade f(x, ¥} representa 4
), no sentido de que anres de
fornece uma

0s valores (x,y
chance relativa de observar o par (XY
observar os valores das variavets aleatorias X e Y, f{x ¥)
). Por exemplo, se flx,.y)=

idéia da chance relativa de observar (X, )
o da chance de

= 2f(x, y), entdo, informalmente, {x,,y) tem o dobr
Neste cuso, & razodvel pensar que. dado gue

(x,. 1) de ser observado.
na distribuigdo con-

Y =y, x, mantenha duas vezss d chance de x,.
dicional de X. . _

Portanto, nosso candidato para a distribuigdo condicional de X
dado que Y=y manterd as chances proporcionais a f{x, y), com ¥
fixo. Com efeito, vamos normalizar f{x, ) x &R, para que sgja uma
nova densidade, a densidade da distnbuigdo condicional. Para tanto,
como ela ja € uma fungdo nio-ncgativa, basta dividir por sua integral
sobre a reta. Entdo, nosso candidato para a densidade da distribuigdo

condicional sera

/1{\ y) = ot IR e IS
| 22 Sl yidx Sy}

Se fylyy =0, entdo f(x|y) € uma densidade (pois ¢ ndo-negativa

e [, flxlydx=1), chamada densidade condicional de X dado que
y = y. Notemos que dado que ¥ =y, f(x|y) realmente preserva chan-

ces relativas, pois

Esse ¢ um exemplo de aplicagio do principio da preservagdo de chan-
ces relativas (“odds” em inglés). Adiante voltaremos a falar deste prin-
cipio.

Vejamos agora se n
relagdes que definem a ¢

osso candidato realmente satisfaz as duas
listribuicdo condicional, Para a Relagdo 1,
ja que precisamos verificar se nosso candidato f(x]y) € realmente a
densidade da distribui¢do condicional, basta verificar que para cada

boreliano B,

Ap—0

J Flx|yydx = PLXeB| Y=y = lim p(XeB|Yel)
8

Daremos uma prova parcial desta relacdo; a prova completa neces

sita de conceitos da Teoria da Medida.
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Sejam y fixo e [ um intervalo de comprimento Ay contendo y.
Temos 5 -’
P 1 xdt
P(X EB| Yel) = (Xi_}/_{_‘ '{) = ‘F‘rJ‘_‘EJ/ {E’_{}d_’if r 4
AYel) Jr fy()de "
Se a densidade f, * zontinua no ponto ¥, sabemos do Calculo que
.[u'r
—— quando Ay — 0. -
ﬂy Jr(y) q y
Se definimos g{t) = [/ (x, t)dx, entdo, Supondo g continua em y, _
[I J X, Idlxdf
..... 8 ‘r" q - ___‘} __'J q{\y} £
.r’_\y Av .
Tomando o quociente dos dois limites, temos "
t)d -
:( € BJ YFI J‘! g ! a‘:_"a —\L_}“}— = u|
T fnde Jly) - n
(x. 11?\ X, . -
SRALS) ‘ dx = [j (x| )dx,
f}{'l} f) JE e ;
como queriamos demonstrar. o
Quanto a Relagdo 2, nosso candidato para a fungdo de distri- ' i
buicdo condicional € Fy(x|Y =)= _ /(. s|y)ds. A relagdo esta sa- I
tsferta pelo candidato, pois - i
£y Faly Ay x il
PO . | 5, 1) -
[ (l Jis]| r}a.s\df ¥(1) = J ( “—([ ------ d-;) Tylt)de =
W T Wof - / — o - f‘;(” Im|
= [ S{s. 0dsdt = (pela defini¢io de densidade) = ol
= Fy plx y) Vi oy m|
Observagdo. Se fy(yv) =0, f( (x| ) pode ser arbitrariamente de finida, di- 1]
gamos f{x; y)=flx). Isso é intuitivamente evidente, pois , I
os valores y tais que f,(y} =0 nio sio valores possivels de Y. Formal- -
mente,
POYEy 11,00 = 0)) = Py (1 fuly) = 0} = e
- P ,
= Sy(¥)dy = r 0 dv=0. I:
s fyirr = (v: I;-:_rl = ||
Quiras nota¢ées para a densidade condicional de X dada ¥ -
JI = Lo (3] 3) = fulx | ¥ = ), -
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EXEMPLO 5. Suponha que o vetor (X, Y) possua distribuigdo nor
mal bivariada com densidade

Jx, y) J exP{ ! ((x - 'ul)z
x_’ = e — — P ——— T S _— —
Y 2na,0, /1 — p* 21— p?) oy

) ()

Neste caso, ja sabemos qual a densidade marginal de Y, pois
Y~ N{u,, 03). Mas para obter a densidade condicional, ndo é neces.
sario calcular a densidade marginal, nem utilizd-la diretamente na for
mula, pois para y fixo a densidade condicional é proporcional a f(x, y).
Por isso, podemos tratar y como constante na densidade conjunta,

padronizar f(x, y) como fun¢do de x e assim obter a densidade con-
dicional.

Portanto, colocando em evidéncia todo fator que nio dependa

de x, podemos escrever .
1 x =\
2% G

)

onde a constante ¢(o;, o3, p, y) é determinada pela equagio
[f(x{y)dx = 1. E claro que essa densidade condicional é normal. Com
eleito, completando o quadrado obtemos

2 Jex 1 x — ;1,)
= e S ——— SRR AN R
03, pa ¥ p 2(1 - pl) (.T: )
o A E 1
¥ Ha = P ' —
p( (J': )] } Ck{gl:UEap-}}eXp{ 2(;%“ . p_g}
2
X[\'—m— £ ‘U—#}J}
!

Esta ¢ a densidade da distribuigdo normal com meédia p,

Slx|y) = clo}, a3, p, y)exp {

Slx ] ¥l = Cl(gf

+ = (¥ — ;) e varidncia ¢i(1 — p?). Por isso, escrevemos

4\' | }.— =y ~ J’\Ir ([]'_H + LO(__?‘ [J. . ‘“2)1 U;;(l - [(,3:])_
432 ;

ou seja, a distribuigio condicional de X dado que Y=y ¢ a citada
normal.
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§4.3  Definicoes formais e tecremas de existéncia

Nesla secdo daremos os teoremas que justificam a nossa utiliza-
cio de Relagio | ¢ Relagdo 2 como definigdes de distribui¢io con-
dicional no caso geral. O leitor, se quiser, podera pular esta parte
tedrica e passar diretamente a8 observagdes gerais no final da secdo.

DEFINICAO 4.1, Sejam X e Y vanaveis aleatorias definidas no mes-
mo espaco de probabilidade (. .o/. P). Uma funcdo

P{X g B|Y = y), definida para B boreliano e y € R, sera chamada uma
diseribuicdo condicional (regular) para X dada Y se

(i) para todo yeR fixo, P(X € B| ¥ =y) define uma probabili-
dade em #, a c-dlgebra de Borel na reta, ¢

{ii) para todo Be # [ixo, P(XeB|Y =y) ¢ funcio mensurdvel
de y e, ¥{x, y)eR?

.
J PIX < x| Y= 0dFy() = P(X < x, Y <)

Linguagenm. P(XeB| Y = y) é chamada probabilidade condicional de

X periencer a B dado que Y =y A probabilidade
P(Xe-|Y=y) é a distribuigio condicional de X dado que Y = y.
(Observagido: o ponto -~ representa o argumento da fungdo, de modo
que y & fixo.) A fungio Fu(- | ¥ = y)'jéfP{X <- | Y =y)éafuncdo de dis-
tribuicdo condicional de X dado que Y=y Entdo, a condigdo (ii) da
definicdo se escreve assim:

¥
J Fylx| Y= 1)dFy(t) = Fxy(x, y) para todo x,y.

—
Esta & a Relagdo 2.

TEOREMA 4.1. Sejam X e Y varidveis aleatorias em ((.s/, P). Entdo
existe uma distribuicdo condicional regular para X
dada Y. Existe apenas uma, no sentido de que duas distribuigoes con-
dicionais sdo iguais quase certamente: se P (XeBl Y= y)e Py(XeB|Y=y)
sdo ambas distribuicdes condicionais para X dada Y, entdo existe um
boreliano B tal que P(Ye By)=1e P (X e B|Y=y)=P)XeB|Y=y)
YBe 4, YyeBy.
Prova. Teérica. Podera ser tirada do Breiman [5], Capitulo 4. (]

#
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DEFINICAD 4.2, Sgjam ye R ¢ Be . A probabilidade condicional

de que Xe B dado que Y=y, & definida por

Yely,

onde [ representa um intervalo de comprimento Ay coatendo y.
Esta t.lcﬂnicﬁg corresponde, entdo, 4 Relagdo 1.
TEOREMA 4.2, Para cadu Be B fixo, o limite na Definigdo 4.2 exisce
quase certamente, e, P(Yely:limite existe em
viY= 1. Além disso, para cada B fixo, o limite ¢ igual a P(X BlY=y
como definida na Definicdo 4.1, quase certamente. .

Prova, Teorica, (Uma modificagdo do Teorema 8.6. de Rudin [17]). (]

COROLARIO. Para se achar a distribuicdo condicional de X dada Y,

basta obter lim P(X e B| Yel) para todo B em uma
ToAy—0

apropriada classe enumerdvel € de borelianos que gera a c-dlgebra de
Borel. Por exemplo, €, ={(— o, r]: r racional} ou %, ={(r,, r,):
— W <y <ry <00, ry o€ 7y racionais).

Prova. As classes €, e %, sdo ambas enumerdveis. Pelo teorema,

para cada membro de 4, ou %,, o limite acerta no valer da
distribui¢do condicional regular com probabilidade um. Como a in-
tersecdo de um nGmero enumeravel de eventos de probabilidade um
também €& de probabilidade um, o limite acerta no valor da distri-
buigdo condicional regular simultaneamente para todos os membros
de €, ou ¥,, com probabilidade um. Mas qualquer probabilidade &
determinada pelos seus valores em 4, ou %,, logo segue-se o co-
rolano. [

Observagoes gerais. Suponhamos que desejemos achar a distribuicio
' condicional de X dada Y. Se o problema nio se

enquadra em um dos casos simples I, I, III do §4.2, entdo nosso mé-

todo € chutar: aplicando certos principios (por exemplo, preservagio de
chances relativas, que conduziu a solugio no caso III), obtemos para
cada ye R uma probabilidade P(B|y), Be %, que é nosso candidato
para a distribuicdo condicional de X dado que Y= y. Entdo verifica-
mos se P(B|y)=P(XeB|Y=y) conferindo a Relacio | ou a Re-
lagdo 2, 1. e, conferindo a Definicdo 4.2 ou 4.1. Isto significa uma ve
rificagdo de que

P(B|y) = lim P{XeB|Yel

Ay

a1 e TS S—T—Y—————
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ou de que

vy
Fyyley) = J P((= oo, X)L MdF 1), ¥x.p.

Em geral, a Definigio 4.2 € mais facil «e se verifivar. Além disso,
esta ndo precisa ser verificada para todo y ¢ B; basta uma verificagdo
para quase todn y e para todo B intervalo aberto com extremos racio-
nais. O seguinte exemplo é talvez a aplicagdo mais simples deste método.

EXEMPLO 6. Qual a distribui¢io condicional de ¥ dada Y? E facil
obter o candidato, usando noessa intuigio: dado que
Y=y, entdo ¥ & igual a p(!). Por isso, nosso candidato serd

PY =y|Y =y =1,

ou seja, a distribuicdo condicional de Y dado que Y=y & massa pon-
tual em vy, a distribuigdo que atribul probabilidade 1 ao ponto y

Ver fiquemos a Definigdo 4.2. Seja y fixo, e seja B = (r,, r,), onde
ry ¢ r, sido racionais tais que r, <y <r,. Entdo

PYebB. Yel

PYeB|Y =)= P(Ye )

hm P(YeB|Yel) = lim

Ay—D Ay—0

Para Ay pequeno, temos | € Be [YeB, Yel]=[Yel], logo

Nio ¢ preciso obter o himite para outros borelianos B, pois a
distribuigdo condicional ja esta determinada: como a distnbuigio con-
dicional atribui probabilidade 1 a todo intervalo de extremos racio-
nais contendo r. atribui probabilidade | ao pomo ¥ [hasm fazer B
diminuir para {yv}), de moda que P{Y=yp|Y=1)= 1. Assim. nosso
candidato esta confhrmado.

O exemplo 6 mostra que, para y fixo, geralmente nio precisa-
mos obter o limite para todo intervalo de extremos racionais, mas
apenas para um nimero Suficiente a determinacdo da distribuigio
condicional. Neste exemplo. nosso candidato era massa pontual em

por isso consideramos apenas intervalos contendo v

Notemos que a teoria diz que o limite na l)c["nm,do 4.2 da o va-
lor certo para todos os intervalos racionais, para “quase todos™ oS
valores y. Portanto, se v for um desses “bons” valores, o limite acer-
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tard para todos os intervalos racionais e, em particular, para os in
tervalos que contém y. Isto quer dizer que para os “bons” valores y,
nosso candidato € igual a distribuigdo condicional regular. Como os
outros valores y tém, em conjunto, probabilidade zero, nosso candi
dato é a distribuigio condicional.

Adverténcia. Para B fixo, o limite na Defini¢do 4.2 acerta com pro-

babilidade {. Ocorre que (i) ainda no caso do limite existir,
poderd errar no alvo e (i) para y fixo, os limites para os varios bo
relianos B poderdo ser incompativeis. O problema ¢ que o ntmero
de borelianos ¢ ndo-enumerdvel ¢ os eventos de probabilidade zero
poderdo acumular, formando em conjunto um evento até de proba
bilidade 1. E por isso que recomendamos a obtengdo do limite apenas
para intervalos racionais.

Para ilustrar o problema, vejamos de novo o exemplo 6. Como
nosso candidato para a distribuicdo condicional, dado que Y =y,
era massa pontual em y, serja talvez natural tentar verificar isso di
retamente, calculando P(Y = y|Y = y) como um limite. Entdo para

¥ fixo, ponhamos B = {y,} e calculemos .

P(Y = yo| Y = y) = lim P(Y = yo| YeI).
Ay—0
Se a distribuigdo de Y fosse continua, digamos N(0, 1), entio
teriamos P(Y = y5) =0 ¢
P(Y = yo, Yel) _

PY = yol ¥ =)= lim S5 g0

A conclusdo seria de que P(Y= y| Y= yo)=0, para todo y, o que
contradiria nossa solugdo anterior. a solugdo certa.

O problema com esta tentativa é que, com B= {yq}, o limite
acerta na probabilidade condicional, dado que Y=y, para todo y
exceto para o ponto yg. (Notemos que ndo teriamos este problema
no caso discreto.) JA que a probabilidade de Y tomar este valor ¢ zero,
o resultado ndo contradiz a teorna, Contradiz, contudo, a nossa in
tuigdo, pois € justamente no ponto yg que nosso candidato assume
o valor . :

Em resumo, esta tentativa mostra a futihdade do calculo de
P{Y=y|Y =) como um limite no caso geral. Como o nimero de
pontos e ndo-enumeravel, tal calculo podera resultar em contradigoes
que dificultam a obtengdo da distribuigdo condictonal.
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[egl
[

14 Exemplos

Nesta seciio, vamos considerar alguns exemplos que nio se en-
quadram nos casos [, [f, I1. Para obter as distribuigdes condicionals,
usaremos dois principios importanies que €nunciamos agora.

O principio da preservagdo de chances reladuas. Este principio diz que

condicionatmente,dada
a ocorréncia de um evento A, os resultados possiveis (1. e. we ) man-
1ém as mesmas chances relativas que tinham anterior i realizagdo do
experimento,

Em termos de varidveis aleatorias, o principio da preservagdo de
chances relativas pode ser expresso da seguinte forma: dado que Y=y,
os valores possiveis de X mantém as mesmas chances relativas de antes
do experimento. Aqui, um valor possivel de X € um x tal que (x, y)
era um valor possivel de (X, Y) antes do experimento, ¢ 0 principio
diz que estes pontos x mantém, na distribuicdo condicional, as mes-
mas chances relativas que os pontos {x, y) tinham na distribuigdo con-
junta de X e ¥

J4 vimos uma aplicagio direta deste principio quando obtive-
mos a densidade condicional no caso continuo (caso III, §4.2). A dis-
tribuicio condicional nos outros dois casos de facil solugdo também
pode ser considerada como conseqiiéncia deste principio (exercicio 21).
Além disso, o exemplo 6 € conseqiiéncia imediata, pois dado que Y
tomou o valor y, este mesmo valor tornou-se o tnico valor condi-
cionalmente possivel de Y — notemos que os pares (y, y) eram 08 uni-
cos valores possiveis do vetor aleatorio (¥, ¥).

O principio da preservagdo de chances relativas podera ser aplhi-
cado sempre. O seguinte principio € aplicavel, e indicado, nos casos
em que queremocs obter a distribuigdo condicional de uma Sungdo de
Y ou, mais geralinente, de. uma fungdo de Y e uma variavel aleatoria
X cuja distribuigio condicional j& seja conhecida.

O principio da substitui¢do. Este principio diz que condicionalmente,

dado que Y =y, a variavel aleatoria ¥ pode
ser substituida pelo valor y sempre que Y aparecer em uma probabi-
lidad€ (ou esperanga) condicional. Mais geralmente, diz que para se
obter a distribui¢do condicional de @(X, ¥) dado que Y=y, basta
substituir Y pelo valor y e X pela variavel condicional. Formalmente,
temos a seguinte

ot

L e
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o By T . _ N

PROPOSICAO d 1 {Principio da substituiydo para distribuicdo condicio
naly Sejam X e Y varidreis aleardrias em (0, o/, P)

@{x, y)uma fungdo mensurdvel. Se a distribuicdo condicional de X dada Y é

P{XeB [ Y=y), BB yeR
entdo a distribuigio condicional para (X, Y) dada Y é

PloptX. Ve B| YV=y)= PlpX e 8| Y=yp)=

= PXelxiplxy)eB)| Y=y, B:=8 yeR
Observacdo. A segunda probabilidade condicional acima deveria ser
o interpretada como uma etapa transicional cujo objetivo
é L-?jLid’d[' a memora. Ndo & desejavel calcular para cada y a distri-
bui¢io condicional da variavel aleatdria ofX. y)—ja qué no caso
gerai 0 numero de y € ndo-enumerdvel, os erros podem se acumular
¢ estragar o resultado final — mas sim utilizar a distribuigdo condi-
cional conhecida de X. Podemos colocar o resultado da proposicio
em simbolos assim:

O, V)Y =y~ oX]|Y=yy)

ou seja, a distribuigdo condicional de (X, Y) dado que Y=y ¢ a
mesma que a distribuigdo de @(X, y), onde a variavel aleatéria X pos-
sut a sua distribuigdo condicional.

Prova. Teoria da Medida para o caso geral. Provaremos para o caso
de Y discreta. Suponha que P(Y =y,) = p(y,) = 0

. > 0, onde
> ply,) = 1. Para Be &, temos

Plp(X, Ve B|Y = yy = LOX DB Y =)
plya). '
_ PlelX, y)eB Y = y,)
P{y.)
ppis os eventos [@(X, Y)e B, Y =y, ] e [o(X, y,) e B, Y = y,] sdo idén-
ticos (vocé sabe explicar por qué?).

Assim, a primeira equagdo da proposicio estd provada, para
quase todo” y. {Novamente, os outros valores y sdo despreziveis;
neste caso, y & {y}_, in=1}.) Para a segunda equagdo, temos

P(p(X.y)e B, Y=y) PXe{x: gl y)eB}, Y=y,

ply.) plya)
= P(Xelx:o(xy)e Bl Y=y) O
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EXEMPLO 7. Dado que Y=y, qual a distribuigio condicional de

Z = g{¥)? J4 vimos que a distribuicdo condicional de ¥
¢ massa pontual em ), ou seja, a variavel aleatona condicional é cons-
tante e assume o valor y. Portanto, a distribui¢do condicional de Z
¢ também massa pontual, desta vez em g{y). Em outras palavras,

Plg(Y) = gly| ¥ = y) = 1,

o que ¢ intuitivamente dbvio,
Notemos que na aplicagdo da proposigdo, identificamos X e ¥
pois Z ¢ funcdo somente de Y.

EXEMPLO 8. Seja X uma varidvel aleatéria simérrica em torno de
zero, de modo que PIX < x)=PX = —x), VxeR.
Qual a distribui¢do condicional de X dada a variavel aleaténa | X|?
Utilizemos o principio da preservagdo de chances relativas para
achar um candidato. Dado que | X' | =y >0, entdo os (nicos valores
possiveis de X sdo y e —y. De fato, | X| =y se, e somente se, X =y
ou X = —y. Pela simetria de X, os dois valores y e — y tinham, antes
do experimento, a mesma chance de serem o valor de X. Portanto, nosso
candidato €

PX = y[|X|=y)= 5 =PX=—y[[X|=1)se y>0.

E\JI'—'

-

Se y =0, nosso candidato
P("t’ = ()|IJ¥| = O) e I‘

pois X =0==| X[ = 0. Como | X| = 0, ndo precisamos considerar os
valores v < 0. (Para satisfazer a definigdo formal. basta definirmos ar-
bitrartamente se y < 0.)

Supondo y > 0, vamos verificar a Delinigdo 4.2, Desta vez, a dis-
irtbuigdo condicional estaria concentrada nos dois pontos v e —y.
de modo que € conveniente considerar pequenos intervalos racionais
contendo esses pontos:

i l
_ AR . T AR
{ . .t\. . .%..._}... i frmrarme r .t ~t ._.;_
r2 =¥ Iy 0 r ¥ 4

£t -4

hy
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Seja B=(r;,r,), onde O <r; <y <ry, r; € ry racionais. Para |
pequeno tal que [ C B, temos

P(XeB |X|el)= P(Xel)=(pela simetria g
1 1
=5 P+ PXe ~ = S p| X e,
Lo

PXe~B|X|el)=PXe—-1) = L Pl X |en.
Logo I C B implica

PXeB||X|el) = o = PXe - B| | X|el)
Portanto,
P(XeB]| ]X’z V) = lim P[XGB[ ]X’E;} — ._L_
Ar—0 F

P(Xe—B||X|=y)=lim PXe - B[ |X|el) = ;

Ay—D

Fazendo B decrescer para {y}, vemos que a distribuigdo condi-

. L - 1
cional atribui probabilidade 5 & cada um dos pontos y ¢ — y. A pro-

va de que P(X =0] |X|=0) ¢ deixada para o leitor (basta escolher
B={(r;,r;), onde r, <0 <r,).

Observagdo. Antes de prosseguirmos, notemos que as defini¢des de

_ distribuigdo condicional podem ser estendidas ao caso de
ﬁ\_.lc Y rvetores aleatdcios. (No exemplo 3, do processo de Poisson, X
for o vetor (T}, 7, + Ty,..., Ty + ...+ 7)) Em particular, se Y
=Xy Xa) e Y= (Y, V) entdo PY e Bl Y = y) é fungio de
Be &% i e, B boreliano no RY e de yve M O Teorema 4.1 ainda vale
neste caso, no sentido de que a distribuicio condicional (regular) existe
¢ tnica. O Teorema 4.2 vale se Y é variavel ateatoria; y :

* ) S _}'r"_ velor,
vale caso ! seja certo tipo de retingulo n-dimensional. ¢ o viainos
nas preocupar com este ponto. A Proposigdo 4.1 (principio da substi

tuigdo) também vale no caso geral.
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ENEMPLO 9. No processo de Poisson, podemos obter a distoibuigdo { onde @ a circunferéncia do circulo:
condicional de T, dado que X,=n onde nz 1, i~ A
lizindo o principio da snbstiugio. Vimos no excmplo 3 que 03 1 - by
primelros tempos de chegada, vado que X =1, tinham a distribuigao i ) ;_l__
das estatisticas de ordern de uma amostra aleatéoria de tamanho n o I ‘ \
L1 Jisteibuicio U[0, ¢}, Entdo T, sendo fungdo desses n tempos, - G- Sy | €
saber, o primeiro deles, possui condicionalmente 4 distribuigdo do i I N i
minimo de uma amestra de nountormes < [0, ). Portanto, para ' '\ ! : x
n : l' ' - 1 \ :
3 i I
0 se 5 <0 p— ~
i | |
T, < 5| Xe=m = 1= (=) se 0 e
< 5VA, =)= — | —— | s¢ 5= . o ) L .
! ! ( ‘ ) . Verifiquemos a Delinigao 42 gobtendo, camo limite, a probabi-
| . i lidade condicional de certos retingulos. Por conveniéncia, Usaremos
— coordenadas polares: sejam 8 = Hlxy) & p = plx, y) as coordenadas
. .. . . . . A nolares do ponto (x, v), e seja B o “retingulo™ pola M Yo, < @ <
(Exercicio. Verilique esse resultado atraves de um caleulo direto, que i ;). - ]p] on { » 13 retangt lo IPO]f-If Hx, ¥y <0<,
f e : TR il < p<p,), onde %y, %y, py. P2 s30 racionais tais que U< x <xy =
hdo ¢ mais dificil neste caso. Ache, também, a distribuicdo . ~ A X2y P P2 acionais tais que 0 < xp <2y =

o : - <Inel<r, <z<r, Emdo Bea seguinte regiio aberta:
condicional de T, dado que X,=0) t 2 a seguinte regiiio aberta:

EXEMPLO 10. S¢jam X ¢ ¥ variaveis aleatorias independentes, cada (7 ;
uma tendo distribuigdo N(O, G‘f}, onde a? >0. Qual I i il
a distribuicdo condicional de (X, Y)dada V,-'j(_f__.‘_—yf‘, a distincia entre 1 G
(X, Y)eaorgem? ( gui
Para z >0, \/X":'—&' Y2 =z se, e somente se, (X, Y) pertence a ¢ ] -
circunferéncia do circulo de rajo z. Logo a distribuigao condicional, B ; )
dado que /X7 + Yi=7z estd concentrada em {(x, )i x* +y* =27} e
Apliquemos, entdo, 0 principio da preservacdo de chances relativas: . oot I »
como a densidade conjunta de X ¢ Yé i B = regido hachurada aberta
; = |
flx.y) = --—l--z—exp _ [_Yz_i"‘_z) __,____i_. _exp '“"iz‘ ) - ' ’ Stjja 7= \/Xz +Yte C(J[lsit‘_lcrcrr?()s PX, V)eB)Zel), onde [
: e 76t o 25 ’ Il & um intervalo contendo z, de comprimento Az Quando Az € suli
e cientemente pequeno, de modo que [ Clpy, p,), temos
a densidade ¢ constante para todos os (x, y) na circunferéncia do cir- - || P((X.Y)eB, Z €]
culo de raio z Por isso, antes do experimento todos esses {x, y) eram i PUX, YIeB|Zel) = ..1..J_)." Zel)
“equiprovaveis”, € nosso candidato serd a distribuigdo unjforme na Lol P(Zel)
circunferéncia do circulo. o il ' 5 flx, yidxdy
Logo nosso candidato, para Be 2" ¢ z>0. & s el
patl i flx, yxdy

_—
=
)
h

PUX, V)eB| X+ V=2 = comprimento (B0 C) -

Irz

——
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Pela simetria circular da densidade conjunta (se quiser, podera .
fazer uma mudanga de variaveis, passando para coardenadas polares),
- Ay = U
P{(X' _‘I’) = B | 7 e _,"j = b _....._.L_, "
2n
-

quando [ C{p,, p;). Portanto,

PUX, Y)eB|Z =z) = lim P(X, Y)eB|Zel) = 2L

Az Q) 2

FFazendo com que B diminua para o arco da circunferéncia, com il
1, ez, fixos, vemos que a distribui¢do condicional concentra-se na '
curcunferéncia e ¢ uniforme nela. . ' -
distribuicdo condicional dado que Z =10 ¢é arbitriria. ja que
"2 =0)=0. Costuma-se adotar a definicdo intuitiva

PUX, Y)Y = (0,0)| /X7 F Y7 = 0) = | T

POIs \_f?T_Y;I:O se. ¢ somente se. (X, Y)={(0. 0).

EXEMPLO 11, Consideremos agora a distribuicdo condicional de e
X ={(X,...., X,) dadas as estatisticas de ordem (veja =
o exemplo 22 do C‘,ipltu 2). Sejam X, ..., X, variaveis aleatorias in- —
dependentes e identicamente i’.l.‘:tllbLllx_dS. com X = (X,,...,X)¢
Y=(Xy,, Xy, ..o, X)) 0 vetor das estatisticas de ordem, Supo- T
nha que a funcio de distribuigde Fy, seja continua. Queremos a dis- B -
tribuigdo condicional de X dado ﬂ‘{'. Para tanto. consideremos y = -
e doonde 1y <y <L <y, )
E evidente que Y=y se esomente se. X ¢ uma permutacdo de » = il
Apliguemos o p[mupm da preservacdo de chances relativas: toda
permutagio de Y tinha, antes da observagio das estatisticas de ordem, * B m '
a mesma chance relativa de ser o valor de X, pois as X', eram inde. il
gwndcmcs‘ e identicamente distribuidas. Por exemplo, suponha que - |||
n=2 e que o valor observado de Y fol Y =(y, y,). onde vy, <1,. :
Emaoou XN =y yiou X =(y, v,jeos dms valores tinham a prior. Il" -
I . anterior ;-'1 ohser\-'agﬁo das Y., a mesma chance de serem escolhi- - il
das tpois (LX) ~{X,, X)), ou seja, os dois vetores possuem a il
mesma distribuigdo). Logo € patural pensar que e
Py Y= (y. 1] 1 = (¥, ¥2)) = P{‘E{ = (}':3‘1'1)| ,}L = (V. 12l = E . = ::::
Entio, nosso candidato para n geral sera _ = I"l
POY = iy, ) Y= ) = ,‘fr'—"'l <yr <<y, il
onde (m,.....%,) ¢ uma permutacio de {1...., n) !"'

e
il
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(Observagdo. Os outros valores de Y tém probabilidade zero, pois a
probabilidadc de pelo menos um empate'é Zero:
(Y [Xe= XD < 30 PG = X)) < ), PIFX) = FIX)) =
i< :-c; i<j
onde a ultima igualdade decofxﬁ: do fato de F(X),..., F(X,) serem
independentes e U[0, 17— veja o exercicio 37 do Capitulo 2)
me“quemoa a Defini¢dio 4.2. Para tanto, seja A, = {(x,..., x,) e R":
Xy <X, <..<Xx, eseja B CA, B retingulo aberto rdczondl conten-
do y (“racional” quer dizer que todos os lados tém extremos racio-
nais). Suponha que I seja um pequeno retangulo contendo y, de modo
que yel CB CA,. - '
Para toda permutagdo n = (n,,..., m,), definamos X, = (X, ,..., X, ).
E facil de ver que X e X, possuem a mesma distribuigdo, para toda
permutagio . I:nmo, os n! eventos [ X, €[] sdo equiprovaveis e dis-
juntos 2 a 2 em relagﬁo a #. (Por exemplo, se gf(w) €1, entio X |(w) <
<Xim) <. <X, (o) e Xw)g! para 7w +# (], . n)) Mas Yel se,
e somente se, X, e/ para algun n, logo os C\Cﬂl(}h [X,.el] 10rmam
uma partigio de [Yel]le
PXe= )

" permutagdn

PXpel)=n! P(X D) ¥

Portanto, para toda permutagio m,

P ven - PEeBYeld  PXeD 1
crm Tl P(Yel) CP(Yel) al

onde usamos o fato de que [X, e B, Yel]= (X, el Yel]={X,el]
Mas quando X,e B, n ¢ a permutagio que coloca as coordenadas
de X em ordem. Neste caso, Xen '(B), onde # "' ¢ a permutagio
inversa de . ou seja, a permutagdo que recoloca os valores (mt,, ..., x,)
na ordem natural (1...., n).
Logo [X,eB] = [Xen '(B)] ¢ temos

P(Xen '(BY|Yel)= P(X,€B| }’ef]:—11—, V.
-~ ~ n.

Fazendo B diminuir para y, de modo que »~'(B) diminui para =~ '(y).

temos
P(,‘X = T[_lhr)]}j:}.')z ...... .

. nt’

Como a classe das permutagdes inversas ¢ igual 4 das permutagdes, -

o nosso candidato esta verificado.
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2.5 Esperanga condicional

DEFINICAO 4.3, Sgjam X e Y ovanaveis aleatdrias em 1) «/, P). A
esperanga condictonal de X dado que Y =y, & a es-
peranga da distribuicdo condicional de X dado que Y=y, se esta

csperunga existir. Ou seja,

n
X riF_‘-{_\'| Y=y

v .
Se X é incegravel, entdo E(X | Y = y) existe e @ finita
quase cerfamente, 1. e, exisie um boreliano Byt que
P(YeB,) =1 e E(X|Y=y) ¢ finita para y€ By.

E(X]Y =y =

FEOREMA 4.3

Prora. Teoria da Medida (decorre do Teorema de Radon-Nikodym). O

E(X|Y = y)avaridvel aleatoria o(Y) = E(X| 1)
chama-se esperanca mmitc.amrm’ de X dada Y (Sem perda dt, genera-
lidade, @ ¢ mensuravel no caso de X integravel)

A esperanga condicional, sendo a esperanga da distribuigio con-
dicional, possui {condicionalmente} todas as propriedades da espe-
ranca ordindria j4 enunciadas, mais a propriedade importante de que
FITE(X | Y)Y = EX, ou equivalentemente,

Sedefinimos ¢fy)

Fsta equacdo ja fol verificada no caso de Y discreta (f6rmulas
(4.1)). Vamos verifica-la quando X e Y tém densidade conjunta f{x, y):
A densidade condicional & f(x|y)= f{x. y)/fyly) ¢ segue-se que

E(X|Y=y)= deF,rM Y=y= J xf (x| p)dx = J X 282 gy,

-

se fy) > 0. Logo, quando X ¢ integravel,

f1:'-:(XtY}}ﬂJE{XIY=y)mu-)=J" G e df)f{y)cf}’=

i

j } of(x, y)dxdy-—vf (J fix dey)xdxw—-

- [ J fylx)dx = EX.

Je

|| T ———

I,
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Enunciaremos a seguir, sem provas, algumas importantes proprie-
dades da esperanga condicional. Seja Y uma variavel aleatona qualquer,
¢ sejam X, X, X,, ele, vanavels aleatdrias integrdveis, todas defi-
nidas no mesmo espago de probabilidade,

ECL Propriedade bdsica. E{E(X

W= EX.

Propriedades de E{X| Y} analogas as propriedades da esperanga

ordindna. Convengdo: ndo distinguiremos variaveis aleatérias que se-

jam iguais quase certamente. Por exemplo. em EC2 basta que X =¢

quase certamente, 1e. P(X = ¢) = 1. Além disso, os resultados enun-

clados sdo necessariamente validos apenas quase certarente.

EC2 Se X =¢ para alguma constane . entdo f_?{,-";’l Fi=¢ {veja o
exercicio 26).

EC3. Se X, < X,, endo E(X|Y)< E(X, 2 Y.

Casos particulares: (i) Se X >0, entdo E(X]|Y)= 0.
(i) Se a < X <b, entdo a< E(X|Y)<b.
(i) E(X]Y) < E(JX] |Y) e por EC4, |E(X|v)| < E(X] | Y).

EC4. Linearidade. FlaX | + bX2| Y)=aE(X, | Y+ bE{Xzi b8l

ECS. Desigualdade de Jensen. Seja ¢ uma fun¢do convexa. Enido
P{ELX| Y} < E{o(0)] ¥}

EC6. Teorema da Contvergéncia Mondtona. Se X, >0 ¢ X 1X, entdo
E(X | Y)T{ZI{X| Y}

ECT. Teorema da Convergéncia Dominada. Se X, X e se existe Xo
integravel tal que |X,| < X,, entdo

) = E(X]|Y).

lim E{

"

Antes de vermos exemplos, notemos que o principio da substi-
tuigio tem a seguinte forma para esperan¢a condicional.

PROPOSILAO 4.2, (Principio da substituicdo para esperanga condi-
cional). Se (X, ¥} ¢ integravel, entdo

ELp(X, V)| YV =y} = E{p(X, )| Y =y} = [o(x, y)dF y(xc| ¥ = y).

Prova. Pela Proposigio 41, a distribui¢io condicional de (X, T)
dado que ¥ =y, ¢ a distribuigdo condicional de @(X, y) dado
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que Y=y, que ¢ interpretada como a distribui¢io de (X, y), onde
¥ tem a sua distribuigdo condicional dado que Y=y. [l
Observagdo. O prin'cipio da substituicio vale também po caso de ¢
ser funcdo de vetores aleatérios X e ¥
EXEMPLOS (12). Como a distribuigio condicional de X =g(¥)
dado que Y =y, € massa pontual em g(y), temos

CELgN| Y =yp =g 1 e, E{g(Y)| Y} =g(Y).

(13). Se X e Ysdoindependentes, entdo P(XeB|Y =y =PXeB)
de modo que E(X{Y=y)=EX ¢ E(X|Y)= EX.

{14). Se X ¢ integravel, a desigualdade de Jensen implica que
EXX | V) (EX | V)P < E(X?|Y) A diferenca entre as duas,
E(X*|Y) — EXX|Y), é chamada varidncia condicional de X dada Y.

(Veja o exercicio 36(d) para o resultado: variancia de X ¢é igual a soma.

da esperanca da variancia condicional e a varidncia da esperanga
condicional.)

(15). Se X ¢
com X ~ N0, ¢?), entiio jd vimos no exemplo 10 que a distribuigdo
de (X, Y) dado que /X* + y¥ =z era uniforme na circunferéncia do
circulo de raio - Pelo principio da substituicio, a distribuigdo con-
dicional de X dado que \.I'F(TET;-'Y_’TZ - & simétrica em torno de zero,
pois tem a distribuigdo da primeira coordenada de um vetor distribuido
uniformemente na circunferéncia. Portanto, E(x! \‘_\_ET}—E} =0 e
analogamente. E(Y] X4 Y =0

(16). Sejam X e Yindependentes e identicamente distribuidas, com
X ~ U0, 1] e sejam U = min (X, Y)e ¥V=max (X, Y) Qual a espe-
ranca condicional de U dada V7

Neste caso. U e V sdo as estatisticas de ordem da amostra de
(amanho 2. Ja sabemos que (U, V) possul distribuicdo uniforme em
Ar={lwrhlgu<rs 1}. Pelo principio da preservagdo de chances
relativas, ou simplesmente pelo fato da densidade condicional de U
dado que V'=u ser constante em [0,v], a disinbuigao condicional
de U ¢ uniforme em [0. ¢] (veja o exercicio 17). Portanto.

Y sio independentes e identicamente distribuidas,

e v . V
EHU V=1t)=——c¢ EU | V)= = &
(17 Sc_iasﬁ X X, indcupenderm-.s. identicamente distribuidas
e integriveis e seja S=X, + ...+ X,.
; o . . v | e S
Problema; demonstre que para todo i= L., E(X{|S) = —
1
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Prova. Os vetores (X, ..., X e (X, Xav s Xio, X Kivyaons X4
tém a mesma distribuigdo (por qué?). Por isso, (X, 5) e (X, 5)
possuem & mesma distribui¢do (use o seguinte fato: se X e Ysido ve-
tores aleatorios identicamente distribuidos, entio f(X) e f(Y) tam-
bérn tém a mesma distribuigdo, onde a funcdo f pode ser um vetor
de func¢des reais).
Como a distribuigio condicional € determinada pela distribuicao
conjunta, segue-se¢ que X, € X; tém a mesma distribuigdo condicio-
nal -dado que S=35, i e,

P(X,eB|S=5)= P(X;eB|S=3), i=1L2%. ,n

Logo E(X,|S=s) ¢ E(X;|S=35) sendo esperancas da mesma
distribuicdo, sdo iguais. Portanto,

E(X,]S =s)= EX; |S=9)=..= E(X.|S = s)

nE(X;]S =s)= i EX;|S=s= (por linearidade) =

- (L X,-lS:s)‘:E(S]S-—: §) = 5"

; . S
Concluimos que E(X;|S=3s)= —5—, ou Seja, E(X,-] S) = e 1
) f

Decorre do principio da substituicio que se X ¢ integravel ¢
Xg(Y) também o &, entdo

E(Xg(Y)|Y = y) =gy EX|Y =y
Isso vale porque dado que Y=, g(Y) € igual a constante g(y) e, por

EC4, uma constante pode ser levada para fora da esperanga. Para
uma prova formal, notemos que

E(Xg()| Y = y) = EXg0)| Y =)= ng{,\')dF Y =3

= g{y) [_\' dF dx|Y = y) = aly) E(X | Y = y).
o
Usaremos este resultado no seguinte exemplo.
(18) Seja (X, Y) de distribui¢do normal bivapada com parinme
{FOS Jiy, {3, 05, 0%, p. YIMOs no §4.2 que

XY=y~ ¥ (ﬂh + 22y — a1 - n")),

T2
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Portanto,

EX|Y =y =p + 5y — )

1

. ., o B .
ou, equivalentemente, E(X|Y)= pu, + —P&—E--{‘r - l3).

Yamos calcular Cov (X, Y)= EXY— g, 4. sem mexer com a den-
sidade conjunta no calculo de EXY. Supondo que X Y seja integravel
(veremos isto no final deste exemplo), temos

Y=y =yEX|Y=y=uny+ Lo

3

E(.

(3F = w2y

EXY = ELEXY| V) = Elpy ¥+ 220 (v -, 1)) =

_ __1._ Cov (X, V)=p,

G0
demonstrando assim que o pardmetro p € o coeficiente de correlagio
entre X e Y.
A integrabilidade de XV decorre da desigualdade de Cauchy-

-Schwarz, cuja formulagdo para variaveis aleatonas diz que F| XY[

\/‘E“"_‘_[:_Y Em outras palavras, se X e Y tém varidncias finitas,
entdo XY é integravel. Neste exemplo, X e Y sdo normais, logo X1 é
integravel. Notemos que X ¢ Y tém momentos finitos de toda ordem
(exercicio 20{c} do Cap. 3), uma implicagdo disso send> que todos
08 momentos “mistos”, ou momentos-produto, sdo finimi; EX*ymé
finito para todo k, m=1 (pois E|X*Y"| < JEX? - EY*" < x).

Portanto, Cov (X, ¥Y)=po,0, e p(X, Y)

Observagio. A prova da desigualdade de Cauchy-Schwarz é quase

idéntica a da Proposigdo 3.7, sobre o coeficiente de cor-

relagdo, que € realmente conseqiiéncia de Cauchy- ‘k,hwc:rz Provemaos

Catchy-Schwarz, i. e., provemos que E| X Y| < JEX? - EY7 para qual-

quer par de variaveis afeatorias definidas no mesmo espago de pro-
babilidade:

Sejam EX? =

stz ) o (%

]

a, EY?=b. Se O<a<wo e 0 <b <, entio

2[XY| 2
D
b fab

_E|XY|
Jab

e
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Logo
E|XY]< yab= EX? EY™.
Se a=0, entdo P(X? = =0)=1 PX=0=1¢c PXY=0)=1I, logo

E|XY [ ={e £| X }| < \, ab =0 (convengdo: 0« ¢ =0). Se b =0, vale
2 mesma coisa. Se a = + 20 e b >0, a desigualdade
<+ x Ildem se a>0e b=+ x. (J

Sejam, agora, Y uma vartivel aleatéria e 4 um evento aleatério.
Como A =[I,=1] e P(A|B)= P/, = |B) para B evento aleatdrio,
¢ bem natural definic

PA| Y= 1) = P, = I

Y=y=1lm fi,=1 Y=
=1y Aytglu [, | Ye i)
Hm PA| Yel)

Av—0

Como a varidvel aleatdria [, assume somente os valores 0 ¢ 1,
temos, pelo principio da preservagdo de chances relativas,

PULy= 1Y =)+ Pl =0]Y =y =1
(Exercicio. Verifique, atraves da Definigdo 4.2 [Relagdo 1), que se
P(XeB)=1, entdo P(XeB|Y=y)=1)

Portanto,

El Y=y =1 P, = L| Y=y +0- P, =0|Y=1y)

=P, =1|Y=y)=PA|Y =y

Por nossa delinicdo, entdo, a probabilidade condicional de um
evento é a esperanga condicional de seu indicador: P(A | Y)= f._f{.’Ai Y.
E analogia direta com o fato de que P(A}= £l . De fato, como [,
¢ integravel temos

P(A) = EI, = E{E(I,

Y)} = E{P(A] )},

ou seja, a probabilidade de um evento ¢ a esperanga de sua probabilidade
condicional dada ¥, para qualquer Y.

EXEMPLG 19 Sejam X e Y varidveis aleatorias,
distribuicdo de Z = X + V. Temos
PIX+Y<)=EPIX+Y<z|Y) =] P['X +Y<z| Y=y)dF {y) =
= (pelo principio da substitui¢do) = f P(X <z — y| V= y)dF (y) =
= [Fxlz—y|Y=y) dFy(y)

Calculemos a




180 Pr'ububiiiduaa: Um cueso am Nivel Intermeadlénio
Se X e Y sdo independentes, entdo Fy(z —y| Y= y)=Fyz—y)
£ lermos ]

FAz) = PIX + ¥Y<z2) = [Fylz — y) dF y(y) = (trocando
X por Y} = [Fylz— x)dF y(x).

Esta distribuigdo & a convelugdo das distribuicdes de X e ¥ ¢,
como no caso da convolugio de densidades, escrevemos Fy = Fy« Fy =
Fy* Fy ' '
. Y

EXERCICIOS DO CAPITULO 4
841

l. Sejam X, e X', vandveis aleatorias independentes, cada uma com
distribuigdo geométrica definida por

PXi=n=pl—=p)y, n=0,1,2....; I = 1.2;

OI‘IdC 0 <p<l (Observagio: esta versio da distribuicdo geome-
trica corresponde & distribuigdo do numero de fracassos antes
do primeiro sucesso em uma sequéncia de ensaios de Bernoulli)
(a) Calcule P(X, = X,) e P(X, <X:]-.-

(b) Determine a distribuicdo condicional de X, dada X, 4+ X,

. Uma certa {ampada tem uma vida, em horas. tendo distribuigdo
exponencial de pardmetro |. Um jogador acende a lampada e.
enquanto a lampada ainda estiver acesa, langa um dado equili-
brado de quinze em quinze segundos. Qual o numero esperado de
3's lancados pele jogador até a lampada se apagar?

;) . ao ey o
3. Particulas chegam em um contador segundo um processo de
Poisson com parametro 4 Em um determinado tempo 1, produz-se
uma voltagem. multiplicando o numero de particulas que ja en-

traram no contador por um fator que € independente desse numero
e que tem densidade:

I
(}4--\? x>0

o

Jix) =
x < 0.

Ache a probabilidade da voltagem produzida ser menor que 1.
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4. Mostre que se X & uma variavel aleatoria tendo distribuigdo
simétrica em torno de zero, e se P(X =0) =0, entdo a distribui¢do
condicional de X? dado que X >0 & igual & propria distribuigdo
de X2,

5. Particulas radioativas chegam a um contador segundo um processo
de Poisson com uma taxa média de trés por segundo, mas o con-
tador registra somente cada segunda particula (i€, s30 registradas
somente as particulas n.° 2, 4, 6, ...).

(a) Seja X, o numero de particulas registradas até o lempo 1.
E {X,: =0} um processo de Poisson? Se for, qual o para-
metro? Se ndo for, explique o porque.

(b) Supondo que o contador registrou exatamente uma particula
durante o primeiro segundo, qual a probabilidade de que ele
nio registre mais particula alguma antes do tempo 27

6. Um contador recebe impulsos de duas fontes independentes. A ¢ B.
Fonle A gera impulsos conforme um processo de Poisson com
parametro A >0, enquanto a fonte B gera impulsos segundo um
processo de Poisson com pardmetro &> 0. Suponiha que o con-
tador registre todo impulso gerado pelas duas fontes.

(a) Seja X, o namero de impulsos registrados pelo contador
até o tempo t, 1 >0 (Xo=0) Explique porque (X, 120}
& um processo de Poisson {(basta uma explicagdo intuitiva).
Qual o pardmetro?

(b) Qual a probabilidade de que o primeiro impulso registrado
seja da fonte A?

(c) Dado que exatamente 100 impulsos foram contados durante
a primeira unidade de tempo, qual a distribuigdo que vocé
atribuiria ao numero emitido pela fonte A?

7. Diz-se que X =(X,, .., X)) tem distribuicdo multinomial com
k
parametros py, ..., px ¢ n. onde p;>0e Y opi=1, se
i=1

[

. n! L ;
R E—

PX = (py oo i) =
X =i IRy

para toda escolha de j,. ... fy interos ndo-negativos tais que

&
Ejr_—'”-
e
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(a) Prove que X;~blmp), i=1,... k
{b) Sejam 0 <s, <3, <...<s,=1I Mostre que no processo de
Poisson, dado que X,=n, a distnbuigdo condicional de
(o X, — X, 0 X — X ) é mulunomial com pardmetros
—'E—, BT - “-5--'-‘-{1--‘— e n, (Note que essa distribuigdo nio
depende do pardmetro 4 do processo.)
Uma exposigdo funciona pelo periodo de T horas. Visitantes
chegam 4 exposigdo segundo um processo de Poisson com taxa
4 visitantesshora. Os visitantes permanecem na exposigdo até
o fim do periodo. Calcule o tempo medio total gasto pelos visi-
tantes na exposiqdao. (Sugestde. Dado que chegou um s6 visitante
durante as T horas, qual a média do tempo que ele permanece
na exposigido?)
Suponha que o nimero de passas num bolo inglés tenha distri-
buigdo de Poisson de pardmetro 60. Um jogador compra um bolo,
tira todas as passas uma por uma e reparie as passas entre ele e
voce da seguinte maneira: depois da extragdo de cada passa ele
joga uma moeda equilibrada, dando a passa para vocé se der
cara, comendo ele mesmo a passa se der coroa. Qual a distribuicdo
de namero de passas que vocé recebe? A esperanga’
Sejam X e Y independentes tais que X ~b{m, p) e Y~ b(n p).
Obtenha a distribuigdo condicional de X dada X + Y. Como se
chama essa distribuigdo?
Duas fontes radicativas, [ ¢ 11, emitem particulas (independente-
mente) segundo processos de Poisson com, respectivamente, pa-
rametros 4 e £. Seja Z, o numero total de particulas emitidas até
o instante , para t >0. Dado que Z, = k, onde k >0, qual a pro-
babilidade condicional da titima particula emitida antes do instan-
te ¢ ter sido da fonte 1?7 (A resposta ¢ igual a do exercicio 6(b).
Um possivel método de verificagdo: use o exercicio 16{e) do Ca-
pitulo 1, com A, o evento “n particulas emitidas até o instante ¢
pela fonte 1)

. Considere um processo de Poisson com parametro 4> 0.

{(a) Para t >0 fixo, sgja Z, o tempo transcorrido até o instante ¢
desde a ocorréncia ("chegada”™) imediatamente anterior. (£, = ¢
s¢ ndo houve nenhuma chegada em (0,:]) Calcule a distri-
buigdo de Z,. (Note que essa distribuigdo & aproximadamente
exponencial quando ¢ é grande).

=0

TR R PP T R R
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. Seja Xy, X,
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(b) Se T,., & o tempo transcorrido entre a n-ésima chegada e a
chegada numero n+ 1, qual a distribuigio de T,+17 Deter
mine a distribuicdo de W, =tempo que transcorre entre
instante ¢ a proxima chegada.

(c) Mostre que Z, + ¥¥, o tempo entre as chegadas que “cercam”
O instante ¢, € estocasticamente estritamente maior que T,

e, P(Z+ W, <x)<P(T,,, <x) Vx>0 (Esse & o “paradoxo

do tempo de espera™)

o

uma segliéncia de variaveis aleatdras inde-
pendeates ¢ identicamente distribuidas tendo distribuido ex-

1 .
—-, onde 4 =>0. Para

A

ponencial com média (>0 fixo, seja

N=max{n=0:5,<¢}, onde Sy=0ce¢ §, = > X, de modo que
i=1

N ¢ o indice da ultima soma parcial menor ou igual a ¢. Mostre
que NV tem distribuicao de Poisson com media ir. (Sugestdo, “Mer-
gulhe™ a seqiiéncia no processo de Poisson.)

§4.2

14. Suponha que Y possua densidade Sr(¥) e que a distribuigdo con-

dicional de X, dado que Y=y, possua densidade f(x]y}, para
todo y (ou pelo menos para “quase todo” valor possivel de Y).
Demonstre que

Sy = fry) fx] )
¢ a densidade conjunta de X e Y. (Observagdo: foi provado no
caso III que f(x}|y) _f}jﬁ} se existe uma densidade conjunta,
T,

de modo que a distribuigdo conjunta determina fHy) e flx]|y).
Este exercicio diz que fy(y) e (x| y) determinam f(x, y).)

- Considere o seguinte experimento de duas ctapas: primeiro, es-

colhe-se um ponto x de acordo com a distribuicio uniforme em
(0, 1); depois, escolhe-se um ponto y de acordo com a distribuigio
uniforme em {—x, x). Se o vetor aleatério (X, Y} representar o
resultado do experimento, qual serd a densidade conjunta de
X e Y7 A densidade marginal de ¥? A densidade condicional
de X dada Y7 (Sugestdo. Exercicio 14.)
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16. Observam-se duas lampadas durante suas vidas Otels. Suponha
as vidas independentes ¢ exponenciais de parametrc A Sejam X
o tempo de queima da primeira lampada a queunar e ¥ o tempo
de queima da segunda a queimar (X < Y).
(a) Qual a distribui¢io condicional de X dada Y7
) Qual a distribuigdo de ¥ dada X7

17. Suponha que (X, Y) possua distribuigdo uniforme em A, onde
A € uma regiic de drea positiva. Mostre que a distribuigio con-
dicional de X dado que Y=y ¢ uniforme em A, a secgdo de A
por y, onde definimos A, = {x:(x, y)e A}.

18. Demonstre que se P(Xe€B|Y=y)=P(XeB) para todo Be 4
e yelR, entio X e Y sdo mdepeudent&s de modo que X e Y sdo
independentes se, e somente se, a distribui¢do condicional ndo de-
pende do valor de Y. {Sugesido. Mostre que a fungio de distribuigdo
conjunta fatora.)

§4.4

19. Seja X uma varidvel aleatéria com densidade f(x), onde / é con-
tinua. Qual a distribuicdo condicional de X dada | X |? Verifique
sua resposta. {Observacdo: a hipdtese de continuidade de / ndo
¢ necessiania. Tente verificar a Relagdo 4.1 sem essa hipotese.)

20. Sejam X e Y independentes, cada uma com d1str1bu_u,_ao N0, o).
Qual a distribuicio condicional de X dada /X* <+ Y7 (Suges-
:do‘ ]:’(c,}_[*_'tpi? _ 10 e o prncipio da substituigdo.) Determine

+ Y7

2. E\pllqm como as solugdes nos casos I e I do §4.7 podem ser
consideradas conseqiiéncias do  principio da preservacio de
chances relatvas.

22 Sejam X e Y o minimo e o maximo de duas varidveis aleaténas

independentes com d:slrlbmgao comum exp{4), onde ~ >0. Mostre

de duas maneiras que Y — X | X ~exp():

{a) A partir da densidade conjunta de X e ¥ — X,

(b) Utihizando o principio da substitui¢do e o resultado do exer-
cicio 16(bl. '

23, Sejam X e Z variaveis aleatorias em (€., P).
(a) Mostrq que para 4 ¢ B borelianos,

Y
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P(ZeB|X =x) sc x€A
P(ZeB, XeA|X = x) { 0 se x ¢ A.

(b} Mostre que se P(Z eB| X =x)= :li para todo xe A, entio

P(ZeB]XEA):—%—.

1
(c) Sejam X e Y independentes tais que P(Y = 0)= CR Demons-
I
tre que P(X + Yz a|X=a)2 o

24. (a) Seja Xw-(X ., X)) um vetor aleatério com densidade
J(xqy e Xa) Use o principto da preservagio de chances re-
lativas para obter f(xy, .., Xi| Xg 1 - Xah @ densidade con-
dicional de (X, ..., X;) dado que (X 41, - X0 = (Xx4 15 s Xa)
onde 1 <k <n-—1.(Nio é preciso demonstrar formalmente.)

(b} Sejam X, X; e ’3 independentes com distribuigdo comum
U0, 1), com Xy, X5 € X5 as estatisticas de ordem. Dec-
termine a distribuicdo condicional de X3, dadas Xy ¢ Xy

25. Sejam X, ..., X, variaveis aleatorias independentes e identica-

mente distribuidas, com distribuigdo continua F. Seja X' = lrmj X.
Si%Sn

P[Xk__

(Sugestio. X"—y"=(x—y) (x" ' +x"Py+ ..+ xy " +y )
{b) Suponha F diferenciavel. Existe densidade condicional no

item (a)?

26. Prove: se X & constante quase certamente, ie, P(X = )= 1,
entdo P(X =c|Y=y)=1(Sugestdo. Use a Relagdo 4.1.) Deduza
a propriedade EC2.

27. Sejam X e Y variaveis aleatorias tais que EX*<cw e EY? < w.
Demonstre que Cov (X, Y) = Cov (X, E( Y | X)).




186

28,

31

34,

35,

Probabilidade: Um curso em Mlvel Intermediacdo

Suponha que X ¢ Y possuam densidade. conjunta
r

f{_‘:‘ y) — - » : . . )

0. caso contrario.

(a) Ache a distribui¢do condicional de ¥ dada X. Calcule E(Y | X).

(b) X ¢ Y sdo independentes? Por que?

{c) Prove que X ¢ Y sdo nio-correlacionadas. (Sugestdo, Use o
exercicio anterior.)

Seja X uma vanavel aleatoria. Cauchy-padrio.

(a) Conforme a Defini¢do 4.3, qual ¢ EX||X]|=w?

(b) Deduza que E[E(X|]X]] = 0.

(c) A propriedade basica E[E(X| Y)] = EX ndo vale nesse caso.
Existe uma contradigio nisso?

Se X >0, ocorre que EX = E[E(X|Y)] sem a hipotese de in-
tegrabilidade de X (se EX =+, entdo E[EX| V)= +=
também). Prove esse resultado quando X e Y sdo discretas.

O nimero de acidentes que ocorrern em certa [abrica em uma
semana & uma variavel aleatora com media p e varidncia G°.
Os nameros de individuos feridos nos diferentes acidentes sao
independentes e identicamente distribuidos com média ¢ e vari-
ancia t2, ¢ sdo independentes do nimero de acidentes. Determine
a média e a variancia do nimero de individuos feridos em uma
semana. (Sugestdo. Use o exercicio 30)

2. Caleule E(X 5| X1y Xi3)) onde X1, Xia, € X3, sdo as estatisticas

de ordem de uma amostra aleatoria da U[0, 1]. (Veja o exercicio
24(b).)

. Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo exponencial de

parametro 1. Seja t > 0 fixo. Ache E(X

max (X, 1)) e E(X | min(X, t)).

Mostre que se X e Y sdo variaveis aleatorias, entdo

{Sugestdo. Use indicadores e Cauchy-Schwarz.)

Seja (X, ¥) um vetor aleatério bidimensional. Suponha que ()X

T : 1 .
tem distribuicdo exponencial com: pardmetro 5 ¢ (ii) para cada

37.
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« >0, a distribuigdo condicional de ¥ dado que X =xeéU[0x*]

l - . e k]
Fm outras palavras, X ~exp{-5] ¢ Y] X =x~1U[0 .
{a) Qual ¢ a distribuigdo de £ = Yj X3

(b} Calcule EX EYe Cov(X, T)

Sejam X e Y varnveis aleatdorias tais que Y lem esperanca finita.

{a) Mostre gque a variancia condicional de Y dada X, como de-
finida no exemplo 14.¢ a varidncia da distribuigio condicional.

(b) Demonstre que Yar I'= E[Var(Y|X)] + Var [E(Y | X)) ie.
4 varincia de Y é a soma da esperanga da vanincia condi-
cional e a variancia da esperanga condicional (Para sumplhi-
ficar a demeonstragdo, pode supotr que a variancia de Y seja
finita.)

Sejam X e ¥ variaveis aleatorias com segundos momentos finitos,
¢ seja Z uma outra variavel aleatdria. Demonstre a seguinits for-
mula:

Covi(X.Y) = E\Cov{{X. V)| Z)} +
onde Cov(X. V)| 2V E(XY|2) —~ E(X|Z) E(Y

Cov (E(X | Z) ElY | Z)).
.

. Suponha que em um temporal, o numero X de gotas de chuva

que caem no [IMPA durante um segundo tenha distribuicdo de
Poisson com parametro 4 >0, onde ;. representa a intensidade
de chuva. Suponha que o pardmetro / seja uma variavel aleatona
que tenha distribuigdo gama com parametros x>0 ¢ f=1, Le,
que sua densidade seja dada por

_l...._/‘J'lr_, Aoa =0
fUy =40 B
0 i< 0.

{a) Mostre que

P+ (L
3 e L) e JLEAC A , k= 0,1,2,....
PO =00 =TTk + ) ( ?) -

(b) Usando métodos probabilisticos, demonstre que

.,

. /k +n— L l )
— = i'”r ardg n = 11 21
2““ ( ) 5 par

n

K N

{Sugestdo. Calcule a esperanca de X de duas maneiras diferentes).
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. Caleule E(X,|X =1) no exercicio 25,

Determine E(X|Y) e E(Y|X) no exercicio 15 (Voce pode de-
termina-las so olhando para a densidade conjunta?) Calcule
Cov(X,Y). X ¢ Y sao independentes?

Seleciona-se ao acaso {ie, conforme a distribuicdo uniforme)
um nomero entre O e 1. Se x & o ndmero selecionado, langa-se n
vezes {independentemente) uma moeda com probabilidade x de
dar “cara”. Seja Y a varidavel aleatoria que representa o numero
de caras lancadas.

fa) ¥ & vandvel aleatoria discreta ou continua?

(b) Calcule a esperan¢a e a varifncia de ¥

fa) Demonstre que se X e Y sdo independentes, entdo

PX <Y)= | (I — Fylx))dF4(x).

=

(b) Sejam X ¢ Y independentes, X exponencial de parametro 7 e ¥
uniforme em [0,2], onde £ >0. Calcule P(X < V), P{X =>1Y)
¢ PX =Y)

Fregueses entram em um supermercado conforme um processo
de Poisson com pariametro . Ha luz no supermercado enquanto
nio queima um fusivel instalado no tempo ¢ = 0. e cuja vida util
T tem distribuigdo exponencial com parametro ¢. Qual o numero
esperado de fregueses que entram no supermercado enquanto
ha luz? (Suponha T independente do processo de Poisson)
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CAPITULO V

A LEI DOS GRANDES NUMEROS

§ 5.1 Introducio as Leis Fraca e Forte dos Gran

des NUmeros

A idéia em que se baseia a Lei dos Grandes Numeros ja foi abor-
dada no Capitulo 3, para o caso discreto (mas a idéia € a mesma para
o caso geral): consideremos certo experimento basico, com a varidvel
aleatoria X representando o valor de um caracteristico numérico do
resultado. Pensemos na realizacio deste experimento n vezes (n grande),
de tal mancira que as realizagdes sejam independentes. Suponhamos
aue depois de cada “ensaio” do experimento registré-se o valor do
caracteristico numérico do resultado; chamemos este valor um obser-
vado. Em linguagem informal, usada as vezes na Estatistica Aplicada,
diz-se que os n observado formam “uma amostra aleatona da vanavel
aleatoéria X7 ou “n observacdes sobre a varidvel aleatoria X7 A Lel
dos Grandes Numeros aflirma que a média aritmética dos n valores
observados é aproximadamente igual a £X quando n € grande; de
fato, ela afirma que esta média aritmética das observagdes converge,
em certo sentido, para a média EX, quando n— .

Tratemos agora de construir um modél_o para o experimento re-
petido. que contemplamos acima. E claro que o experimento que
consideramos € um exemplo de experimento composto. pois consiste
em realizar n experimentos sucessivos, a saber, n ensaios independentes
do experimento basico. Para experimentos desta natureza, um resul
tado possivel € uma seqiiéncia de n resultados possiveis do experimento
basico. Portanto, se Qg € 0 espago amostral do experimento basico.
entdo o espago amostral para ‘o experimento composto € 0 conjunto

de seqiiéncias de extensido n de elementos de g, ie,
Q, = {w,,....o ) wely, i=1..n}

ou seja, £, é o espaco produto Qpx ...
de (, consigo mesmo n vezes,

x {}g = Q§. 0 produto cartesiano
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Mas ndo ¢ exatamente €, em que estamos interessados para fazer
nosso modelo, pois na realidade estamos considerando um expermen-
to global que consiste em realizar n ensaios do experimento, para n
grande, e depois passar ao limire para aplicar a convergéncia afirmada
pela Lei dos Grandes Numeros. Por isso, o espago amostral do expe-
rimento global consiste nas seqiiéncias infinitas de elementos de 02y, 12,

Q

il

Hwy, w, L) weQy, i =12
d

ef
Qp x Qo % ... = QF.

fi

Aqui. w, ¢ o resultado do n-ésimo ensato do experimento basico.

Nio vamos completar o modelo probabilistico para o experimento
global, pois utilizaria conceitos da Teoria da Medida e fugiria dos
propositos deste livro. (Poderiamos completar o modelo utilizando
para o/ a g-algebra produto & para P, pela hipotese de independéncia
dos ensaios, a probabilidade produto. O leitor interessado pode con-
sultar qualquer livro mais avancado de probabilidade, tal como Feller
(9]. §1V.6. Para uma discussao mais elementar, no caso discreto, veja
Feller [8). §V.4

Ja que vamos registrar um certo caracteristico numérico do re-
sultado do n-ésimo ensaio, para todo n, estaremos registrando os va-
lores de uma segiiéncia de varidveis aleatorias. Com efeilo, como
X{wg) representa o valor do caracteristico numérico do resultado do
experimento basico {wo € 0,), entdo, quando © resultado da seqiiéncia
de ensaios for w = (@, W, -.-» OS valores observados serdo X{w,)
X{w,), ... . E vonveniente representar por X, o observado do n-ésimo
ensaio. Assim, X, & fungio do resultado @ do experimento global, com

X (w) = X{w,),

e no decorrer do experimento serdo registrados os valores das varidveis
aleatorias X, X,,.... Notemos que X, tem a mesma distribuigdo
de X, pois trata-s¢ de uma seqiiéncia de repetigdes do mesmo expe-
rimento, _
Como as X, dependem de ensaios independentes, elas sdo inde-
pendentes. Como tém todas a mesma distribui¢io, sdo identicamente
distribuldas. Na literatura de Probabilidade, ¢ comum dizer que X,
X,, ... sdo iLid. (independentes ¢ identicamente distribuidas. Recor-
dermmos que sdo independentes, por definigio, se X, ..., X, 540 inde-
pendentes para todo n = 2.). Se X, ¢ integravel, entdo todas elas o sdo,
pois possuem A mesma distribuigdo, e EX,=EX,Vn Neste caso,
como a Lei dos Grandes Nameros diz que o valor médio observado

3

— s
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em n ensaios converge para EX{=EX,) quando n—oc, lemos a se-
guinte versdo da Lei dos Grandes Niumeros em lermos de variaveis
aleatonas:

Se X, X, ..
integraveis, entdo

sio independentes, identicamente distribuidas e

(O tipo de convergéncia serd visto adiante.)

EXEMPLO 1. Se vocé jogar uma moeda honesta n vezes, indepen-
dentemente, ¢ contar o namero S, de caras obtidas,

Y e .
entdo T; a freqiiéncia relativa de caras, convergira para 1/2 quando

n— co. Esta conseqiidgncia da Lei dos Grandes Numeros é bastante
intuitiva e todo mundo a aceita sem maiores problemas. E claro que
& conseqiiéncia imediata da definigio de probabilidade como limite
de freqiiéncias relativas, mas essa definigdo ndo ¢ a adotada por nos.
Portanto, vejamos agora que este resultado realmentc decorre da Lei
dos Grandes Numeros enunciada acima.

O espago amostral do experimento global ¢ o conjunto de se-
gliéncias infinitas de caras ¢ coroas:

Q= {{w,, 0, .0 w, = couw,=¢ n=12% b
O caracteristico numérico do resultado basico (¢ ou ¢) em que estamos
interessados é o indicador da propriedade de ser cara, Le, X(c)y=1,
X(¢) = 0. Portanto, com X {w)= X(w,), temos X.=1 se, e somente
se, 0 n-ésimo langamento da cara (com X, = 0 se da coroa). Em outras
palavras, a varidvel aleatéria X, & 0 indicador do evento “cara no
n-ésimo langamento”,

Como a moeda é honesta, X, tem distribuicio binomial com
parimetros 1 e 1f2; X ~b(l, 1/2). Recordemos que os langamentos
da moeda formam uma seqliéncia de “ensaios binomiais”
de Bernoulli”: a variavel aleatéria X, &, portanto, o indicador de

ou “ensalns

“oucesso” NO n-ésimo ensaio, € S, é 0 numero de sucessos nos pri
meiros n ensaios. (Foi Bernoulli quem provou a primeira Lei dos
Grandes Numeros, justamente para o caso de ensaios binomiais. Yeja
o Corelario do Teorema 3.1 '
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Entdo, X, X,, ... compdem uma seqiiéncia de varidveis aleatod-
1 2

nas independentes e identicamente distribuidas, com €SPEranga comuin

EX,=1/2, ¢ a Lei dos Grandes Nimerds diz que

S = _’E‘/_l._.f._:_‘_:..._“.}'_k_/_" ~ EX| = ,]?—

" H L

Observagao. De um modo geral, na Teoria da Probabilidade 0 espaco

amostral em si ¢ de menor importancia que as relacdes
entre as vandvels aleatérias consideradas. Isto vale porque as pro-
priedades de varidveis aleatdrias sdo determinadas por suas distribui-
¢oes, inclusive distribuigées conjuntas, independentemente do espago
amostral no qual as varidvels sdo definidas. No exemplo 1, o impor-
tante € que X, X,, ... sdo independentes e identicamente distribuidas
com distribui¢do comum b(1, 1/2). Poderiamos ter chegado imediata-
mente a essa seqiéncia sem ter passado pelo espago €L através do
seguinte argumento:

Se X, é o indicador de sucesso (cara) no n-ésimo ensaio, entdo
decorre diretamente das hipdteses (a moeda & honesta e os langamentos
independentes) que as X, sdo independentes e identicamente distri-
buidas, com X, ~ b{1.1/2).

A questdo Obvia agora é a seguinte: de que tipo é a convergéncia
afirmada pela Lei dos Grandes Nimeros? A resposta que serd dada
neste capitulo: convergéncia em probabilidade (a Lei Fraca de Khint-
chin) e convergéncia quase certa {a Lei Forte de Kolmogorov). Con-
sideremos, portanto, as definicdes dos dois lipos de convergéncia.

Seiam Y, Y,. Y,,... varidveis aleatdrias definidas em um mesmo
espaco de probabilidade (<, P).

DEFINICAO 5.1. Y, converge para Y em probabilidade se para todo
>0,

P({Yn — Y| = ¢ =0 quando n — x.

Notacdo. Y, 5 v

DEFINICAO 5.2. 1, converge para Y quase certamente se P(Y,— Y
quandon— ol =l ic.seoevento Ay = lw: Y{w)—

— Y{w)} & de probabilidade 1.

b

]
-

L T
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Notemos que convergéncia quase certa é convergéncia pontual,

- com probabilidade | — costuma-se dizer que Y,{w) converge para Y(w)

para “quase todo”™ w. Interpretando w € Q como um resultado possivel
de um experimento, a seqiiéncia Y (w) de caracteristicos numéricos
de w converge para Y(w) para quase todo resultado o do experimento,
quando Y, -+ ¥ quase certamente.

No exemplo I (langamentos de uma moeda honesta), as variaveis

aleatdrias ¥, = —- formam uma seqii€ncia de caracteristicos numéri

cos do resultado do experimento, pois se w = (w,, @,, ...} é uma se
qiiéncia de caras e coroas (um resultado possivel), entdo Yifew)= I/n =
(nimero de ¢'s entre w,, ..., w,). Serd conseqiiéncia da Lei Forte dos
Grandes Numeros que Y,- 1/2 quase certamente.

Por outro lado, convergéncia em probabilidade ndo diz respeito
a convergéncia pontual — apenas afirma que para valores grandes de
n as varidveis ¥, e Y sdo aproximadamente iguais com probabilidade
bem alta. Convergéncia em probabilidade ¢ mais fraca que conver
géncia quase certa, ja que

convergéncia quase certa = convergéncia em probabilidade,
convergéncia em probabilidade % convergéncia quase certa,
" T - = s P
PROPOSICAQ 5.1. Se Y,— Y quase certamente, entdo Y =Y.

Prova. Suponha que Y, Y quase certamente ¢ seja ¢ >0 fixo, Pre
cisamos provar que

P(Y, - Y| > &) 0.

Seja Ag = {w: Y(w)— Y(w)}. Por hipdtese, P(4,)= 1. Para todo
we Ay, [Yfw)~ Y(w)| <e para todo n suficientemente grande. Seja
A, o evento “para todo k>n, |Y,— Y| <e", ie.

A= (1% - v]<e)

Se we Ay, entdo we A4, para algum n. Mas 4, C Ayey, logo

AO C U A,., == iim A", K]
ne n-on
Portanto, 1 = P(4,) < P(\J A,) e, por continuidade de probabilidade,
nel

PlAYT L.
Mas A4, C[|Y, - Y| <c], logo P(|Y, - Y
2e)=1=P|Y,~ Y| <e)=0. O

<gl=leP(Y, - V|2
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EXEMPLO 2. Uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias que converge
‘ em probabilidade ¢ ndo quase certamente,

Seja X uma varidvel aleatdria com distribuicdo uniforme no in-

tervalo [0 1]. ¢ coloquemos os intervalos bindrios basicos de [0, [

na seguinie ordem: '

L= (00 e = [0012) 1y = (12, 1], 1o = [0, 1/4), ...y = [3/4, 1],
s =[0,1/8), ...,

i - M
Ge manewra que para m=0,1,2, .., ¢ i=0,1 , 2" — |, temos
a2 ,

1,.%,.;[_'1_ ‘L[]
: S50 |

Entio os 2™ intery a e ; ‘ b i

o nmao os 27 intervalos de comprimento 1/2" cobrem o intervalo

[0, 1], ao mesmo tempo que seu comprimento fica cada vez menor.
Definamos ¥, igual ao indicador do evento [Xel,] ou seja,

L]

V- lse Xe/f,
0se X&1_.
(‘5\ _scqiiéncia Yy, Y2, ... converge em probabilidade para a varidvel
aleatoria constante Y =0, pois, se 0 << |,

£

Y,—0|=ze)=P(Y,= )= P(Xel),

¢ esta probabilidade, que & igual ao comprimento de /,, converge
para zero quando n— . (Se e > |, é impossivel que Y, —0] =¢, logo
P(Y, 0| = P(Z5) = 0) o
\Por outro lado, Y, ndo converge quase certamente para zero.
I.)C fato, ndo converge em ponto algum, pois qualquer que seja o valor
de X, este valor pertence a um ou dois dos 2" intervalos de compri-
mento‘ 1727, para todo n. Logo, se we (), Y,(w) assume o valor 1 para
um numero mfinto de n's, assim como assume o valor 0 também

para um numero infinito de #'s, P()IIEt[][O, )‘;{(:J) ndo converge para
) [ ]
cada well

. Agorla formularemos a Lei dos Grandes Nameros de uma ma-
neira_mais geral do que foi feito no inicio deste capitulo:

_ Sejam X, X,, ... varidveis aleatorias integrduveis em ((), ./, P), e
sejarma Sy, Sy, ... as somas parciais, definidas por §,=X, 4o s X .
(Notemos que S, S,, ... também silo variaveis aleatrias em (€0, ., _Pl)n.j

¥

T S

-

A Lal dos Grandas Nomeros 195

Dizemos que X, X, ... satisfazem a Lei Fraca dos Grandes

Numeros se

S» — ES. — 0 em probabilidade,
n

ou, equivalentemente, se

s

P( .Y_]-ﬁ' + ;‘(,, - (E4¥; + .+ EX")
s

ZE>—»0.‘J‘E>0,

Dizemos que X, X, ... satisfazem a Lei Forte dos Grandes Nu-

meros se

e —% . — 0 quase certamente,

ou, equivalentemente, se

(X, = EX)+ (X, = EX) b 1 (X, = EX.)

i

— 0 quase certamente.

Pela Proposicdo 5.1, se a seqliéncia X, X, ... satsfaz a Lei
Forte, entdo satisfaz a Lei Fraca (logo a Lei Forte ¢ realmente mais
“forte™).

Em termos intuitivos, este conceito mais geral da Lei dos Grandes
Nimeros pode ser expresso assim: uma seqiiéncia de varavels alea-
t6rias satisfaz a Lei dos Grandes Numeros se, quando n & grande, a
meédia aritmética dos primeiros n observados ¢ aproximadamente igual
4 média aritmética das suas médias (esperangas), ou seja, S./n € apro-

ES, EX, + ..EX,

ximadamente igual a —F = — R )
H H

Observagdo. Se as variaveis aleatorias X, (8m a mesma média finita
i, entdo elas satisfazem a Lei Fraca (ou Forte) se, ¢ so

S .
mente se, % — u em probabilidade (ou quase certamente). Isto vale
n

. ES S -
pois neste caso —= = 21— 0 em probabilidade (ou quase cer

f H

S .
tarmente) se, e somente se, -*—p em probabilidade {ou quase certa
H -

mente.)
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TEOREMA 5.1. (Lei Fraca de Tchebycher). Sefam X |, X ,, ... varidveis
aleatérias independentes 2 a 2 com variancias finitas
e uniformemente limitadas (ie, existe ¢ finito tal gque para todo n,
Var X, <c¢). Entdo X,, X,,... satisfazem a Lei Fraca dos Grandes
Nimeros: '
Sy ES, P* 0.
n

Prova. Precisamos mostrar que para e > 0,

> z—:) — 0 gquando n— .

Como Var §,=Var(X, + ... + X,) = }_ Var X, < ne adesigualdade de

i=]

Tchebychev imphica

Var§, _

= 0. ]

£tns £™n

Observagio. Pela Proposicdo 3.6, basta que as X, sejam ndo-correla-
cionadas em vez de independentes 2 a 2.

COROLARIO. (Lei dos Grandes Nimeros de Bernoulli, publicada em

Ars Conjectandi, 1713). Consideremos uma sequéncia
de ensaios binomiais independentes, tendo a mesma probabilidade p de
“sucesso” em cada ensalo. Se S, € o mimero de sucessos nos primeiros
N oensaios, entao

St — p em probabilidade.
H

Prova. Seja

Vo= {1 se o n-ésimo ensaio é sucesso
" 1{} se 0 n-ésimo ensalo € [racasso.

Entdo X,. X,.... sdo independentes. identicamente distnbuidas ¢ in-
tegraveis. com mécia g =p. Como Var X, =p(l —p), a Let Fraca de
Tchebychev implica que

b |
I
’i
el
A
:i:
Ca
-
i
i.
o
-
. l
-
P
3
L3
-
-
<
L3
-
-
1
o

I
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ou, equivalentemente,

A hipotese de variancias finitas foi eliminada por Khintchin, que
conseguiu provar a Lei dos Grandes Numeros no caso de varidvels
independentes ¢ identicamente distribuidas, supondo apenas integra
bilidade:

TEOREMA 5.2. (Lei Fraca de Khintchin). Se X, X4, ... sdo indepen-
dentes, identicamente disiribuidas e integrdceis, com
média comum y, entdo

S_’.‘. — g em probabilidade.
n

Prova. Omitida, pois o teorema ja ndo tem muita importancia (é con

seqiiéncia da Lei Forte de Kolmogorov). Porém, o método de
prova {truncamento) utilizado por Khintchin, aparentemente introdu
zido por Markov, serd usado na prova da Lei Forte. {J

§ b.2 Sequéncias de eventos e o Lema de Borel
Cantelli

Neste paragrafo, consideraremos o lema de Borel-Cantelli. uma
ferramenta das mais dteis na Teoria da Probabilidade e uma pega

importante na prova da Lei Forte.
Se 4,,A,,... ¢ uma seqiiéncia de eventos, 1e., se 4, C€) para
n=1,2,..., o limite superior da seqiiéncia & definido por

limsup A, = m U Axs

B o n=1k=n

o limite inferior &, por defini¢édo,

'g =]

liminfA, = [ ) A..

n— 0 a=1k=n

Por conveniéncia, costuma-se indicar esses limites por limsup 4, ¢

lim inf A,. deixando implicito o qualificador “n— oo™ :
O evento lim sup A, ¢ o evento “ccorréncia de um numero inh

nito dos A,". pelo segundo raciocinio:
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-+ Ev
Se we limsup A4, entdo we | A4, V. Como we | ) Ay, we Ay,
k=n k=L

1

' a0
para algum k,. Mas we |J) Ay, logo we= 4, para algum k; > k.
k=& 1
xn

Continuando, temos we | ] A, logo we A, para algum ky >k,,
k=ky+1

ete. Desta maneira obtemos uma seqliéncia crescente de inteiros po-

sitivos ky < k> <ky < ..., que dependem de w, tais que we A, Y

Portanto, & pertence a um numero infinito dos A,.
Reciprocamente, s¢ @ pertence a um nimero infinito dos A,

x
entio wEIU A,,¥n, de modo que we limsup A4,. Concluimos que

K=aA

w & lim sup A, se. ¢ somente se, @ pertence a um nimero infinito dos A,

Notacdo. lim sup 4, = [ A, infinitas vezes]. (Salientamos aqui: o evento
=4, infinitas vezes” € o evento “ocorréncia de um namero

infinito dos A,”. Cada A4, ocorre ou ndo, portanto ¢ importante nao
cair no erro de pensar em infinitas ocorcéncias de, por exemplo, A,.)

O evento liminf A, também tem uma interpretagdo intuitiva: €
o evento “ocorréncia de A, para todo n suficientemente grande”. Para

£
ver isso, note que w € lim inf A, se, e somente se, we () A paraalgum
k=ng
ny = nplw), ou seja, we A, para todo k suficientemente grande (k = ng).
Caso lim sup A, == liminf 4, 2/ 4, este evento & chamado limite de
A, e escrevemos 4 = lim A, ou A,— 4. Neste caso, P{A,) converge
=
para P(A), se 0s eventos 30 aleatorios (exercicio 7 do Cap. 1), de modo
que probabilidade é continua ndo somente para seqiiéncias monéto-
nas (a propriedade P6, §1.1), como também para seqii€ncias conver-
pentes neste sentido mais geral. (Exercicio. Mostre que se A,7T4 ou

A, LA entdo A = Him A,.}

now
F Rl

PROPOSICAO 5.2. (Lema de Borel-Cantelli). Sejam A, A,, ... even-
tos aleatdrios em (Lo, P, ie, A,/ ¥V

{a) Se } P(A,) < w, entdo P(A, infinitas vezes) = 0.
(b) Se 3. P(A) =% e o5 A, so independentes, entdo P(A, infi-

=

niras vezes) = |,
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Observagdo. O item (b) ndo vale necessariamente sem independéncia.
Por exemplo, seja 4, = A ¥n, onde 0 < Pi4) <1, Entdo

vezes) = Pld) < 1.

H
|5

Prova. (a) Se ZP(A4,) <o, entdo Y
k

P(4J—0 quando n—20. Mas

[\

A

) ) . ES
[A, infinitas vezes] C | ) A, ¥n, logo
k=n

E I
P(A, infinitas vezes) < P(U A.L> < VP4 — 0.
k=n k.:n
Portanto, P(A, infinitas vezes)=0.

x
{b) Basta provar que P(U Ak)l\a’n (pois [ A, infinitas vezes] =
. k=n

b kS
- | ; 5 . .
= .\J A, € a intersegdo de um namero enumeravel de eventos de

a=1k=n

probabilidade um, é também de probabilidade um). Para tanto, seja

= n+m
B, = U A.. Entio B, contém | A, para todo m, e
k=n A=n
B; c(u Ak) = () AL
k=n k=n

Logo para todo m,

l — P(B,) = P(B}) < P("@"‘ Ai) = (pela independéncia) =
=[] PAY = [] (1 - PlAY).
k=n k=n

Como | — p<e P para 0<p=<1, temos

nt - n+m
| — P(B,) < xI g~ FldAn gxp{_ Z p(m}} 0
=A k=n
A+m
quando m— o0, pois Y P(A;) + o quando m— o, Logo P(B,) =
k=n

¥n, como queriamos demonstrar. [

COROLARIO. Consideremos uma sequéncia de ensaios binomiais in-
dependentes com probabilidade p, de sucesso no n-ésimo
ensaio, Seja X, =1 se o n-ésimo ensaio ¢ sucesso, =0 se é fracaso. Entdo,
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n=g

n=1f

o L
vale o seguinte: se ): P =+ o0, entlo P( }_‘ X, = -’L) =1 por ouiro

lado, se }: Pn <, entdo P (z X, <co) =1

"=l =1

Em outras palavras,

Lp, < o0 = um ntmero finito de sucessos, quase certamnente,
v — 4 i 1
 “Pa = OO = um numero infinito de sucessos, quase certamente.

Prova. Seja A4, o ever to “sucesso no n-ésimo ensajo” = (X, =1]. Entdo
P(A,)=p, e s A, sdo independentes. Por Borel-Cantelli,

2p, < ¢ => P(A, infinitas vezes) = 0 (item (a))
Lp, = oo = P(A, infinitas vezes) = 1 (item (b)).

Mas [ 4, infinitas vezes] = “um numero infinito de sucessos entre
todos os ensaios” e [ A, infinitas vezes | = “apenas um nOmero finito
de sucessos entre todos os ensaios”™, Portanto,

[A. infinitas vezes] = [ZX, = o],
[A, infinitas vezes]* = [ZX, < oc]. [

EXEMPLO 3. (Este exemplo ¢ classico.) Colocar um macaco diante
. de uma maquina de escrever, ¢ é razoavel supor que
haja uma probabilidade positiva, embora reduzidissima, dele bater as
obras completas de Shakespeare sem erro. Chamar o primeiro ensaio
de sucesso se cle realiza essa faganha. fracasso quando ele faz o pri-
meiro erro. No final do primeiro ensaio, que provavelmente chegara
logo, dar-lhe comida (para garantir a independéncia dos ensaios) e
comegar o segundo ensaio. Continuar assim até o infinito. .
Pelo carolario, com p, = p > 0¥n, ha probabilidade 1 dele escre-
ver as obras completas de Shakespeare um nimero infinito de vezes.

EXEMPLO 4. Para complementar o exemplo 2, exibiremos outra
sequéncia de varidveis aleatorias Y, que converge em
probabilidade mas ndo quase certamente.

Sejam X, 5X,, ... independentes e identicamente distribuidas, com
X, ~exp(l), ie,

Fy(x) =

n

0 se x <0
I —e " se x>0,

-y y ‘}‘n
¢ seja Y = Lﬁ—gﬂ" para n > |.
L

o 1
i |

SR
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Entdo Y, 50, pois Ve> 0,

P Y,| =)= P(X,2clogn) = e /%" = }Ii—‘—v» 0.

Para provar que Y,#0 quase certamerte, basta verificar que
P(Y, > ¢ infinitas vezes)= 1 para algum & >0, pois, nesse caso, lere-
mos Y, > ¢ infinitas vezes, com probabilidade I, e este evento implica
que Y, ndo converge para zero. (Formalmente, seja 4, =[Y, > ¢]. Se
we [ A, infinitas vezes], entdo Y,(w)>¢€) para um nimero infinito de
n's, logo Y (w) ndo converge para zero. Se provarmos P(A, infinitas
vezes} = |, teremos P(Y, A 0)=1.)

Os eventos [Y,=¢] sdo independentes, pois as Y, o sdo, ¢

TP(Y, 2 &) = TP(X, > slogn) = Ke~ e z# = o,
se 0 <&< 1. Pelo item (b} de Borel-Cantells, P(¥, > ¢ infinitas vezes) =

=1,s¢e D<e<gl.

Observagdo. Para completar este exemplo, precisamos verificar a exis-

téncia de varidveis aleatdrias independentes com distri-
buigdo comum exp{l). A justificativa dessa existéncia ja apareceu na
introdugdo deste capitulo, quando falamos de um expenmento bésico

em que podiamos observar o valor de uma varidvel aleatéria X e-

consideramos uma seqiiéncia de repetigoes independentes do experi-

mento, com X, representando a observacio da variavel aleatdria no-

n-ésimo ensaio. De fato, podemos afirmar a existéncia de vanaveis
aleatoras independentes X, X ,, ... tendo qualquer seqliéncia fixa de
distribui¢bes. A prova disso ndo serd dada, mas o resultado € intuiti-
vamente razodvel: basta pensar em realizar uma seqiiéncia de experi-
mentos independentes, de maneira que uma variavel aleaténia X, com
a distrnibuigdo desejada seja observada no n-ésimo experimento. Enun-
ciamos esta afirmagio na forma de uma proposi¢io:

PROPOSICAO 5.3. Sejam F,, F,, ... fungbes de distribuicio quaisquer.

Entdo existem um espago de probabilidade (SL ., P)
e uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes X |, X 1, ..., defi-
nidas neste espago de probabilidade, tais que F, é a fungcdo de distri-
buigido de X,.
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56.3 A Lei Forte

As provas desta se¢do sdo de natureza mais ou menos técnica e
poderdo ser omitidas em uma primeira leitura. E recomendavel, con-
tudo, que mais cedo ou mais tarde o leitor tente entender a prova do
Teorema 5.5 (a Lei Forte de Kolmogorov).

Como mais uma aplicagio de Borel-Cantelli, temos:
TEOREMA 5.3. (Reciproca para a Lei Forte de Kolmogorov). Sejam

X1, Xy, ... varidveis aleatdrias independentes e iden-

ticamente distribuidas. Se ElX,|= +c0, entdo, com probabilidade 1,
a sequéncia

_EfL - _IX_ILLX"J_ n=12
I

L ]
n
ndo é limitada,

Observacdo, A Lei Forte afirma que se as X, sdo integraveis, entdo
—* converge para um limite finito {=EX ) com probabili-
n

dade 1. A reciproca diz que se as X, nio forem integraveis, entdo, com

e S. . - . .
probabilidade 1, ** ndo convergira para um limite finito.
n

Prova. Se E|X,|= +co, entio

E(J—):}L) =+ o0, Yk = 1,2, ...,
Pelo critério para integrabilidade (§3.3),

(B er)-

n=1

As variaveis X, sdo identicamente distribuidas, logo

So(Mtee)- o)< £ p(Ha e

A= n=1

- 1
Por independéncia das X,, os eventos A, = (—[-A"I-- > kJ sdo inde-
n

pendentes, e Borel-Cantelli implica

P (_L‘i‘fn"l > k infinitas vezes) = [, Yk

INHEINT}

'“i'i”"i._u...l_
W/
G
& I
£ .
)

o

r‘ C
"
[
"
b o
el

MR
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| C e X i
Farzendo By = 1:[‘{—"'— > k infinitas vczca}, temos

n
P(ﬁ Bx)i L
k=1

\ yvel de 3 abili-
pois a intersegdo de um numero enumeravel de eventos de probab

el
dade | também tem probabilidade L. Mas o evenlo () By ¢ o evento

k=1

’ ; ' ;' ou seja, ¢
" _LJ&,.‘ > k para um nimero infinito de n, para todo k", ou se

e

ténct Xl ilimitada.” (Isto significa: we N By <=

> ~a sequéncia —— 1,
0 evenlo "a seq -
@m—{jﬁi ¢ seqiiéncia ilimitada.)

H

1 X,
m A2m & jlimitada
i ¥ strar que se mtoé ilimitada,
Para terminar a prova, basta mostrar q "

SJ— também ¢ ilimitada. Agora, com Sg =0, temos
n

entdo -

_L‘X;’LL — .JS_"?_.:EQL < J_’S"L + ._I.‘,S.";ll_.‘

H
Xol ¢ flimi do A5l ¢ ilimi-
para n=1,2,.... Portanto, se Lnl ¢ ilimitada, entdo .

tada ou _[Sﬂ_ ¢ ilimitada (se as duas seqiléncias fossem limitadas,
il
a sua soma também seria). Mas se n> 2,
[S"_—£| _—
I

n ) Sa- 1 T o te
1 - | odc -l-—”—l ¢ ilimitada se, e somen
> — bdo que

e < <1, de m q p

[a]

n
~ Sn"‘l - a a
se SEAN também o ¢ (notemos que ::Ln_n IL para n > 2, form
"oon

. S
mesma seqliéncia que l—n"l—, n= 1. [

1 3 5] a oo n-
Comecaremos agora a provar a Lel Forte. Prlmmrr_:, uma cxte
sio da desigualdade de Tchebychev.

[
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PROPOSICAQ 54. (Desigualdade de Kolmogorav). Sejam X, ... X,

varidveis aleatdrias independentes tais que LX*— 0

e Var Xy <, k=1,...,n Endo, para todo i >,

n

Z Var X,

Plmax |5, = i)=< - ~1-— Var S,

l5k<hn

()nl’n”f_’ Sk = X] + ...+ X*.

Prova. Recordemos a técnica usada na prova alternativa da desigual-

dade generalizada de Tchebychev, que pode ser assim esque-
matizada: a

S!l‘ §,J>/} 1y gy =
E52>,x Elf 1z 50 = 27 P(S,,,>/)

P L st = L vars,,
73

S, =2 4) <

Agora queremos uma cota superior para P{ max Si= /%) Para
l=k=h

tanto. seja A = [ max S > ;2 *]. Vamos decompor A conforme a pri-

1=2k=n

: definamos
Ay =[5> z"]
B ) A'a:‘,[Sl{/ 532/]
=[S <2 .. 8SE, <t St =4 para 2<k<n

meira vez que §% > ;*:

n
Entio os 4, sdo disjuntos 2 a 2 e 4 = ) Ay

Il
e |
-

'i
_

i
i 1#
e
i
T

N
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I,Ogo I.-l = z I,lk €
k=1
SyzSta= Y Sily=
k=1

" -
ESE > }“ . (5.1)
ituir S2 jrio (pois SE = 4% em
Queremos substituir S2 por S no somatério (pois Si =4 ¢
i 3 L] R I
A,, e nio vale necessariamente S; > A%); o truque € escrever

- S, 4 S =18, — S)P + ST+ 2S, ~ S)S,
> S2 + S, — S Si.

Portanto,
ES; 1. = ES? 1.+ 2E[{S,— SJ Sk I.)
Como S, — Sy = Xxsr + ... + X, ¢Sy, dependesdde X, ..., Xy,

as duas sdo fungdes de familias disjuntas de variaveis independentes,
logo sdo independentes e a esperanga fatora:

E[(S, — S Sda] = E(S, — S0 E(Sd 4,).

Como E(S,— S5,) =0, temos

ES}1, 2 ES}1, = (pois S{ = /A% em A
> Eill, = A2P(A)

A

Por (

A

ES! > Z = A2P(A)

logo

p(,q}<1—}-"5 _I—VarS |

/.2

TEOREMA 5.4. {Primeira Lei Forte de Kolmogorov). Sejam )s X X
varidveis aleatérias independentes e integrdvels, ¢ su
ponha, que
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Entdo as X, satisfozem a [ej Forte dos Grandes Numeros,
ACIERTL R SR (2 e

f fl

Le.,

-------- == 0 quase certamente.

Prova. Basta supor £X,=0Vn (No caso geral, seja ¥, = X, — EX,.

Entio EY, =0, Var Y.=Var X, e as Y, satisfazem as condigoes
do teorema. Se o teorema vale para o caso EY, =0, entdo

" — 0 quase certamente,

-’Y - '1 ‘F_ pae 7 & - o
LF EE——iﬂL—Eli — 0 quase certamente.)

: S,
Queremos mostrar que —= — 0 quase certamente, onde S,=X, +
n

P+ X, Para tanto, basta mostrar que

|
M, max _._E&_L

— 0 quase certamente (Quando n — =a))
In<kean-y

Provaremos isto em duas etapas:

1

(i) }: P(M,1 > -—) <0, ¥m=1,2, ... (usaremos a desigualdade
n=1 m

de Kolmogorov),
(i) M,—0 quase certamente (por Borel-Cantelii).

Prova de (i). Seja m fixo. Entdo, para todo n,

P ( max liij— > [—) < P( max

2'!

!IS;(J = _)

k<IN i N<kg I m,

2 2n-1
a

27, - .
=Pl max |§]> )< ™ ). Var X,,
Isgsan-i fm =

onde vale a Gltima passagem pela desigualdade de Kolmogorov. §

t[t'.“ﬂ].ITIOS
An B [ max J&J_ > !_’ = [M" > _I],
2 - -

T kg ant k m

i
o lin
"
‘S
‘i
1
¢ mal]
=
€

il
€ - ||||
¢ gl
¢ eald
( gl
(. gl
( 4 il
¢ il
( ;.i;

d

1
e

"

IR

bl
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{emos

Como

L =01
y Loy L
-’!;2":‘;-:"'-?'?(‘1 “‘_‘Zj(klé‘

onde j(k) satisfaz 270 *1 > k> 200 temos

4 4 16
I 4 1 otk 4 4 _ 16
2 = gm S pois P02k < = o
H LR -
Portanto,
i P(A,) < 16;”" i Va;f" < o (por hipotese).
n=1 k=1

Prova de {if). Com a mesma notagdo del(i), temos P(A, inﬁni_tas ve’«

zes) =0, por Borel-Cantelli. Em outras palavras, para
todo m fixo a probabilidade ¢ 0 de que M, assuma um \-"E_'ll‘()r > l,fm
infinitas vezes. Isto significa que para todo m, a probal?llzdadf; e !
de que M, assuma um valor = 1/m para somente um numero finito
de n's. Fazendo

1 . i
. - 3 urnero finito
B, = “M, assume um valor > , para somente um n

dc -"I’S“,

~ temos, entdo, P(B,) = | ¥m c‘P< Ol B,") = 1.
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o
Para terminar a prova, basta observar que o evento N

LR |

Ver €ssa equivaléncia, notemos que

B, ¢ equi-
valente ao evento (M,—0]. Para

[exl
M, 20 ¢ portanto: we [} B, <
=

<= ¥m, M (w) > 1jm para somente um nimero finito de n's
= Vm 0 < M (w) < I/m para todo n suficiente
> M (w) =+ 0 quando 5 — oz, [

COROLARIO. A Lei Forte € satisfeita por toda sequéncia de varidves
aleatdrias independentes o uniformemente limitadas.

Prova. Se X, X,. ... sio uniformemente limitadas. entdo existe ¢ fi-
nito tal que | X, | < ¢ Yn. Neste caso, Var X, < EX2 < ¢2 e como
as variancias estdo limitadas, a condigdo do teorema esta satisfeita. [

EXEMPLO 5. Consideremos uma seqiiéncia de ensaios binomiais in-
dependentes, com probabilidade p, de sucesso no n-€si-
mo ensaio. Se X, ¢ o indicador de sucesso no n-ésimo €nsalo, entio

X1, X5, . sdo independentes e uniformemente limitadas (X, < 1va).
Portanto, decorre da Lei Forte que

mente grande

S, + .+
s L /Y quase certamente,

n H

onde S, =X, + ... + X,.. Em outras palavras, a freqliéncia relativa de
SUCESSOS em n ensaios independentes, menos a freqiiéncia relativa
esperada, converge para zero quase certamente quando n— .
Por exemplo, se vocé jogar uma moeda honesta no 1.° ensaio,
COm sucesso igual a cara e p, = 1/2: langar um dado equilibrado no
2.° ensaio. com sucesso igual a 4 e p, = 1/6: colocar um macaco diante
de uma maquina de escrever no 3. ensalo, com as obras completas
de Shakespeare como sucesso e P: =A (pequena mas positiva); etc,

€Ntao para n grande a sua freqiiéncia relativa de Sucessos sera apro-
ximadamente igual a

&
u

[v5

+ 1/6 +A4 . +p

n

1

(Com probabilidade |. a diferenca entre estes dois valores convergiri
para zero quando n — oc.)

¥

Al

i e

Ahijmn
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[ } .r‘x L ] Ste ma era a(l[) 1 a teorem 5‘:}-’,““.)
: - 1(: S us. ol !
JM g‘f X uma vat IGUEI' {I!'eatm 14} h'!!fgl ﬂbel‘ com fu”(«ﬂ" 2.

Ja

R
n

n=1 —

distribuigdgo F. Entdo,

mo direito estd incluido no
agao m xtre diretto ¢ . B
sacdo. Lembre-se de que o ¢ S
Observasao 1 et rvalo de integra¢do ¢ o extremo esqucrdo na

mnte d

: j i 10 do §3.1).
eja, §m,x2 dF(x)=[(_ X" dF(x) (vea 0s rllff!‘lS ?je @ [3}:(_\&)‘
((J)ulSrjl:'j:air_1:};:1L vale quando a integral & substituida por.fi-a.a)
er
¢ a prova € quase a mesma.

1 : aj=12,..,
Prova. Vamos utilizar o seguinte fato: para j =1,

ngjnz B j

(Prova do fato: para n = 2,3,..., .
1 . 1 | 1
n—zgn{n—l}_n—l n

logo

Como

lemaos

n F 5 ] )
%J X2 dF(x)} = Z,l -—231 {nz L—lx X
/R m=lp=ear ; '

4
i 0 a l‘ 2 d}“(i}}
{,3_2 [ x? dF(x}} - X nz%ﬂ{nz J.J__l |
f-1

I

gl

——

1

18

-3

f=1ir

i

ES J x? 5 §: _'i ~dF(x)
< (pelo fato) < 2 ) j —dRx) + 20 T

= -
j=1 gi—1 1 J
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. x? y . . x* _
Como “—< xem{j—1,j], paraj> et <yl o P
; U—1j], para T <lx|em (-1, ],

para j <0, temos

e | i . @ 0 i
¥ {;J x? dF(x}} <2y xdF(x) +2 % | x| dF(x) =
n=l (M f-a =1 =1 i=== Ji-1
o ) ]
=2 ¥ J x| dF(x) = 2j x| dF(x) = 26| X < . O
j= o= o jv—l - x

TEOREMA 35, (4 Lei Forte de Kolmogorov). Sejam X, X, .. ca-
ridveis aleatérias independenes, identicamente distri-
buidas e integrdveis, com EX, = Endo

X+ + X,

T T Hoquase certamente,
1

{(J& vimos no Teorema 5.3 a reciproca deste teorema.)

Prova. Basta supor j = 0. (No caso geral, seja {7, = X, —u Entdo as
varidveis aleatorias U, sio independentes ¢ identicamente dis-
tribuidas ¢ EU, =0. Se

Ui+ ...+ U,
B 0 quase certamente,
i
entdo
X+ ...+ X

————=% > u quase certamente.)

Vamos truncar as variaveis X, definamos
Y - X, se -—n<X,<n
" 0 caso contrario,
i,e,, Yﬂ. = X,J[_.,,.; XmZa)
Seja Z,=X,~ Y,, de modo que X, =Y + 7
in_‘["_F“_X'L R T AR Z
n n n

A prova terd trés partes:

Zit .+ 27,

{a) . Uquase certamente (usaremos Borel-Cantellj),
} _

E*‘S vj
£ il

T
E ]
-
-
\ fd

U &

{.I- . . i

¢ o

[ "I
(. e
C ol

-~
—_—

e i
(..
I

il
il
il
gl

r
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Nt +h

EY, + ...+ EY,
by —:- L

-0 quase certamente (Le-
n n

ma 3.1 e Teorema 35.4),
EY, + ...+ EY,
(C} PR .

n
nada). ‘ .
(a), {b) ¢ (c) implicam o teorema, pois basta somar os trés termos
na intersegdo dos eventos quase certos de {a) e (b): sejam
4.+ ' Y, +...+Y, EY +..+EY,
A= [Zl Pt Ly — oJ e B :[ - , —_ : - 0],
F

i l

— 0 {pelo Teorema da Convergéncia Domi-

entao

X1+ e /}-—“ —0em A n B

PlA)y=1,PB)=1, P4 B)=1¢

n
Prova de (a). Por defini¢do, Z, # 0 <> ¥, # X, < X,e({—nn]. Logo,
P(Z, #0) = PLX, ¢ (—nn]) < P X,| = n).
Mas os eventos A, = [Z, # 0] satisfazem

S P4 < IY (Pl X,] = n) = (sdo identicamente distribuidas) =

A=l n=l

=5 PX,|2n< =,
n=|

onde a wltima passagem ¢ conseqliéncia da integrabilidade de X, .
Portanto decorre de Borel-Cantelli que P(A, infinitas vezes) = 0,
ou seja
P(Z, # 0 infinitas vezes) = 0.
Isso significa

P(Z, # 0 para apenas um namero fnito de n) = |,

. &
P(Z,= 0 para todo n suficientemente grande) = I.

Mas se Z, =0 para n suficientemente grande, entdo Z,—0 ¢

Lyt k2, 0, logo P (_71_fn + 2o, o) = 1.

o .Hll.u...! L LT L e o P
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Prova de (b). Seja F a funcdo de distribuicio comum, F =
quemos a condigdo da

para as variaveis aleat6rias Y,.
Como ¥,= X, 1,

Fy.. Verifi-
primeira Lei Forte de Kolmogorov

—n<X,<ap LEMOS
Var Y, < EY? = E(x? L

= f}:zf[ -

valendo a (ltima 1gua

=n) = (pelo Teorema 3.1) =
) dF(x) = J x* dF(x)

A

]

Idade pelo item 10, §3.1, Logo

T < —

3 I
n=1 N n

( x*dF(x) < o,
primeira Lei Forte de
Forte, e (b) ests provado,

pelo Lema 5.1, Segue-se da

Kelmogorov que
as ¥, satisfazem a Le¢j

Prova de (¢). E suficiente demonstrar que EY,—0. M

EY, = E(X.]

as

[-a<x.<a) = (sd0 idcmicamcme distribuid
= E(X, 1|--M<A.snj}—’ EX: =0,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada. (O teorema

pois | X, lonex em| < [X,] integravel e X, |

parte. Notemos que [ - < X,<n]={w:

modo gue /

as) =

¢ aplicavel,
I-n<x, <0 — X, em toda
—n<Xw)<nl 1 de
I-n<i, &ni((UJ — ] V(-’J‘) D

Observagao, Consideremos um evento aleatorio A

associado a um
experimento £, ta que a probabilidade de ocorréncia de A

ocorréncias do
Sp/n—p quase certamente quando

n— 2. 8,/né a freqiiéneia relativa de ocorréncia de A nos n ens

Esse resultado, um €aso parucular d
também da primeira Lej Forte de K
¢ devido a Borel, ¢ pode ser

COROLARIO. (

aios,
a Lei Forte de Kolmogorov ¢

olmogorov (veja o exemplo 5),
formalmente enunciado da seguinte maneira

Lei Forte de Borel 1909). Sejam X

12 X3, ... indepen-
dentes ¢ identicamente distribuidas tais que P(X = 1)=p,
PN, =0)=1 - p. Entdo S0 P quase certamente. onde S,=X,
+ o+ X '

EXEMPLO & Niumeros e

'rmais (Borel, 1909). Seja xe[0,1] ¢ seja
0. x;x5x, ...

@ cxpansdao bindria de x, de modo que

W e e i e - . R e
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o)

= Z Ei'n_ (quando houver duas expansdes, tome a que termina, por

=g
= Xyt +Xx, . Gioo or
exemplo 1/4 = 0,01 =0,0100...). Enta_o v«‘---n—— € a freqiisncia rela

tiva de 1's entre os primeiros n algarismos da expansio. E evidente que
Xy F ... X,

)

se x for racional bindrio, entdo 0, poisa expansdo “termij-

na” e x, =0 para todo n suficientemente grande (a escolha da Qutl-:;
n . N ‘
expansio implicaria convergéncia para 1). Mas se x ndo for raciona

{ binario?

Ocorre que o caso dos racionais ¢ um tanto pataldgico, pols
Xy +... X,

R A

para quase todo x (“quase todo” em relacio a me

n 2

i . . x]'{-...—:"_.‘(_"“u 1
. - dida de Lebesgue, ie, o conjunto dos x tais que - i
i

i ittt SIS e somente
i; tem comprimento zero). Notemos que ———-- =3 se,
{ - ' _
{ se Umx).. (- x,) L de modo que a fregiiéncia relativa de
] 2y T n ) ] |
iJ 0’s também converge a 1/2 para quase todo x. Um x que tem essa pro

{ priedade ¢ chamado de nimero (simplesmente) nonﬁal com re!a_cfu; ;‘:
s base 2 (x seria normal em relagdo & base k, para kjntelm > 2, aL }l
fosse o limite da freqiiéncia relativa de j na expansdo de x na bdht.. 5
para j=0,1,...,k—1). Provemos agora que quase todo niimero per-

{ tencente a {0, 1] é normal com relagdo a base 2.

' Seja Q= [0, 1], o = By ;)= borelianos de [0, 1], P = probabili-
) dade uniforme em [0,1] (=medida de Lebesgue). Definamos uma
ii seqiéncia de varidveis aleatérias:

i

l}| _ {0 em [0.1/2)

1J 101 em [1/2,1],

1’ Y. = [0 em [0, 1/4)u [1/2,3/4)

/ T em [1/4, 1/2)0 [3/4, 1),

i

etc. Entdo X, (x) = x, e ¢ faal ver que as X, tem mesma distribuigdo,
com PX,=0=1/2=PX,=1. ‘ ’
| Al&ém disso, elas sio independentes, pois, por exemplo, P(X, = |,

Xy =1)=P({[3/4,1])=1/4=P(X, =1) P(X,=1). Como EX,=1/2, de




e
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. Xi+ ..+ X, |1 ¢
corre da Lei Forte que ———— " 21, S~ quase certamente, ou seja, 2 I»
I & "
Xy 4.k, | -
Sttt 1 para quase todo x. L
fn 2 4
Agora perguntamos: qual o limite da [rec téncia relativa de “11"
gora perg q 1 _
na expansdo bindra de x? Queremos dizer: se ¥o=1lgquando x,=1=
.. _ Wy ..+ G
= Xp+1 € ¥, =0 caso contrario, qual o limite de J—wﬁ?(Obscwa- (8
H ( .
¢d0: se a expansdo de x comega com 00111011 entio =0 y,=1 " |
ya=1, y,=0, y5=0, ¥e = 1.) Resposta: 1,4 para quase todo x! -

A prova disto ¢ s6 um pouco mais complicada que a anterior:
definimos ¥, = X,- X,,,, n=1,2 .... Entio as variaveis aleatorias Y, ,
sdo identicamente distribuidas, com P( Vi=1)=PX,=1,X,, =)= 14
e P(Y,=0)=3/4, mas nio sio independentes (por qué?). Porém, ¥, ©€

Y, Ys, ... sdo independentes, como também o sio Y, Yo, Yool e
Logo r i
Nt Yt Vst b Yoy o 1l
- S i T quase certamente o - “
1 -
(&
‘ P
L+ Yo+ 4+ Y, | ¢ L
—————————3% . - quase certamente. ‘
n 4. ¢ Ml
Segue-se que g il
UESERS PR WA ED A I AR AR S 2 W
2n 20 n ' n { i

1 N =
— 7 quase certamente, { i
Como convergéncia da subseqiiéncia correspondente aos nimeros pa il
res ja determina convergéncia de toda a seqliéncia (pois - -
YI_J*_‘FYM _ l’:fﬁ."_. < 1_2"_‘. Vonry — (¥ + et Y;__n?_{ ( —
2n+1 2n - 2n(2n+1) ' lif
| : g - =
<=0 i
2n+ 1 }’ 4 - I‘:
o resultado estd provado. L #ﬂl"

Analogamente, o limite da lreqiiéncia relativa de “01" & 1/4, de
“010™ ¢ 1/8, de “1101011” & 1/27, etc., onde para cada tal seqiiéncia

N

NIRRT S [y

o
Ly
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fhita o resultado vale para quase todo x. Como existe um numero
numeravel de seqiiéncias finitas de 0's e {'s, segue-se que quase todo

s uitetramente normal com relacio d base 2. (Definigdo: se (/2™ & o
hnute da [reqiiéncia relativa de 0, ...0, na expansio binaria de X,
para toda seqiiéncia 8, ..., de Os e I’s, e para tcdo m> 1, entio
dizemos que x € inteiramente normal com relagdo a base 2) Para
ver isso, basta fazer A, ., = {xe[0, 1]: 1/2™ ¢ limite da freqiiéncia
relativa de 8, ... 4, na expansio binana de x}. Como PlA, ., ) =1

{00, € ¥m, temos P(A Ay o) =1, logo quase todo x & intei-
ramente normal com relagdo a base 2,

O mesmo resultado vale para qualquer base k > 2: quase todo

v ¢ inteiramente normal com relagdo a base k (i.e, a freqiiéncia relativa

de ¢, ...6,, tende a 17k ¥o;=0,1,.... k-1, Yi=1,..m Ym>1). Se

© ¢ inteiramente normal 4 base k para todo inteiro k> 2, x é chamado
absolutamente normal. Entdo o resultado de Borel & que quase todo

x ¢ absolutamente normal. (Ndo ¢ facil encontrar um tal x. Qualquer

racional ndo serve, pois a cXpansdo se repete. Exemplo de nimero

inteiramente normal com relagdo & base 2 x = 0,0/ 1]00]01] 10| 11]000]

1001]...) ’

e ———

o e
o

s

EXERCICIOS DO CAPITULO 5

1. Seja A, 4,, ... uma sequéncia de eventos aleatérios em (0, +#, P),
com indicadores [, I,,,.... Mostre que P(A,}—0 se, e somente
se, 14, 0.

2. Sejam X, X,, ... variaveis independentes com distribuicio comurm
Poisson (). Qual o limite em probabilidade da seqliéncia (V,),, .
2
onde ¥, = X_|i-_+_X,L 7
n
3. Seja (X,),», uma seqiiéncia de variéveis aleatorias. Prove que se
EX,— e Var(X,)— 0, entdo X, - o,
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4. Sejam X,, X,, ...

Probabilidade: Um curso em Nivel Intermediirio

varidveis aleatodrias independentes tais que X, = 0
e para j= 2, X; é varidvel aleatéria discreta satisfazendo

,1—3- se k= +1, +2,..., +j
Px =k =4
I — 5 se k=0.
Prove que J
2 X
5‘11_;9,0
n

quando n— o, se % > — (Dado Z k= N+ 1
2 K= 6

:

§5.2.

. Sejam X,, X,, ...

» Sejam XL X,

. Seja S uma seqiiéncia finita de caras e coroas. Demonstre que se

uma moeda ndo necessariamente honesta (com probabilidade de
cara igual a p, 0 <p < 1) for jogada independentemente um ni-
mero infinito de vezes, entdo S saira infinitas vezes na seqiiéncia
obtida, com probabilidade 1.

variavels aleatorias independentes tais que X,

tem distribuigdo U[0,a,] onde a, > 0. Mostre:

(a} Se a,=n", entdo com probabilidade ], somente um numero
finito das X, toma valores menores que I.

(b} Se a, = n. entdo com probabilidade 1, um namero infinito das
X, toma valores menores que 1.

vanaveis aleatorias independentes tais que
PIX, =1 =1/n PIX,=0)=1~ 1/n. Mostre que X, -0 mas
P(X,—0)=0.

. Observa-se uma seqiiéncia infinita de langamentos independentes

de moedas, onde o n-ésimo langamento ¢ duma moeda com pro
babilidade p, de cair “cara”. Determine a probabilidade de cara
sair infinitas vezes na seqliéncia observada, se

{al LZp, = + =

{b) Zp, < =

Sejam X, X,, ... varidveis aleatdrias independentes e identica
mente distribuidas, com distribuicdo exponencial de parimetro |
1

]

-

E A e

10,

. Sejam X,, X,, ...
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X Xy 5
: A P22 5 2 inl
Mostre que P (103! > | infinitas vezes) | mas (logn infi

nitas vezes | = 0.

(Exemplo de uma seqiiéncia de varidveis aleatérias que converge
quase certamente sem a convergéncia de momento algum.) Sejam
X,, X, ... varidveis aleatorias tais que

PX, = 0) =

para n=1,2,..., Demonstre que X, converge quase certamente
(ache o limite X), mas EXJ-# EX™ quando n-—+co, para todo
m=12...

varidveis aleatdrias.

& - 1 X
(a) Demonstre:se » P{|X,| > n) < co, entdo lim sup g 1
n=1 L

quase certamente.
(b) Se as X, sdo identicamente distribuidas e integrdveis, demons

tre que
: | X,
lim sup < | quase certamente.
i Rl s o n
12. Sejam X, X,,... varidveis aleatorias independentes e identica
e . -Xn .
mente distribuidas tais que X, ~ U{0,1]. Prove que n™""—0 em
probabilidade, mas n~*~ ndo converge quase certamente para 0.
(Sugestdo para a parte quase certa: prove que P(n™*"—0)=0)
13. Prove que para cada seqiiéncia (X,),», de vanaveis aleatonas em
(QL ., P), existe uma seqiiéncia (b,),>; de nimeros reais positivos
tal que —1-;—5- — 0 quase certamente. (Sugestdo. Mostre que para cadi
. b, 1
n existe b, tal que P[|X,| > - <
t
§5.3.

14, Sejam X, X,

,, ... independentes e identicamente distribuidas, com
X, ~U[0,1]. Ache o limite quase certo da meédia geométrica

(m

) {(Sugestdo. Tome logaritmos.)
k=1
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L5,

19.

. Sejam X, X,, ...
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Demonstre: se X', X,, ... sdo independentes ¢ identicamente dis-
tribuidas, com EX, =1 = Var X,, entdo

e

=1

1
—— -+ —— Quase certamente,

n . |2
ny Xi Vv
=}

- Seja 0 <@ < 1/2. Prove que se X, X,, ... sio independentes tais
- s i -
que PX,=n")=1/2=P(X,= —n"), entdo
X,+.. .+ X,
————————= — () quase certamente,
Il
. Sejam X, X,, ... variaveis aleatdrias independentes com densida-

de comum

. e—lx+l.‘1}’ x> -1/
S = _ /
0, x < 1/2.

Demonstre que S, + oo quase certamente, onde S;=X,+..+X

e
independentes e identicamente distribuidas com
media u, e varidncia of, ¢ sejam Y,, Y,, ... independentes e identi-
camente distribuidas com média y, e variancia o3, onde 0 <<
e 0 <o} <. Defina-se uma seqiiéncia de varidveis aleatorias
2\, Z,,... da seguinte maneira: joga-se uma moeda honesta e
define-se Z, = X, se dé cara e Z, = Y, se d4 coroa. Depois joga-se
a moeda de novo, definindo-se Z, = X, se da cara e Zy=1Y, se
da coroa, etc. (ad infinitum). Suponha que todas as X's e ¥'s sdo
independentes e que os langamentos da moeda ndo dependem das
X's e Y's. Explique se a seqiiéncia Z,, Z,. ... obedece & Lei Forte
dos Grandes Nameros. Se obedece, qual o limite de

Z, = §i+_

n i

- . ‘y
Sejam X, X, ... variaveis aleatorias independentes tais que X, ~
~ blm, p), onde 0 <p <1 (p fixo).

(2) Qual a distribuicdo de S, = 3 X, ?

k=1
(b) Se n, <./k, mostre que a seqliéncia satisfaz a Lei Forte,
¥

H

L
e il
ol
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s ﬂﬂl |
i |
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CSejam X, X, ...

. Sejam X, X,, ...

A Lei dos Grandes Nimaios 219
Uma massa radioativa emite particulas segundo um processo de
Poisson com parametro 1 >0. Sejam T,, 15, ... o3 tempos trans-

. - . T+ .+ T
corridos entre emissdes sucessivas. Ache o lim —*- LT fa
i s 4]

E limite quase certo ou em probabilidade?

1n

independentes com distribuigdo comum N(O, 1).
Qual o limite quase certo de

Xi+ .. +X; )
(=0 + (X, -

varnaveis aleatérias independentes tais que X, ~
U[0.2]. n= 1.2, ... Chame o n-ésimo ensaio de sucesso se Xy, >
Xon-1, fracasso se X,, < X.,_,, para n=1,2,.... Determine a
probabilidade de haver sucesso no n-ésimo ensaio e ache o limite
(se existir) de S./n, onde S, =nlmero de sucessos nos primeiros
n ensatos. Esse limite € limite em probabilidade efou quase certo?

. A Let Forte para variaveis aleatorias independentes, identicamente

distribuidas e integraveis pode ser estendida ao casq de esperangas
infinitas, se admitirmos limites infinitos. Em particular, se X,
X1, ... sd0 independentes ¢ identicamente distribuidas tais que
EX,= + x.entdo S,/n— +30 quase certamente. (Compare com
o Teorema 5.3. Qual a diferenga?) Prove esse resultado em 3 etapas:
(a) Para m inteiro positivo fixo, seja ¥, o truncamento de X, em m:

y = JXase Xy<m
"0 se X, >m

Y+ o+ Y,

Entdo —— - — EY| quase certamente, onde

EY, = J xdFy (x).

(b) Eiminfs—"?%:J
n

n—u

x dFy (x) quase certamente. (Sugestdo: X,> Y, )
S - - ‘g_
() =*-> 420 quase certamente. (Faga m — + 20 em (b)).

n

Sejam X, X,, ... variaveis aleatorias independentes, identicamente
distribuidas e integraveis. Determine lim £(X, | X, + ... + X,).

L o

Qual o tipo de convergéncia?
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25. Seja (X,),», uma seqiiéncia de varidveis aleatérias, cada qual to-
mando valores 0 ou 1. Suponha P(X, = 1) = 1/2e PX,.,=X,]|
[Xi=x, .., X,=x)=1~q, para todo (x;, .., x,) n=1,2 ...

L 1o .
Faga-se Y, = — %" X.. Discuta se Y,— 1/2 em probabilidade ou -

n =

quase certamente ]quando
(@) o, = 1/2Vn, ¢

(b) Zx, converge.

26. Sejam X],Xg, ... Indepeadentes tais que EX, = 0Y¥n. Demonsire

que se ) Var X, <, entdo E(sup

n=] nel

4+ \’,, (Sugestdo. Use o critério para integrabilidade do §33 e
a desigualdade de Kolmogorov.)

S.) <, onde S, =X, + ...

i
.
i
C
:
 §14
X
:i
”
-
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-
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-
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CAPITULO VI

FUNGOES CARACTERISTICAS E CONVERGENCIA
EM DISTRIBUICAO

§6.1 FungOes caracteristicas

Neste capitulo estudaremos o conceito de convergéncia e dis
tribuigio de seqliéncias de varidveis e vetores aleatérias. Uma ferra
menta de grande utilidade para este estudo € a fungdo caracteristica.
O resultado mais importante deste capitulo é que uma seqiiéncia de
varidveis aleatorias converge em distribuigdo se, e somente se, a s¢
qiléncia de suas fungbes caracteristicas converge pontualmente para
a fungdo caracteristica do limite. A definigio de convergéncia em dis
tribui¢do serd dada no pardgralo 6.2; nesta se¢do, veremos a delinigao
e algumas propriedades basicas de fungdes caracteristicas.

Embora fun¢des caracteristicas assumam valores complexos, niao
¢ preciso ter muita familiaridade com nimeros complexos para poder
trabalhar com elas. Isto ficard claro durante o decorrer da discussio
desta se¢do. Neste capitulo, o simbolo i representard sempre o mime

ro imagindrio \/‘T

Se X e Ysdo varidvels aleatonas em (), o/, P, entdo Z=X +iY ¢
chamada uma varidvel aleatoria complexa. Notemos que Z ¢ uma fun
¢do definida em Q e que assume valores compiexos, com Z{w)
= X{w) + iY(w) para we Q. A esperanca EZ & definida por linean
dade, EZ = EX + (EY. se EX e EY sdo [initas.

Pela formula de Euler e™ =cosx +isenx, xe R vemos que a
varidvel aleatéria complexa e'¥ = cos X + isen X sempre possui espe
ranga finita, para toda variavel aleatoria X, pois as varidveis aleatdnas
cos X e sen X sdo limitadas. Assim, a esperanga na definigdo seguinte
¢ finita, e garantimos que a fun¢do caracteristica estd bemn definida,g

DEFINICAQ 6.1. Seja X uma variavel aleatéria. A funcdo caracte
ristica de X ¢ a fungdo ¢@: B — C defintda por
ell) = @x(1) = Ee?,
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onde definimos

Ee"Y = Ecos{tX)+ iE sen(tX), (e R,

Observagdo. Pelo Teorema 3.1 (esperanga de uma funcio de X), temos

@{t) = [cos{tx)dF (x) + i ] sen{rx) dF y(x)
= [e" dF(x), teR
onde a Gltima igualdade decorre da linearidade da integral de Stieltjes
para o caso de integrandos complexos. A ultima integral acima é cha-
mada, em Analise, a transformada de Fburier—SticItjes de Fy, e fornece
uma defini¢do alternativa de funcdo caracteristica. Notemos que a fungio
caracteristica ¢ determinada pela fungdo de distribuicdo; se X e Ysio
identicamente distribuidas, entio @x = @y. Mais adiante veremos que a
distribuicdo é determinada pelafungdo caracteristica (propriedade FC6).

Propriedades da fungio caracteristica.

FCIL. 4 funcio caracteristica ¢ limitada por 1: Jodt)] <1, VieR.

Prova. O valor absoluto de um ntmero complexo == x + iy é |z] =
=/x*+y* de modo que '

[ox(t)] = |Ee"X| = \/b’ cos(tX) + E*sen(tX) < (por Jensen)
< JEcos((X) + Esen(1X) = VE{cos?(tX) + sen’(1X)} = 1,

onde a Gltima passagem usa o fato de que cos? x + sen? x = I

Observagdo. E propriedade da integral de Stieltjes para integrandos

complexos que |{ g(x) dF ¢(x)| < Jlg(x)| dF ¢(x). Usaremos
esta propriedade sem prova-la. Ela fornece uma prova alternativa
para a propriedade FCI, pois implica que

[ox(0)] = |§ & dF ((x)] < f|e™| dF o(x) =
= J{cos¥(tx) + sen?(tx)} V2 dF 4(x) = 1.
FC2. A fungio caracteristica assume o valor 1 no pento 0: ¢4{0)= 1.

Prova. px(0) = Ee"* ¥ = E] = |, ]

FC3, :’px(t)x.(px{—- 1), onde ¢ ¢ o complexo conjugado de ¢, (Se ¢ =
=X +1iy. 0 seu complexo conjugado é ¢ = x — iy.)

o~
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Prova. cost— (X)) = cos{tX) e sen(— (X)) = —sen(tX), logo
eyl ) = Ecos{—tX) + iEsen(—rX) = Ecos{tX) — iE senftX)
— e":'( u

FCA @y ¢ uniformemenic continua na reta.
Prova. Uma fungio ¢ & uniformementie coniinua, por dcﬁnli(;ﬁo, se'pa{;t
todo & >0 existe 6 =d(e) >0 tal que |pir) — ofs) <e (I:;uuuu ll'!

|t —s| <o Notemos que & precisa dc:pcr‘adcr .?.pcna;“ de P.L.j Se :;{E:]r
funcdo ¢ uniformemente continua, enta? ¢ continua em todo m . }
A reciproca ndo vale: a fungdo f(x)= x~ ¢ continud na reta mas na
¢ uniformemente continua. Ora,

0l — 0(5)] = | (e = e} dF ()] < f]e" — &

' = J e [T - [ dFalx) =

_ Hei[e—s]x N [ldFX{r\') gh(r — ).

fZI.F ‘r(x) =

Basta provar que h{u)—0 guando u-+0, pois, nesse caso, dado
¢>0,36 >0tal que |u| <5==|h{u)] <¢ ie. |t —s| <d=lepl)- @ls)| -
<hft —s)<e’ o © .

Mas h{u) — 0 pelo Teorema da Convergéncia Dominada: h(u)

= B~ 1},0<|e™ ~ 1] 2, 2 ¢ integravel, ¢ lim [** ~ 1] =0

para todo w € . (Tecnicamente, decorre do Teorema da Convergéncia
Dominada que h{u,)—0 para toda seqiiéncia {u,),», tal que wu,—0.
Logo lim A{u)=0.) (O

w=0

FC5. Se X e Y sdo independentes, entdo @y, y(t) = @1} @y(t) Ve R

Prova. Temos

Pyrylt) = Ee¥ T = E(e"¥e") = (pela independéncia) =
+ ¥t ) ,
= Ee"*. Ee"" = px(t) ov(0),

pbi‘s a Proposigdo 3.5 vale tammbém para variaveis aleatorias com
plexas tais como e"¥ e "7, Se vocé quiser, verifique o resultado usando
seno e co-seno, como na ptova da Proposigdo 6.2 adiante (§6.3). [

Observagdes. (1) Essa propriedade implica que o p‘roduto.dc..:li}u:_n;

funcdes caracteristicas também € fungdo Cﬂt"ElC[CIIbUI(:-l.
De fato, se X e Y sdo varidveis aleatorias, entdo @y @y é a.fl”?"_'.f“
caracteristica de uma variavel aleatoria Z cuja fum;‘éol de d:s[nh?us:u.r
¢ a convolugdo Fyx Fy,. Como a fungdo caracteristica determina #
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distribui¢do (veja a propriedade a seguir), podemos afirmar que

Pz = @x @y se, e somente se, Fy=Fy#F,.

{2) Por indugdo, ¢
A equacdo significa Cxivex 0= ] @xlt), VieR.
k=1

FC6. A juncao caracieristica de
Jungdo de distribuigdo de

racteristica ¢ determinada pela funcdo de distribui¢io, Pois (1) =

= [e"" dF y(x). Como conseqliéncia, temos F, =
modo que a fungio caracteristica ¢ uma re

presentacdo da distribuicio,
(Duas funcées s

a0 iguais se, e 5O se, assumem valores iguais em cada
ponto; entdo ¢y = ¢, significa ox(t) =1} Vie R.)

Esta propriedade decorre d
ridvel aleatéria, F sua func¢do de
Se x e y sdao pontos de contin

a formula da inversio: seja X uma va-
distribuicdo, ¢ sua funcdo caracteristica.
ddade de F rais que x <y, entdo

[ R ol

F) — Fly) = i f T o)

n Y it

(Para x <y em geral, este limite ¢ iguala FO)+Fiy—) )+ F(XT_)_)_)

[
.

Prova da formula da inversao. Sejam x e y pontos de continuidade

de F, x <y. Para u>0, a integral do termo a direita ¢ uma integral
tterada:
L —_ —_ gy L an e
., def emMr e M { g o -
Jiu) — ol dr = A n
§
Sow i U V-~
Como
e dx e Iy
h!n T = }' j— x!
(=0 i

define-se o integrando coma ¥—x qu
grando da integral dupl
(zeB. ref-

ando r=0. Neste caso, o ipte
A ¢ imitado e continuo na regiao de integraciio
~u, 1)) Ja que o integrando ¢ integravel nessa regido (pois

L
xivexa B ] @, se as X, sio independentes.
k=]

uma varidvel aleatdria X determina a
X. J& vimos a reciproca: a fun¢do ca-

Fx=¢x=qy, de

: '!II' M E|
i g
i

VIEL |
. el
> | ol
el !
- i
S|
v il
L |

.!!;:!.
-
il =
= i
Wi
i
e
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/(0] <=, ([P0 Sz 0| dF)} dt < © %, §7. 1 dF(z)de=2uc),
¢ permitido trocar a ordem de integragio:

) M gmz.—x; = eil'{:"‘}‘} dF '
1) = J ” ““““““ o “"} @

t) . - sen(at) ,
Para todo ae R, EE{-‘E—) ¢ fungdo impar e T €& par, logo
t

ju cos{at) P J" Eﬁl@dt _ 2J E_“E(a{] dt, Yae R,
-y -u 0 o

Por isso,

1) = r {2 J‘ sentlz-x) ZJW senfz = f(f =) d:}dF(Z) =
o H

=

“sent(z — x) Tseniz —y)
glz) =2 L et - 2 L o

Agora queremos aplicar o Teorema da (_fouvergéncia_,Donr];n,at%a
quando u -+ cc. Para isto, basta provar que existe uma.\fanlav:tl a c,dF'O_
ria X, tal que ¢(X)— X, em toda parte, e que as varidvels ulc'atoﬂr.-ms
g.{X) sdo dominadas por uma vanavel ;‘*.Ieatorla Yintegravel. Primeiro,
;ecordemos a integral classica de Dirichlet:

. [Msent L
lim | =—dt = 5
u—x | £

u
. sen at . R
Dai podemos calcular !ou’ - ---I--—---a’t para qualquer ae R®:
0

b

- ! " sen ¢ . ("senfar) ,
a>0= sen(ar) dr = ———dt = Im | ——dt =
] t o { u=m [0

‘ “sen(—at) o sent ,
a {O:JI senfar) _J sen(—ar) , L "

vl =

) { 0 s ro
(6.1)< . ]
== lim senfar) do=— T
w=+ay |0 I ra
: “ sen{at)
=} = T dr =0
o= 0= im [

WM
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Em outras palavras (recorde que x <<y,

-

D se z<x
ToSe I= X
l' [ R S | . .
m E?u{-} =9dmse x <z <y
unm T 52 2=y

0 se x>y

Em termos de variaveis aleatdras, temos
E)’:.(X).;‘; Tlixag + 21 G P {ix =) 4 Xo.

. Temos também que as integrais % (sen(at))/z dt sdo uniformemen-
te limitadas em u e a: para todo ae R {veja as formulas (6.1)),

’ E]{{f{)_ de §ﬂ de
4] { 0 !

pois a fungdo f(u) = [§ (sen 1)/t dt é continua em [0, =) (f(0) = O} ¢ tende
a um nimero finito quando u— 0. Logo, as fungdes g, sio limitadas
por 4M e as variaveis aleatdrias ¢,(X) sdo dominadas pela varidvel
aleatoria Y ¥ qar. Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada,
lemos

lim Eg(X) = EXy=nP(X=x) + 2n Plx < X < ¥+ nPX = y).

[Tl

def

< sup =M < 0,

Dividindo por 2r, concluimos que

lim 5 ) = 2 P(X = x) + Px

umm 2T

<X <y + i— P(X =y),

como queriamos demonstrar. [

.

Obsereagdo. “py determina Fy” & o Teorema da Unicidade. £ corolario
da féormula da inversdo, pois esta implica que para todo
re R,

& u ;

. ] ) . 1 —iHx ~ ity

Fy(z) = lim lim lim — ¢ i cpx(.r}dr
ylzxs—mu—m 2l [y ”

Portanto, a fungdo de distribuicdo pode ser calculada a partir da

fun¢do caracteristica, e se X e Y tém a mesma func;ao caracteristica,

entdo possuemn a mesma fungdo de distribuigdo.

¥

b
i
)
}

i

M
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(Ocorre que ndo costuma ser pratico obter-se a fungdo de distri-
buicio através da formula da inversio)

FCT. 4 varidvel aleatéria X tem distribuigdo simétrica em torno de zero
se. ¢ somente se, ot} é real pura fodo r.(Por definigdo, X tem
distribuicdo simétrica em torno de zero se PLXY £ x) = P(X = —x),¥xeR.
As yezes, dizemos neste caso que X ¢ simétrica em torno de zero.)
Proca. X & simétrica em torno de zero se, e somente s¢, P(X £ x)=
=P{— X <x)¥x le. Fy=F ¢ Xe —X sdoidenticamente
disteibuidas. Mas Fy = F.y <= @ = (. d¢ modo que X & simétrica
em torno de zero se, ¢ somente se, para todo e R,

pul) = @_y{t) = (por FC3) = (= 1) = EeT "9 = Ee" = (1)
Como ¢ = se, & s0 se, ¢ & real, X é simétrica em torno de zero <=

<=V, @y} & real. (]

FC8. Se Y = aX + b, entdo @ {t) = " pylat).

e plat). [

<, entdo @y possul n derivadas continuas e

i’ i “__ .l . 't.
Prova, @l1) = EeeX =0 = pltb poiaX =

FC9. Se EYX|"

o¥(t) = [lix) e dFylx), k=1,2,...,n
Em particular, @(0)=*"EX", de modo que a fungdo caracteristica é

uma espécie de fungdo geradora de momentos.

(Observagdo. @(0) = d:ﬂ{) , a k-ésima derivada avaliada no ponto
1=0

t=10.)

Prova. Como ¢@y(r)= | " dF 4(x), a diferenciagdo formal resulta em

PP = [ (ix) e dF y{x) ¢ @¥'(0) = | (ix)* dF y(x) = *EX* Resta
justificar a dlferenaagao dentro da mlcgral

Suponhamos primeiro que X seja integrivel: queremos plovar que

@'(t) = J ixe'™* dF y(x). Como para h# 0,
ifr+hx irx ihx
(f 'F h) (fo{ ] JE_E }h‘t--e--'-' dF(x} — Jeil.r’ ‘“e__h—l dF[X} —

h
ihX
= E{eﬂx. {“"_h_l)} ,

vemos que o resultado decorre do Teorema da Convergéncia Dominada:
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Como (™ — )fh— ix Quando A—0, Vx e R, temos

gk, (€

Mostremos que estas vanaveis aleatorias estio uniformemente domi-
nadas. Ji que para todo x.

e |

h

i@?ﬁi“ﬁ.} = |x]- ) foe*=ds,

| h h ! <.
i [pisx] ax, ("= 1) - - '
pois [ =1, temos | e, - |X|. Como | X[ & integravel.
1

0 Teorema da Convergéncia Dominada implica que

ihX
©'(0) = lim 2L A = ol = lim E {e"'x- L—)
h—~0

S E IX LY —
h—0 h h } { ) }
= [ix " dF(x).
Decorre tambem desse leorema que ¢'(1)

ixe'™ = Jim x % o [ix ™| = x|,

LRl §

€ continua em ¢, pois

O restante

da prova vem por indugdo em »n, e
feitor, [

¢ deixado para o

Exemplos de Sungdes caracirerisiicas

EXEMPLO . Suponhamos X ~ Poisson {

2). Entdo
e Sh = ‘s 13V,
X ith - A — Al
{D\(EJ = E{»”A = } t.'”"-:'r s - T (__)_ —
o i L—’ |
n=0Q) n n=10 n

= g 4 ghet et =1

Vamos obter 3 media e variancia, utilizando FC9:

EX = @'(0) = /" =11 it o = is
FEXNT = p(0) = dlide %" 2y g [i=o=iie % git+ien (i+ie" 0., . il
= lie " (i 4 A)=tA1 4 4) ’mll

portanto EX = 1 EX? = ;4 ;2 . Var X = Ex? _ (EX)?

A

Outro resultado conhecido que podemos verificar facilmente pa mui'
meio de fungdes caracteristicas & O seguinte:se X ¢ Ysip independentes il

LIS

3 P—
P IR T AR AL ]
TN R G IR R IR TR R ARl A R BN
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com X ~ Poisson (1} e ¥ = Poisson {£), entdo X + ¥ ~ Poissqr: ({;{ij_—‘%i.
Basta aplicar a propriedade FC5: gy, (1) = G?x(f} c;i,-({} ==‘e“ E
L.e, a fungdo caracteristica de X + Yé a da distribuigdo Poisson (4 + ¢&).
l‘cl,o Teorema da Unicidade, X + Y ~ Poisson (A + &)

EXEMPLO 2. Seja X ~ N(0, 1). Entdo

1 J' QX=X g (cdmp[etando o ‘

Pxl(t) = JEM df y{x) = \/E

-

1

NG

. o !
onde venficamos a Gltima equacdo da seguinte maneira: :

quadrado) = ¢~ *"'2.

ik = —i4;2
J}? {x—it)d 2 dx = e f‘

T H i |
J eT TN gy = fimj e”"TE dx = (fazendo z = x — if) = il
— ATTeL S TA | |
n —it |
. —iip . .
= lim_[ e" T dz,
R .
—r—it

onde o intervalo de integracdo nesta ltima integral (para nfixo e
>0y é 1

) {3
on ) 0 [ n__,
Iy
L’
¥ A
i Y
P
..—.—*.—,.,“——-'—u-"“
it [1/’ - it

Como a fungdo f(z)=e¢~*"? é analitica no plane complexo C,
0 learema de Cauch);f diz que a integral de f sobre qualquer curva
fechada da zero (veja. por exemplo. Ahifors [1] Teorema 2 do Cap. 4).
Logo para >0,

-

[. e i g J‘ e VR y- J (,-x’,zdz + J e~ Mz = 0,
<y . 2 fa e

T uu_"""_“
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Sl Ty o l
; Y x

i_,. R I -z \ -3y g
2., f e dr = — ’ e e J e” g — 2
n N

Sl Y] Vi

o ==

—it, 1, B
J e e ' e tdr = g,
=an il

- 3@

W

basta provar que j’,ze tdzoe [ e7 g tendem a zero quando
e [:Essnn estard provado que @ (r) = e~ " >0 Para 1 <0, o
mctodo ¢ analogo, a (inica diferenga sendo que os intervalos / ejf
myertem de sentido. Alids, é suficiente notar que X simétrica:-:-(pl-r'{} _
=@x{—1} Para t=0, 0 resultado & obvio.). o

’ Provaremos que J,, e g0 g prova de que [, ¢ 7" g-_p
¢ analoga. Como o comprimento do intervalo I, €1, basta provar

-qQue max e | -0 quando n - 7

zgl;

Para z =54 — | =0 < 2 2 ;
: 5, onde 0 < =S usie e

S<ttemos 2 = p
a4,

— A8 =ty axi =~ {
= e™. Como || = i TR o plsteal
Como || = 1 Yy, temos le | = et —minz, Portanto,
max e = puintiz __, |
zglz n= ’

) Segue-se da pmpricda_de FC8quese Y =gX 4+ K onde X ~ N0, 1),
COtA0 @y(1) = " yfet) = M ~oMh2 Ern e palavras, se Y ~ Ny r.rz)
= g =~gyt 7 ‘ . '
entio cp,{rJI: e™ 772 Novamente podemos obter os momentos da
nermal derivando a funcdo caracteristica, e ainda verificar que a soma

de duas normais independentes também & normal

o

EXEMPLO 3. Sejahrp{:)zcos(ar), onde a > 0.. Mostremos que ¢ ¢
fungdo Caracteristica, achando a distribui¢do corres-

pondente. Ja que assume valores reais, se @ fosse funcdo caracteristicn

dz? alguma variavel aleatéria X, entdo X possuirief‘?distribuiqéo simé-
trica em torno de zero. Com efeito, teriamos cos(at) = g(t) = E cn.:;{;,‘(}
pois a parte tmaginaria seria nula. Como cos{at) = cos{ — at) ¢ cvi:lcnu:
que uma distribuido simétrica concentrada nos dois pom’os ae -;.;
corrcqundcria a fun¢do caracteristica ®. Portanto, ¢ é a fungdo ca
racteristica de X se, e somente s¢, P(X=a)=1/2=pP(X = . -a) .‘

H

o~

4

e W o

SRR N NN el

T e
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2 Convergéncia em distribuicao

Consideremos agora nosso tercelro tipo de convergéneia e
ridvels aleatdnas, Veremos adiante que é o mais fraco, no sentido de
gue € conseqiidncia tanto da convergéncia em probabilidade, como

a

da convergéncia quase certa.
DEFINICAO 62. Sejam X, X, X,,... variaveis aleatdrias com, res-

ectivamente, fungdes de distribuigdo F, F|, F., ...,
X, converge em disiribuigdo para X, quando p- ¢, se F (x)— F(x)
para todo x ponto de continuidade de F.

Notagdo: X, 2 X ou X, Z F. Também dizemos que X, converge em
lei para X e escrevemos £(X,)— Z(X).

O seguinte exemplo ilustra por que a definigdo requer convergén-
cid apenas nos pontos de continuidade de F.
EXEMPLO 4. Seja (), +/, P} um espago de probabilidade qualquer.

Para todo n=1,2,..., seja X, a varidvel aleatoria

constante I/n (te, X fw)=1/n YweQ) e seja X igual a constante 0,
Intuitivamente, X, teria que convergir para X segundo qualquer cri-
tério razodvel de convergéncia. De fato, € facil ver que X,— X quase
certamente € X,!—P> X.

A fungdo de distribuigdo de X, €

eade X &

l se x =0
F{X)L{O se x <{.

Portanto, x >0=>F,(x})— 1= F(x} ¢ x <O0=F,(x)—0 = F(x), de
modo‘gque F,{x) converge para F(x) nos pontos d& continuidade de f.
Porém, no ponto x =0 temos F(x)—0# | = F(0).

Observacdo. Notemos que convergéncia em distribui¢do foi definida
em termos das fungdes de distribui¢do; formalmente, nio
& preciso que as varidveis aleatorias estejam definidas no mesmo es

pago de probabilidade.
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Se X, % X, dizemos que Fy, converge fracamente para Fy. Pode-
mos considerar o conceito de convergéncia fraca de fungdes de distri-
buicdo sem levar em consideragdo qualquer varidvel aleatoria: sejam
F, Fi. F,,... funcdes de distribui¢do. Entio dizemos que F, converge

fracamente para £ se F(x) = F(x) para todo x porto de continuida-
de de F,

Nosso objetivo nesta segdo € provar que X, 5x e, € somente
€, @y {t)— @) VieR, ou seja, que Fy, converge fracamente para
£y se, e somente 8¢, @x (= @ylt) VieR Primeiro, provaremos a ne-
cessidade. (Nota. As provas dos dois teoremas seguintes sdo técnicas
€ poderdo ser omitidas em uma primeira leitura.)

TEOREMA 6.1. (Teorema de Helly-Bray). Sejam F, F, Fy, .. fungbes

de distribuicdo. Se F, converge Sfracamente para F,
entéo

f G(X)dF (%) s f 9(x) dF(x)

para toda fungdo g continua e limitada (g: R — ),

Observacdo. Se X, 3 A, entdo decorre do teg rema que [ g(x)dFy (x) -

= [ g{x) dF ((x) para toda ¢ continua e limitada, je.
EglX,}— EgX)Em particular, como as funcdes cos(ix) e sen{rx) sdo
continuas e limitadas para ¢ fixo, temos E’cosf_:X,,J;? Ecos{tX) e

Esen(tX,) = Esen (1X), de modo que @y ()= i) ¥ieR,

Prova. Para — x <4 <b < o,

|~ fal | r ~ b | | ~ b ) b
- | “;m'f’,_ — gc)’F}' < _,Jgdfn - ( g}.’ff-'n[l -+ } [ gdF, — ( gc:’F’ 4

N | Ja

b
J gdF — [ng

o

def
=1+ 1]+ i/

+

n
%

Se ¢ o= sup lg(x)] < oo (por hipdtese), e seja £ >0,
xe R

Como ] = [{* _ gdF + 0 gdF|) < [° | cdF + I8 cdF = o(Fla) 4
+ 1~ F(b)), podemos escolher a e b pontos de continuidade de Flais que

HH < oFa) + | — Fib)y < &

[F L
+ @0

’ I

Qe

- e W W
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pots Fla) + 1 — F(b)— 0 quando a— — o0 e b— +00, e basta c5(;f;!||.i>|
u suflicientemente pequeno e b suficientemente grande (os pontos de
continwidade sdo densos). Para esses valores de a e b, temos

I < [ cdF, + J‘ cdF,=cFla)+ 1 - F b)) — (Fla)+ | — F(b)),
Jow b
0 I - ara n suficientemente grande.
oxe Pfa:a!‘{ir;ifafa prova, basta provar [{ < 3¢ ¥n suﬁcientenuenl.v
grande, pois neste caso temos | gdF, — f gdF| < S¢ para todg n H_l‘lf!
cientemente grande, para todo ¢, ie, §gdF, - [ gdF. hPara tanto, sejam
a e b os pontos ja escolhidos, e consideremos a integral /1. .
Ja que g ¢ uniformemente continua em {a 4], po?cmos CSL-“.I'.I“
Xp, Xy, .-y Xy tals que (i) a=x, <Xy <L <Xy =5h, (i) ots X; 1.\L].l‘]||
pontos de continuidade de F, e (iii) |g(3{} —g(x;)| <e para todo xi
€[x,%;41], i=0,1,..., N~ 1. Entdo:

i 2 {glx) — &) {Fofxia,) — Folx)} < f g(x) dF,(x) <
< (g(x) + &) {Flxiry) = Flxd} < M,

m; d-f_'ir{g(x[_) — ¢ {F{xl'+|} — Flx)} < Jq glx) df{\) =
def i

Sg(xa) + ) (Flxin)) — F(x)} = M,

Portanto,
rE e

My — J\f‘f;‘ = gd}:‘n - J\ ng = ‘fwni LT

EN +a

para 1=0,1,..., N - |. Somando, temos

et =0

i=0

o b b N-1
I\f'b_'t (1 — M) < ( gdF, — J gaF < ) (M, — m,).

~a

. * y ¥ |
Quando n-— oo, temos m—m; e M, — M, porque o5 & 40

pontos de continuidade de F e F, converge fracamente a F. Logo,
N=-1 Nt YA IR o F > 2
__ZO (M — M) pn ,-;_b (my — M} = ~ 2e(F(b) ~ F(a)) !
. | - -
,\_1 (M ) oo >_~ (M; — m;) = 2e(F(b) — F(a)) < 2&
~ (=0
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(=), logo F =G e em particular, £, (x) - Glx) == Ffx). Mas F,.(x)—

Dai, temos para todo n suficientemente grande,
va s F(x). Absurdo, logo £, converge fracaments para F.)

b

p
— JE <

Provaremos que
' {1) existem uma subseqiiéncia F,,, Fo, .o ¢ uma funcdo F: R

—+ [0, 1] tais que F € ndo-decrescente ¢ continua a direita ¢ F,(x)
uando j— x, para todo x ponto de continuidade de I,

b
gdF, — [\ gdF < 3e. (]

v o

-

o

A reciproca do Teor s valida, le, ¢ [ gdF
eciproca do Teorema 6.1 & valida, 1e, se [gdF,— §gdF Yg

continua ¢ limitada entfo F, converge fracamente a £, ¢ 4s vezes [oma- | ’ HE)’} q F do | (i) ¢ fungio de dist buicd
se essa condigdo ¢ i E o a2 e } N - ity a F do wem (i) ¢ fungdo de distribuiGao.
veretncia [ “ ) ome ‘dcﬁmcalg d.c convergéncia fraca. (Nota. Con- |-
- g ic raca de fungdes de distribuicdo nada tem a ver com a Lei ( ' Observagdo. O tem (1) € o Teorema de Compacidade Fraca de Helly.
“raca dos Gre s N Too . ’
qos Grandes Numeros.) Mas ocorre que basta a convergéncia e L o . N
das fungOes caracteristicas associadas as fungdes de distrit = £ ¢ | Prova de (). Sejam ry, ra, ... 08 1ACI00A1S da reta. Usando o método da
. ssociadas as oOes de distribuigio . | © din Ganc o - le
svidente ¢ S S . . Co . diavonal, escolhemos uma seguencia l <n, <h, <...0G¢
Idt..rllt: como definir a fungdo caracteristica associada a uma funcdo ¢ o _dragons e a seq =11y 2
de distdbui¢do F: define-se (1) = | " dF(x). Assim definid : ¢ ; Il inteiros positivos tais que F, (1) converge, quando j— %, para cada
N o = 1 (X) ASS inida, ¢ ¢ fun- n . Ll . . . )
racteristics - . ’ ; . Nxo. emos o limite de F(r), de modo que F,(r —— F(r,) Vk.
¢ao caracteristica de alguma varidvel aleatdria {por qué?). ; || !‘, fixo. Chamemos o limite (rid q o "}J_--x _{ )
TEOREMA 6.2 (T L E obvio que 0< Flr) < | ¢ F ¢ ndo-decrescente nos racionals.
~ovlA 6.2, ’ s . . . . - ; . . . : -t
{fmmm‘a d{: Continuidade de Paul Lévy). Sejam F, . | Definamos F em x irracional por F{x}=  lm Flr). F assim
"5, ... fungdes de distribuicio e o s port] ' ' rlx.rracional
1y @2, ..., Fespectiva- - i i L L. . \ .
{ @ || definida é ndo-decrescente, mas nao € necessariamente continua a

menie, suas fungoes caracteristi T
\ Jung caracteristicas. Se @, converge pontualmenie para e chinida i ) 0
direita, Temos, contudo, que F,{x) o F(x) para todo x ponto de con-

bm E:'?”J”é’ P ese@e continua no ponto zero, entio (8
\a)} existe a " 1 - " s - ‘ . . . . . . .
b o ¢ “j:‘ fimfﬁt? de distribuicdo F tal que F,— F Jracamente e (@& “| tinuidade de F. [Pois: suponha x ponto de continuidade de F e sejam
2 a fungdo caracteristica de F - M e : i C e e e F(FY—g . Y1 e Fnti
: ; ¢ racionais tals que r<x <r ¢ F(r)—¢ < F{x) < F(r') + & Entdo,
e 1
(e L Flx)—e < F(r'y=lim F,(r) < liminf F, (x) < hmsup F,(x)<
Observacdo. Cabe des : o i j== jmom i~
- Labe destacar agora que os Teoremas 6 imoli 4 i L -
e X2 x q “rC'ms 6.1 ¢ 6.2 implicam (g < lim F,(r") = F(r") < F(x) + e
5 mais forte qe n @ < Pri @x. Mas o Teorema da Continuidade ¢ =
: mais forte do que a suficiéncia dessa proposicio, porque diz que o - L . )
f"mtf: de uma seqiiéncia de fungdes caracteristicas também é uma ( gl Como ¢ & arbitrario, temos F,(x)— F(x) quando j—0.)
ungdo caracteristica (o : ‘ : 'odemos Te i se MNecessario, Nos seus tos de descon
¢ cteristica, contanto que seja continuo no ponto zero. ! g .I odemos erCﬂljm F,s , © :sarp _no . pon ‘L ad
Prova. Sob as hind . . n tinuidade para torna-la continua a direita. Assim, ‘(1) esta provado.
, s hipoteses, (a) implica (b), por Helly-Bray. Para provar (& j ) ) . -
que F, converge fracamente para alguma funcio de distribuicdo g4 Prova de (ii). Resta provar F{+ )= 1, F(—o0) =0 Para g uma tun
va e m . b [} -4 - - [, b aracte
:‘n?s prgvar que para toda seqiiéncia de fungdes de distribuicio - " ¢do caracteristica quzlquler, @ﬁnamos a fum;dg caracte
salislaze igo ; C L ica integrada §: ; € a ' icio correspondente a g,
B ndo as COnEilc;oes d_U tcorema, existem uma subscqiiéncia F,,, - tica integrada §: se G & a fungdo de distribuigdo corresponden g9
;zd ¢ uma fungdo de distribuicdo F tais que F ,— F fracamente { . - I
ando j— . . - ' " - ,
2 o J > 0. (Para ver que ¢ suficiente provar isso, suponha que o il a(t) = J gls)ds = J. J e"* dG(x) ds = J‘ J e ds dG(x) =
s):‘St‘ (1 convirja fracameqtc para F, onde F, — F fracamente. Entio, r T . . . )
t i irdo }}C:, ;{xmto de continuidade de F e uma subseqiiéncia F;, F, 2 0 e
als que Axh—a F . soa . , L " — s dG
as condicénes )do t?é (). Como essa subseqiiéncia também satisfaré L il S ix 4Gix)
{subse e Feorcma, existirdo uma subseqiiéncia Fyoy Fau ¢ IHII
én . ~ L Ao SR o ) . .
F _>?‘ f'c?a ¢ Fy, Fy...] ¢ uma fungo de distribuigdo G tais que § onde justifica-se a troca da ordem de integragao pelo fato do nte
we—> G Iracamente. Mas F e G terdo a mesma fungdo caracteristica DO grando ser limitado.
L3 " "
Sl

i

o S

| .
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Para 1 fixo, a fungéio (¢ — 1)/(ix) ¢ limitada e continua (definir
igual a rem x =0), ¢ tende a zero quando x — + o ou x -
prova andloga i de Helly-Bray mostra que

= Ei”— -1 i eiu: -1 ]
[ —T 3 P e -1 -
J_ - f‘,‘( ﬁ;{l). S J‘_- - II, ﬂlj (x},

X

o0, Uma

Portanto,

Il

L8]

' o
Pa (5) ds = J j‘ e dF(x) ds.
oJ-=

Mas ®n, =@, @ continua em zero, implica que ¢ ¢ limitada e
mensuravel, logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada
teorema de Arzeld — veja o §3.7 — apl

naria das ¢,)

(ou pelo
icado as partes real e imagi-

j ©n (5)ds j—;_;*j @(s) ds.
0 o

Dividindo os limites iguals por ¢, temos

[ re
—_ [ pls)ds = ]—j J. e dF(x)ds, 1 # 0,
{ _t) [ Q -

Fazendo 10 ¢ usando a continuidade em s=0 das
@(s) e [ e dFix) (esta é
minada). temos

duas funcdes
continua pelo Teorema da Convergéncia Do

Falts
i) = VdH(X) = F(+ o) — F(—~ =),

o

Como @0} = lim @ 10) =

Ao

COROLARIOS. (a) Sejam X\, X, ... varidveis aleatorios. Se Py (1)
= olll ¥ie R e se ¢ é continua no ponta zero. entdn
© ¢ funcdo caragierisiica de alguma varidee

e X, 5

i

 Segue-se que F(+ o) =1, Fl— r}=1 [

[ aleatoria, fffg(miri.\ =y

(h) Se oy ()-+ e N emdo X, B N, 1

Notacdo, VX, = N, 1) indica que X,
uma
Mas ndo é ne

|
TRE
il
sty o
i o
l

converge em distribuigio para
artdvel aleatéria X que possui distribuicio N0, 11
cessino que X seja explicitamente definida. o paderme

T e
¢, T
M

n -

i T
TR TR N EI R
|.|||||-||!||||||r|1||||-||-|-||||-|I|||I|'|IIH
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interpretar a expressio “X, - N(0, 1)” como _indicativa da] Cf);];\fthillt';l;l'l-
cia fraca de Fy, para ®, a fungdo de distribui¢do da N, 1). E o
o " = - a = .
niente dizermos, neste caso, que X, converge em distribui¢do para
‘ 7] i a : 4 para as

(distribuigdio) normal-padrie. Vale uma interpretagdo analoga para

‘ - : " e D20y .
expressdes “X, 5 Poisson (1), “X, = 2*(1)", etc..

APLICACAOQ. (O Teorema Central do Limite para va::iaueu‘ .“t.{r”“”\l.”\

independentes e identicamente dismbwdas:)-bqum X,

X independentes e identicamente distribuidas, com média fJer.ml r

e caridnci g P< o SejaS,=X,+...+ X, Entdo
e varidncia comum ¢*, onde 0 <o® < oz, Sefa »,
S, = ny

S, —ES, b :
SRR S N(O, 1), fe,
\/Var Sn U\/_”_

i > > =0, Pelo
Prova. Podemos supor, sem perda de generalidade, que u
Teorema de Paul Lévy, basta mostrar que

2 N(O, 1).

O o l) = e 0 VieR.

iedades ~C ato de que
Aplicando sucessivamente as pmpnedddgs fCS, FC5 e o fat )
as variaveis X, sdo identicamente distribuidas, temos

t o n _._,.E— — (Prr (_ { ) s
Ponito v (1) = P ( (,\_/}T) - 1.1]1 - ( G\/F) a\/n

onde ¢ = @x,.

- 1 as denvadan
Ji que EX? <, decorre de FC9 que ¢ possui duas denvada
continuas. Pela formula de Taylor,

2
L r
o(t) = ¢(0) + @'(0)- t + ¢ () -,
onde |0(0)] < |t|. Portanto,
S S i
o(t) = @(0) + @0} ¢ + ¢"(0)- - + --i—{c.u (@) — @"(0)],

]
oF

. =1 e por FC9
com @ (8() — ¢"(0) =0 quando i — 0. (omo} (0} - ..1 e, POl
POy =ipn=0¢ @"(0)=i"EX]= ~ EX?= —g’ temos
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onde lim ¢(r) =0 Por 1850, para r fixo,

0
A 2 AR L
LP P— — = 1 — — .'r_ — ———— =
g in 2n o 2a°n
Ny 3 2O\ g on

- B v
_ [ B _{ i l ¢ H -
) T e
2 G- ! '
\ T/ n
, S
pom ] ——p e b oes . 1 — o, are '
. — I quando n— = ¢ para nitmeros complexos,
OV
o - — l + C.’.'_jn e ‘v . .. oy e
. " ¢ {¥eja o exercicio 12)) [

COROLARIO. (Teorema Central do Limite de De Moivre e Laplace.)
| Seja S, o nimero de sucessos em n ensaios binomiais
independentes, com probabilidade p de sucesso

'S em cada ensaio, onde
O0<p <! Enrdo }

S,—n oo,
2 B N, 1,
~Vp{l — p)
Prova. Seja X, o indicador de sucesso no n-ésimo ensaio, Entdo S -
o= X.l + X, e XX, L sdo independentes e identica
mente distribuidas com média #=p e varidncia o = p(1 — p). []

6.3  Funcdo caracteristica de um vetor aleatério

Z\cgtal se¢do, daremos uma introdugdo bem abreviada as funcoes
caracteristicas multidimensionais,
DEFINICAO 6.3. Seja X =(X,,..., X)) um vetor aleatdrio k-dimen

o _ sional. A fungdo caracteristica de X ¢ a fungio
¢:R* > C definida por b

Pty b)) = @ylty, ., ) = e LuXi = Foir X

onde t- X representa o produto interno (produto escalar) dos vetores

L=t . = = < : i
L=, fﬂh e X =(X,.. X Px = Px,..x, € também chamada fincdo
caracteristica conjunta de X, .. X,.

" A fungdo (.:aracterislica multivariada tem propriedades analogas i
Odas as propriedades enunciadas para a fungdo caracteristica de i

¥

il
il
Al
sl
Al

AN
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vartivel aleatoria. Por exemplo, propriedades FCL a FC4, FCT e FC8
sdo validas com as dbvias modificagdes (a reta ¢ substituida por RY),
Para FC3, supde-se X ¢ Y sejam vetores de mesma dimensdo, e,
V= (N, L X e Y=(Y,. ..., Y. Sob esta condigdo, a independéncia
de X e Yimplica que @y, 40 = @@ Yee R* (Dizemos que os
endentes se PIXeB,, YeB,)=PXeB,)-

vetores X e Y sdo independentes se P
- PlY=z B,) VB, e #" Bye 4"

Quanto a FC6, existe uma formula da inversdo para a fungio
caracteristica multidimensional (veja Goedenko [11], $40, Teorema 4).
Podemos usar essa formula, mais uma vez, para provar o

4

Teoremua da Unicidade: Se X e Yjorem vetores aleatérios k-dimensionais
tais que o i) = O Vee R, entdo Xe Y tém
a mesma distribuicdo. Em outras p;a?‘avrus:‘g fungdo caracteristica de-
terming a distribuigio, ¢ podemos escrever: @y = @y<=Fy = Fy. (Uma
elegante prova alternativa do Teorema da Unicidade é fornecida pelo
Teorema de Stone-Weierstrass. Veja Billingsley (4], Teorema 7.5.)

E possivel, também, generalizar FCY para o caso multivanado.
Neste caso, podemos obter momentos mistos, ou momentos-produto,
a partir da fun¢do caracteristica multidimensional; &:cja 0S exerciclos
26 e 27(b) para um exemplo.

Outra propriedade da fungdo caracteristica multivariada ¢ a se-
guinte:

FC10. Para obter a funcdo caracterisiica de qualquer distribuicde mar-
ginal, basta fazer todos os termos “extras” iguais a zero. Por

exemplo, para as varaveis aleatorias X, Y e Z, temos Ee™* ™) =
= FpiteXryl+0-2) 14

Ox x 1) = oy y 4x 3.0) (x,y)eR%

A definigdo de convergéncia em distribuigdo de vetores aleatorios

¢ analoga a Definigdo 6.2:
DEFINICAO 6.4. Sejam X, = (X, ..., Xu) X =(Xgy, ..., X,.) veto-
res aleatérios k-dimensionais. X, converge para X
em distribuigio se Fy (xp, ..., %) ;o Fylxy, oo, xd Yx=0x,...,x)

- - - = 2
ponto de continuidade de Fy. Notagdo: X, X.

Como no caso unidimensional, temos convergéncia em distribut-
¢cdo se, e somente se, as fungbes caracteristicas convergem:
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B

TEOREMA 6.3, )5',,-53{ S¢, € somente se, @y, =@y, Le
(P_{n[f'u cos I) = exlty,n) Y, . t)eR,
Prova. Omitida. (Veja Billingsley [4]. §3 ¢ Teorema 7.6.) [

Em geral, ndo ¢ facil provar convergéncia de fun¢des caracteris-
ticas k-dimensionais, para k > | (e uma aplica¢do direta da Defini¢io
6.4 € menos pratica ainda). Mas hi um artificio, devido a Cramér ¢
Wold, que reduz o problema de convergéncia em distribuicdo ao caso
unidimensional. Para melhor entender esse artificio, observe primeiro
que o Teorema da Unicidade diz que a distribuicio de N=(X, .., X)
¢ determinada pela fungdo caracteristica de &. Mas, por definicdo,
a fungdo caracteristica de ¥ ¢ determinada pelas distribuicées das

k
combinagdes lineares }:_J t;X ;. Em outras palavras, a distribui¢io con-
j=1
juntade X ..., X, é determinada pelas distribuigdes das combinacdes
k
lineares l ;X ;0 distribuigdes unidimensionais determinam a distri-
i=1
buigio conjunta! Entio é bem natural perguntar: serd que convergéncia
em distribuicdo de vetores aleatérios equivale & convergéncia em dis-
tribuicdo (unidimensional) de todas as combinagdes lineares das coor-
denadas? A resposta ¢ afirmativa: '

PROI’(_)SI(,"..E\O 6.1 (Cramér-Wold). Sefam X, =(X,, ... X.) e X =

= {Xg..... Xy vetores aleatérios k-dimensionais.

LR '

X, X se e 56 se

\ - I - X

SN ) 0N, quando i o

para tado (¢, ... )e R

& k
> - . . M . a0 - D - o
Prova. Suponhamaos primeiro que L X, = l A Y (1,
j'.-_l ‘r:
Entdo,
1

Oyt i) = Eol S0t

ey (ﬁs- .-_.X'r,Hl = (_ﬂ‘_\h-{f]. FJ\J.

.~ gy, decorre

onde utitizamos o Teorema de Helly-Bray. Comio @,

- N - Dy
do Teorema 6.3 que X, 5 X,

v

|
e
'

._.'...MI..E! PR T gy g v g e pe ey 1 e
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D
Agora, suponhamos que X, = X. Para (¢, ..., 1) € R, queremos
k k
D \f - 1
provar que Z X E t;Xo;. Para tanto, basta provarmos que
i=1 J=

P5 o x,0) m=2 05k, () VieR.

o

Mas, utilizando a outra metade do Teorema 6.3, temos
(ng p {{) — Eel-,a:[,.l’__, — Eei?{ﬂ,jx,, —
= Qxalllys oo th) g @x{ety, o ) = @5 4, x,, (- O

Veremos uma aplicagdo desta proposicio no préximo capitulo,
na demonstragdo da versdo multivariada do Teorema Central do Limite.

Terminaremos nossa discussdo de funcdes caracteristicas multi-
dimensionais considerando um critério para independéncia de (algu-
mas) coordenadas do vetor. Suponhamos- primeiro que X e Y sejam
variavels aleatorias. Entdo ocorre que X e Y sio independentes se,
e sO se, a funcdo caracteristica do vetor (X, Y) fatora: @y {x, y) =
= @x(x) oy(y) V¥ (x, y) € B2 Novamente, temos a regra produto no caso
de independéncia. Mals geralmente, temos 0 mesmo resultado quando
X e Y sdo vetores (de possivelmente diferentes dimensdes):

PROPOSICAO 6.2. Sejam X =(X,,...,X,)e Y =(Y,,..., Y.) vetores
aleatories, onde m> 1, n= 1. E e }:sﬁo indepen-

dentes se, e so se,
(P.‘(..---..\'m. T, Yn['x‘.l s tmy Vi,

Y, ...

R {;')E{.‘(l,

3 1 '\'m} 19_}!'_()'1 IEEES Y .vfl}
VXA ERT (v, L, v e R

Observagdo. Os vetores X e Y sdo independentes, por definigdo, se
P(XeB,,YeB,)= PXeB)) P(YeB,)
para todo B, e #", B,c %" (ie, borelianos em R™ ¢ R".

Prova. Suponhamos primeiro que X e } sejam varidveis aleatdrias
XeY(m=1 n=1) com X e Yindependentes. Entdo, temos

m“_‘}_['\,. }_.) — Eeiixx ¥y E{ef.txei_r!') —
= El{cos(xX) + isen(xX)} {cosly¥) + isen(y¥)}] =
= Efcos(xX)cos(yY) — sen(xX) sen(y Y]+
+ {E{cos(xX) sen(yY) + sen{xX) cos(y1}]
= (por linearidade e independéncia) =
[ £ cos(xX) + iE sen{xX) ] [Ecos(yY) + iE sen{y})]
= Ee™Y. EetY = 0 x(x) (¥},
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para todo {x, y). Reciprocamente, suponha Que @y 4 (X 3) = @ (ol y)
para todo xe R, y e R, Enldo a independéncia de X e veé conseqiiénciy
do Teorema da Unicidade: se X ¢ ¥ iossem independentes, elus teriam
fun¢io caracteristica conjunta @y \{x, ¥) =) @ (y), pela parte inicial
desta demonstragdo. Se nio fossem independentes, elag ten

am uma
fun;do caracteristica diferente, o que seria absurdo (

por hipdtese, pos-
suem a fungdo caracteristica desejada). Logo, sio independentes.

A prova no caso geral € andlogo, e é deixada para o lettar (exer-
CiL‘,it) 25) [_1

Um resultado semelhante vale para um nUmero finito qualquer
de vetores aleatérios (a prova ¢ a mesma), Consideremos o caso mais
simples em qQue X\, ... X, sio variaveis aleatdrias. Entdo, temos
XX, independentes se, e 56 se,

R L | Ox,() Yt ..t )eR"
i=1

86.4  Observacdes e complementos

(1) Convergéncia em distribuicdo nos casos discreto ¢ continuo.

Suponhamos que as variaveis aleatorias X, X, ... ¢ X sejam
todas discretas ou todas absolutamente continuas, Nestes casos, a
convergéncia em distribuicio de X, para X decorre da convergéncia
pontual das fungdes de probabilidade oy densidades. Consideremos
primeiro o caso discreto,

PROPOSICAO 6.3. Sejam X, X,, ... e X varidveis aleatérias tomando
somente os valores 0, 1,2, ... e sejam p k), py(k), ...
e p(k), respectivamente, as fungées de probabilidade (i.e, plk)= P(X, = k).

Entdo, X, B X 3¢, € somente se, p,lk)— p(k) quando n— para todo
k=012 ...

Prota. Os pontos x = /2, 32, 572, ... sdo. pontos de continuidade

de Fy. Portanto, se X, 5 X, entdo Fy (k+ 1/2)~ Fy(k + 1/2)
quando n-» w0 para k=0,1,2,.. e -
PulK) = Fy (k+- 1/2) — Fy (k — U2) s Flk+ 1/2) ~ Fy(k — 1/2) = p(k)

A=z

para k=0,1,2, .. (quando k=0, temos Fy{=1/2)=Fy(—1/2)=0).

¥

.

Fans

-~

R .
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Recipmc:]rﬂcntc. se p,(k)— plk) para todo k&, entdo Fy (x)— Fyix)
para fodo xR, pois se x =0

A L
Felxh= 3 plk) ;== ;Optk} = F(x),

k=0 ok
: e 2 x [se v <0 entdo Fe(x)= Flx)=0). ]
ondea L\J ¢ a parte inteira de x (s¢ x < (), entdo Fy (x) <)

substituide a condigdo da Pro-
Yora. No caso geral, com k substituido por x,, a co w(,ft oo
Nota. LT g o ke x Oy
posivao 6.3 ainda & sulicients, te, pulx) —vp{_l.k] [ﬂd \,,\H .‘
. ) H . - ” o .= n ados. Nio &
[ necessiria se os valores possiveis das X, ¢ X sdo isola o; (l.\,
T necessiria s s Koo solados, Mo ©
necessaria no caso geral: para um contra-exemplo, sejam X, :
LI oA . =
=0
i istribui¢do hipe Ste} ara a
EXEMPLO 4. (Convergéncia da distribuigdo mpurgec‘)rrljemca p;. @
o binomial.) Seja X'y uma variavel aleatoria com distri-
bui¢do hipergeomeétrica tendo fungdo de probabilidade

(D)(N — D)
. ke
k _ ”__.__.__., ‘[(:D,]‘...‘YL

i a (VoS - Nen</ embremos
onde N, D e n sdo inteiros ndo-negatives, D < Nen< N, Lf.m e o
que (7} =0 se k > D. Tal distribui¢do serve de modelo, por exer}r}m .
k R h - ks 5 - { f"[.|
sara 0 numero de itens defeituosos em uma amostra de te.l;@n )
b= ) ‘ X o
iur'iida sem reposigdo de um lote de N 1tens Cl:)ntfzn’d(l D de utugsn;
‘ Quando D e N — D sdo grandes ¢ n pequeno, Xy te@ dprommce
‘ . : & | ' rqu
damente distribuicdo b{n, D/N). Este rcsultjdo ed mttmtlgf;, npé)fc?m
kb - . - i "o . . )
ice etiradas sdo “quase” independentes. C
nessas condicdes as retira G ! o
que dependa de N de modo que I
suponhamos que n seja fixo e I[) ::[; R A
N — 5 e 0 <p< | Neste caso, Xy— )
quando N — 1, onc
{icaremos agora. Para k=0,1,...,n,

P(Xy = k)=

ot (¥ — D)t CnHN — )t
X =R = o=l oI (N_D-nr kil NI

A\ DD~ 1) . D —k+ D)=(N=D)N—-D~1). . (N=D=n+k+l
x(k) ) NIN 1) AN=n+ 1)
D

N

T A O )| S A

L I e s
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C D .
‘omo yTPené fixo, temos

P(Xy = k) g (:) PRI~ pf k=01, n S

| ) ! § o
ogo X, — o

b N b(n, p). - ||-

Exercicio. Su h X i ; <« '
- suponha que X, ~ b(n, p,), onde np, — 1. 0 < ; <« oo, Mostre, - ||'

p
. p o n . . . . I

‘ de duas maneiras, que X, -+ Poisson (4), primeiro usando a ||-

Proposi¢do 6.3, depois utilizando funcées caracteristicas. I

a ™ - ry - ~
PROPOSICAO 64, (Hor;’ma de Scheffé). Sejam X, Xoyooo e X va- &
ridveis aleatérias tendo, respectivamente, densida- | ||'
desfi, fa, ... ef Se f(x) = [{x) quando n — = para quase 10do x relativa- ® I ||'
mente a medida de Lebesgue, entdo X, 5. - ||'
Nota. A condigdo f,(x) - f(x) para quase todo x, ou f, - f em quase il

[—Oda pag . 7 4 P " - H [ e £ 7. :
‘ parte, &grnﬁca que o conjunto {x: f(x}+ f{x}} temn medida I
de Lebesgue nula, ie, comprimento zero. ’

Prova. Omitida (usa conceitos da Teoria da Medid

a.Yeja, por exemplo, @
Lehmann [13], p. 351). O e SR

E,\: E\/{ IjLO 3. SUPOI]ha qUC _X." o~ }\"I[/,If_“ Gs) n o= l, 2. S{_‘f o~ e |.

Op o quandon— o, onde teRe ) < g? < o entio @2

I a z cen . . .

X, = Nwe?) E consequencia imediata do Teorema de Scheffe. pois - ]
- . ‘ - .
frdx) = S L RVINS o fil

S T -
N AT d

{Exercicio. Verifique este resultado através de fungdes caracteristicas)

EXEMPLO 6. se X, ~ U[0, a,). onde a, »a 0 < g < Fo. entio ..—
il

X, AU [0.a]. Pois t¢mos

1
S fx) = o 1o, onfX) P i o ol ),

[i'

para todo x e R, exceto possivelmente par

Scheffé ¢ aplicivel, il

ax=aqa Logo o Teorema de

' i

T
. 1 il :
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EXEMPLO 7. A reciproca ndo vale necessariamente. Daremos umi
exemplo de uma seqiiéncia X,, X,,... tal que

X, 5 U[0,1] mas para quase todo x€[0,17, fx.{x)+ 1. Para tanto,
sejam Q =[0,1], o =2, ;, P=probabilidade uniforme em [0, 1],
Le, P(A) = comprimento de A, para 4 boreliano em [0, 1]. Se xe [0, 1],
seja 0, x,X,x5... a sua expansdo biniria e definamos

L (2x,, xe[0,1]
Sl = { 0, x¢[01].

Como f}f(x)dx =1, f, é uma densidade (¢ densidade da distri-
buigdo uniforme nos intervalos binarios “pares” de ordem n). Para
x normal com relagdo a base 2 e, portanto, para quase todo x (veja
o §5.3), a seqliéncia f(x) oscila entre 0 e 2 e ndo converge.

Mas se X, possui densidade f;, entdo X, U [0, 1], como pode-
mos verficar assim: se r = j{2™ é um racional binirio em [0, 1], entdo
PX,<nr)=[fdx)dx=r se n>m. Logo, Fy(x)—x se x é racional
bindrio em [0, 1], o que implica Fy (x)—+ x para todo xe[0,1] e

X, 2 ufo,1]. ' :

(i) Relagdo entre os tipos de convergéncia. Sejam X, X,,...e X
variavels aleatorias definidas em um espago de probabilidade (€, &, P).
Temos trés tipos de convergéncia de X, para X: convergéncia quase
certa, em probabilidade e em distribuigdo. J& ssbemos que conver-
géncia quase certa implica convergéncia em probabilidade e que nido
vale a reciproca. E razodvel perguntarmos agora se ha alguma relagio
entre convergéncia em distribuicdc ¢ os outros dois tipos de conver-
géncia. A resposta a esta pergunta é que convergéncia em distribuigio
¢ a mais fraca das trés convergéncias:

PROPOSICAQ 6.5. Se X,— X em probabilidade, entdo X, X.

Prova. Supenha que X, LXxe seja x um ponto de continuidade de F .
Queremos provar que Fy (x)— F{x) quando n— co,

Como para ¢>0, X, <x=X<x+¢ ou X —X, >¢ temos
[X,=x] C[X gx+e]u [|X,— X]|>¢] Logo,

Frx) = PO, < %) < Falx +6) + P(X, - X[ > ¢,

Por outro lado, X <x—e=X, <x ov X, — X >¢ de modo que

Fdx —g) g Fy(x) + P|X, - X

> &)
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Juntando as duas desigualdades, temos ve >0, ¥ n,
Fox — &) = PlX, - X|>g) < Fel) € Fyx +68) + PlIX, — X| >l
Fazendo inicialmente 520 ¢ depois £—0, temos primeira (pois
X, 51

Fylx — ) < liminf Fy (x) < lim sup £y (x) < Filx + g)

AT a—x

¢, portanto (x & ponto de continuidade de F,), Fel)=tim Fyix). O
LU

Embora a implicagio reciproca nio valha em geral, ¢ valida
quando X & constante:
Tr - D -~ P
PROPOSICAO 6.6. Se X, = ¢ constanre, entiio X, > ¢

Prova. A fungdo de distribuicdo de uma variavel aleatoria constante ¢ é

F(x) = I se x> ¢
)0 se x < e

. Como x ¢ ponto de continuidade de F. se x # ¢, segue-se pela con-

vergéncia em distribuicdo que Fy(¥)—=0 quando n— 20, se x <c, e
Fylx)—1 quando n—w, se x> Logo, para £ >0,

P(fx,,—c]gg)mp(c—as)(,,gw-a)zP{c—a<X,.SC+SJ:
= Fylete) = Fyle—e) =2 L.

X,—c|>e)=0 Ye>0e X, 5c (]

Em outras palavras, P

EXEMPLO 8. Em geral, X, 2 X=X, 5 X. Sejam X, X,, X,, ... in-
dependentes com distribuigdo comum N(0, 1/2). Entdo
X,% X, pois todas as distribuigdes sdo iguais. Mas X, — X ~ N, 1)
e P{X,~X|=¢e)=2~20(), onde ® & a funcdo de distribuigdo da
normal-padrdo. Logo, para ¢ >0, P(|X,~ X|>e)+0e X, 5 X.
Resumindo, temos que os tipos de convergéncia possuem a se-
guinte relagdo: -
conv. quase certa Zj conv. em probabilidade <% conv. em distribuigdo.
(iii) O Teorema de Slutsky. Nesta secio consideramos alguns casos

em que convergéncia de varidveis aleatdrias acarreta convergéncia de
fungdes, somas ou produtos das varidveis. Iniciaremos nosso estudo

i ||
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-
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corn a proposigdo: todo tipo de convergéncia é preservado por fun

Lo Continuas,

PROPOSICAO 6.7, Sejom X, X,, ...
g: R — R wma fungdo continua. Entde

(@) X,— X quase certamente=>g(X,) - g{X) quase certamente;

(by X, B X =g(X )5 g(X); e

(€) X, B X=g(X )8 g(X).

Prova. Provaremos em ordem crescente de dificuldade:

(a) Se X, X quase certamente, entdo existe 4, ex/ tal que
Pledp)= L e para todo we Ay, X,(w)— X(w) Como g é continua,
AX () = g(X(w) VY we Ag, logo g{X,)— ¢lX} quase certamente.

(c) Suponha que X, X, Para que g{.X,) B g(X), basta a conver-
géncia das respectivas fungdes caracteristicas. Por definigdo, ¢y (1) =
= Ee"" = E cosleg( X,)) + iE sen{tg(X ).

Como as [ungdes cos{tg(x)) e sen{tg{x}) sio continuas e limitadas
na reta, para ¢ fixo, decorre do Teorema de Helly-Bray que

e X varidveis aleatdrias e

Parlt) 7= E cos{tg(X)) + iE sen(tg(X)) = ux(1), 1R

(b) Suponha que X, 5 X, e seja £ >0. Para todo m >0, g é uni-
formemente continua em [ m, m]; escolhamos m suficientemente gran-
de tal que P(—-mf2 <X <mf2)>1 —¢ (isto é possivel porque
P[|X| <mf2)— 1 quando m— o). Pela continuidade uniforme, existe
otal que 0 <d<mf2eselx|<m, |y|<me|x—y|<d entdo|g(x)—

-gly)| <e.

Como P(|X,— X|<d)—1, temos P(|X|<m/2, |X,— X]<5) -
=z P X| <mf2) = | — ¢ (observe que se P(4,)— |, entdo P(A4  A,)—
— P(A)). Mas

[IX| = mj2,

JclXlsmiX,|=m|X, - X| <d] ¢

< 9
C [lg(X,) — oX)| < €],

logo P(lg(X,) —'g(X)] < g) > 1 — & para n suficientemente grande.
Por isso, se 0 << ¢ <¢, entdo para n suficientemente grande,

Pllg(X,) — g(X)] < &) = Plg(X,) — g(X)] < &F> | — &,

Em outras palavras, P(|g(X,)~g(X)] <e)—1 quando n—w, ie,
g(X.) 5 g(X). O _
Como conseqiiéncias desta proposicio temos, por exemplo,
X, B NO, D= X720 X, B NO, D= cX,BNO, ) X, L o>0=

=log X, 5 logc.

X, — X|
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Observagio. Oy, .
¢40. Quando g ndo é definida e continu

a4 Proposicao ainds . .

COEtirﬁla g‘m {da:cj;;aie/! S¢ para algum conjunto aberto A CR g¢é
Ae PXed)=1. 30 ¢ fini .

de 1, como é o ¢ ) S¢ g(X,) ndo & finita com probabilida-

trariamente (}cﬁrﬁsf e glx) = Uf € _P{X’f =0)>0, g(X,) pode ser arbi-
em varidvel ﬁle*"t-:‘l quando ndo ¢ finita, de maneira a converté-la
ho item (4] do.dtoua, Analog'amcn[e, a condigdo de que P(Y, # 0)=1
riamente def, CoTEma Seguinte ngo ¢ necessdrio, se X,/Y, é arbitra-
v Gelinida quando ¥, =0, digamos Xy, —0.

TEOREMA 6.4 (Teorema de Slutsky). Sejam X, X, X, eV, Y.
: : Yoo y 424 0.

varidveis aleatérias rais i
) ails N A
€ uma constante, ' e AaB X e Ty Se, onde

Enido
@ X, +7v,2y .
(b} X, — Y. 8 v . C‘

(CJ }:’l ‘r‘fn £ (‘_f}l..,,' e

i sec#0epy, poymy Sng X

Prova. A prov: o
: 2 uiilizars A . !
igme Hilizara fungoes caracteristicas. Para uma prova mais
¢ Mar” i ot
tribuicdo - ner '~ partindo da definigio de convergéncia em djs-
s vesz Bickel ¢ Doksum [3], p. 461

{2) Pelo Feoremay :
Y ._ )m Ilq[:t?ru]-_.i de Paul Lévy, basta Provarmos que @y, {1} —
Xl quando g o para todo re M. Temos o

(0« (- Yo+ .
g SRR U R P LR ) T . )
ke w= FeltXnter 4 paiy Yol Y pite).

C"omo E{’“ Xe .
- =@y ()= . N
vl = py(t), a primeira parcela do termo 4 direiry

DL (i i \
Py .t) Logo, para te : : ’
Drovemes s C{‘[‘g\'frgé”(-"q 0, para terminarmos a prova basta ue
e =thCid para zero do segundo termo. Como
| Ee nget

tende a o™ o 1) =,

L N NS TR 2 i ) _—
| N S E[e e i) = g fgira
porque [e" ) = | 1. a
) - Dasla provarmos > [ i P e
Mas isto ¢ C(lr‘.-xou.--lv_‘l.-‘ Mos que Ll — ¢ 0 quando s
que vale tambe, ricnea do Teorema da Convergéncia Dominada
4l (g “1 f e . .. = ’ o
ne caso de tonvergencia em probabilidade (nfio
Cvensdo do tearema) P . . '
teoremal: como Y A implica qu

»
! ar A T . . :
- pela proposicio anterior com g(y) = [ — gt

pProvaremos esty
7, it _

SEC
o JHE

£
£ tomo a seqiién

+e"] = 2.

L‘TI.'{ f : § .
. ¢ dominada pela constante 2 pois r;; | < |t r..| I
CMos oo e s . X o n

\ EZ, 0. Portanto, o item (a) estd provado

a em toda a ret;
EXemp / o
plo, g(x)=log x ou g(x) = 1/x, pode-se provar que

I |
|

(l
l
1
[l
I
(.
e

e
e
e
L
s
L
L
m |
A i
L
i
L
i
e
il
il
il
i
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il
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(Podemos - provar que EZ,— 0 diretamente, sem apelar para o
Teorema da Convergéncia Dominada:

0<EZ,=EZ g e+ EZ, dz,5 < Ele) + 2E [iz50 =
=g+ 2P(Z, > &) < 2e

para n suficientemente grande, pois Z, £ 0.)

(b) Conseqiiéncia de (a), pois — ¥, 5 —c.

(c) Suponhamos primeiro que ¢ = 0. Queremos mostrar que
Y,X, 0. Para tanto, basta provarmos que Y, X, 5 0, pois conver-
géncia em distribuigio decorre da convergéncia em probabilidade.

Agora sejam ¢, 3 >0 e x <0 <y pontos de continuidade de Fy
tais que Fy(y) = Fylx)=Plx< X <y)>1—-6 Como X,2 X, tecmos
Plx <X, < p)=Fx{y) = Fy [x)>1— ¢ para n suficientemente grande.
Definamos M = max (y, — x}; entdo a convergéncia em probabilidade
de Y, para zero implica que P(|Y,| <¢/M) > 1 — & para n suficientemen-
te grande. Logo, para n suficientemente grande (observacdo: P(4 n B} >
=1 — P(A) — P(BY)), temos

Pilx< X, <y,
(cxisn 1m1<

Y,| <i)> [ - 2.

Como x <X, <ye|Y,|<¢/M implicam | X, Y,| <& temos P{1X,7Y,| <
< &) > 1 — 26 para n suficientemente grande. Portanto, para tedo ¢ >0,
P X,Y,| <e)—1, ie, X,Y,-50, como queriamos demonstrar.

Agora consideremos o caso de ¢ geral. Como Y, X, =cX, + (¥, — )X,
e Y,—c50, segue-se da conclusio no caso ¢ =0 que (¥, —c} X, 50
Além disso, temos @.x (1) = @y (c)— @x{ct) = @(t), Ve R, le. X, B
B ¢ X (este resultado decorre também da proposigdo anteror). Como
¥, X, € soma de dois termos, o primeiro dos quais convergente para
cX em distribuigdo, e 0 segundo para zero em probabilidade, o resultado
¢ conseqiiéncia do ltem (a).

(d) Pela proposi¢io anterior, 1/Y, % Ijc. Agora basta aplicar o

item .(c]. ]
PROPOSICAO 6.8. Sejam Y,, Y,, ... varidveis aleatérias tais que
\/Pn( Y, — ) B N0, 0?). Se glv) é uma fungio deri-

vdvel no ponto p, entdo /g Y,) — g(e)) B N(O, o2 (g'(u))).

Observagde. O resultado vale quando g'{je) = 0, se a distnbuigdo N0, 0)
é interpretada como massa pontual em 0, ou seja. 0 ~ N{0.0).
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Y s gy ERRTE EAP . H R
Prova, A idéia da prova ¢ esta: sob as condigdes dadas, ¥ — ioem
. ay o . P - -- r l \ !
probabilidade quando n - . Como g é derivavel em e, na

. ) T
\ ml—mu,_a de o, g{y) — gip) ~ gy = ), temos W gl = gl =
S g Y, - ) Esta Gloma varigvel converge em distribuigcdo para
nl ‘[TrOd‘L.J to de ¢'{u) com uma variavel N0, #%), de modo que o limite &
N0, a7 (g () ),

Fo . - S sP

Verfiquemos primeiro que Y, -5 1 Para tanto sejam £>0 e m
uwm nterro positive, Como '

PUY, — ol <8 = Py — - ine) S o
{] i } f‘{]\; Y, —~ u)| < E) = P—m o Y =) <m)
para n suficientemente grande, temos

lin i'an(| Y, — ;1] <E) = Blm)— B — m),

Ll

onde @ é a funcio de distribuigdo da N(0, 1). Como isto vale para
todo m ¢ o termo & direita converge para | quando m-—+ 0, sepue-se
] =]

que P’(f o) <e)=1 quando n— o, para todo & >0, ie, ¥, 5 g
fa que gly)—1g9(0) = gy — p@) -+ ey~ p), onde lim e(y) =0,

y—u

temos
lows ’ ‘ ey
VMG = g) = (g'(1) + ¢(Y) VY, — )

,-\gal)rap basta provar que g'{y) + e(¥) 5 g'(u), ou equivalenteriente,
e(¥,) > 0. para poder aplicar Slutsky e terminar a prova

Yoy P o y 7 .

Para provar que ¢(Y,) £ 0, seja ¢ > 0 e considere P(le(7)] <e).

Como 1 ) =0, existe § : 2 )
Jlt[]: e(y) =0, existe § > 0 tal que le(y)| <& se |y — u| < 6. Logo,

se | Y, — ;1[ <0, entdo |¢(Y,)| < de modo que PY, —u] <é) <
< Pl ef JY,,J[ <é). Como P{|Y, — p| <d)— 1, pois Y, 5y a scqilénc;i
I’He(Yﬁ)[ < &) necessariamente converge para | quandé 1=+ 00, COMo
quertamos demonstrar. [ - 1

EXEMPLO 9. r9c:j9.1':‘| Xy, Xy, ... variaveis aleatorias independentes e
: , 1denticamente distribuidas, com EX,=peVarX, =g?
- - ~ i ’

onde 0 <g* <o, Entio pelo Teorema Central do Limite,

Se—mup N(O, 1)

\/;o'

. S X+ +
Defininc T SR RITE o (-
efinindo X, T T T, &, éamédia amostral da amostra

de tamanho n), podemos reformular o Teorema Central do Limite,

TH TR ]

i
Wl
¢, I
e : {
¢ LR
W il
il
0
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s
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Dyl

HHL

Fungdas Caractaristicas e Convergdncla em Distnbuicio 251

dividindo o numerador ¢ o denominador por n. A conclusdo fica

£
7 (_-\ nI -“.) N, 1),

a

K

ou ainda (pela Proposicdo 6.7 ou por Slutsky)

(X, — b B N0 g
Pela Proposigdo 6.8, temos, por exemplo:
(a) Seja dlxnh=x* Entdo ¢'[p) =2u ¢

SAXE = 17 BN, 407,

(b} Seja ¢{x) = l/x. Se u =0, g ndo ¢ derivivel em u e ndo pode-
mos aplicar a proposicdo. Mas se p#0, entio ¢(p)= — l/u* e

~— 1 | S
¢ s AN o‘___j‘
v ( Xoooon ) l ( Ny

{Para que o termo & esquerda seja uma varidvel aleatdria, podemos
definir 1,.X, arbitrariamente quando X, =0.)

Notemos gue, no inicio da prova da Proposigdo 6.8, demonstra-
mos que se ./ n(Y, — 1) & N{0, 0?), entdo ¥, & u Portanto, o Teorema
Central do Limite, no caso de varidvels independentes e identicamente
distribuidas, implica a Lei Fraca dos Grandes Ntmeros, le,

X, — B NO )= X, D

(iv) Uma caracterizagdo das fungbes caracteristicas. Suponha que
temos uma fungdo ¢, definida na reta real e tomando valores com-
plexos, ou seja, : B— C. Consideremos o problema de determinar
se ¢ € uma fung¢do caracteristica. Partindo da suposigio de que ¢ seja
continua e satisfaga @(0)= 1, ha uma solugdo tedrica geral para este
problema, devida a Bochner e Khintchin: ¢ ¢ caracteristica se, e so
se, ¢ definida positiva. '

DEFINICAO 65, Uma fungdo ¢: R C é chamada definida positiva
se para todo n=1,2,... e toda n-upla (c|,...,¢,)

de nimeros complexos temos

n n
SN elt; — 1) e =0, Vg, .., )R
_ Kegj=1
Para ver que uma fungdo caracteristica é necessariamente definida
- . . . . = = 2
positiva, e preciso recordar primeiro que se ¢ € complexo, entdo ¢f == ] C[ .
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‘Entdo, se ¢ é a funcio caracteristica da varidvel aleatéria X, temos
para ty,...,r, reais e ¢y, ..., ¢, complexos,

N7 T T Bt )X
}_1 ﬁ*’{fj — 1) Cily = ég{k Eettim it
i Js

= Z, E{(,Je,'r;l -{;k E—I‘F;\X] — L—-{Z ('J,;{".!JX Ck{,uk,‘(} _
ok Tk

= E(Y ") () ™) = B(Y e[ = 0.
- I ! .

1
TEOREMA 6.5, (Bochner-Khintchin). Seja w: R+ C uma Jfungdo con-
tinua tal que @(0) = 1. @ ¢ uma funcio caracteristica

(ie. fungdo caracteristica de alguma varidvel aleatdria) se, e somente
se, @ ¢ definida positiva.

Prova. A necessidade da condigdo foi demonstrada acima. Omitimos
a prova da suficiéncia. Veja Feller [9], $XIX.2 ou Gunedenko
[11] §39. 7
Na pratica, costuma ser dificj] verificar se uma dada fungdo &
definida positiva. No entanto. o critério ¢ de utilidade teérica, como
no seguinte exemplo.

EXEMPLO 10. Sejam o, ©2, ... fungdes caracteristicas. Entio toda
meédia ponderada das o, ¢ também caracteristica, onde
por media ponderada entenda-se funcdo ¢ da forma

fﬂ{” = f’: Pmtprn(f)-

"

comp,>0e ) p,=1 Isto vale porque P0) =3 P =Y p_ =1
e F q £ Pm 2 P

m m m
i
€ ¢ € coniinua (.L Pm@,. € continua para todo k e tende uniforme-
m=]
mente a @ quando k- o). Resta verificar se ¢ ¢ definida positiva;
\_x_, olt; — M}f).\'":t = }_ (}_ Pn.@m(fj = 1)) Cly = &
Ik Jokoom

= {a série ¢ absolutamente convergente) =

= 2 pul} @nlty ~ 0 et 2 0,
m Jok

pais cada ¢, ¢ definida positiva,
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EXERCICIOS DO CAPITULO 6

§6.1

1. (a) Se X ~ b{n, p), qual a fungdo cax_act‘cristica de X7
‘ (b) Mostre, usando fungdes caracteristicas, que se X ~ b(m, p:],
Y ~ b{n, p), e X ¢ Y sdo independentes, entdo X + Y ~ blm-+n, p)

io inde 1tes com, cada uma,
2. Mostre que se X, ..., X, sdo independente

n

1 a Y X ssui (s
I 1 icd s1me : torno de 0, entdao a; A ;po
dlslriblli(,ﬁt) simeltrica €m , j=i1

' ' colha das constantes
tribui¢do simétrica em tormo de 0, para toda escolha das constas
a;e R

P . — A1)
Seja ¢ uma fungdo caracteristica,. Mostre que Yy =e \

onde 2>0, também €& fun¢do caractcristic.a, (Sug“;esrﬁo‘ Stjji.l.._!.ll
N, X|, X5, ... independentes tais que N ~ Poisson {/) e_a§ X, .S.IILT
identicamente distribuidas com @y, = @. De:‘?na Y= 'SN"..O“T._"
S,=X, -+ ...+ X, N&um “tempo dF: pfu'ﬁfki pzira a SBqUﬁi’lt,.ljl
de somas parciais. Entdo @y =¥ A (11s_mb_111~(;ao de Y & Chﬂ.l‘f]c}( a
distribuigdo composta de Poisson. A distribuigdo comum de Poisson
corresponde ao caso X, =1, ie, P(X,=1)=1)

Ll

4. Calcule EX? e EX* onde X ~ N{, %) (Sugestdo. Calcule pri-
meiro para a N(0, 1) e use lineandade.)
5. {a) Mostre que se X tem distribuigdo Cauchy-padrio, entdo @, x{i} -
: ar: cos(xt) \ - 141)
= p}(r). (Pode usar, sem provar: — il
Utilize esse resultado para provar que

oy )=o) @, (1), VieR = X e ¥ independentes,

¢ portanto,
Fyifs)=Fys Fyia), VzeRX e ¥ independentes.
r+rhs ) p
(Fy «+ Fy & a convolugdo de Fy com F,.)

S(., am A R 4 !1(L,p(:]ld€l tes ¢ ldb]it}l(d[ 1ente li]s“]l]uidﬁ‘\.
1 ' n
11} d rigu g, 1 (.‘ (1 =1Jd g:1s [ onsire ue a
COol lSl bl 1a0Q CoOmum au 1y p'\dt AC )t‘,ll onsire q

_ Xkt X também ¢ Cauchy-padrao.

(b

. S,
média amostral "
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0. Sejam X e Y variavels aleatorias com a mesma distribuigdo.
Demonstre:
{(a) Se X e Y sdo independentes, entio X — ¥ tem distribuicdo
simetrica em torno de zero.
(b) Se X' ¢ ¥ tomam s6 dois valores, entio X — Y tem distribuigdo
sunetnica em torno de zero.

7. [a) Suponha que X ~exp (1) ¢ mostre que a fungdo caracteristica
. -‘)_ ' -

de X & () = > = A Tl

A — It

(b) Seja ¥ exponercial dupla com densidade

) Lo
N =S et peR

Calcule a fungdo caracteristica de ¥ (Sugestdo. Use simétria e o
tem (aj).
(c) Demonstre: se Z ¢ Wsio independentes e identicamente dis-

tribuidas, com Z ~exp (/) entdo Z — W & exponencial dupla.

oo

Use a fungiio caracteristica do exercicio anterior para mostrar
A
que se X ~I'(n, ), entdo @ylr) = (B ﬁ—J .
— It

9. Demonstre; '

(a) Se ¢ € uma fungdo caracteristica ¢ existe j # 0 tal que (i) =1
entdo a distribuicdo correspondente a ¢ estd concentrada
nos pontos + k zi), k=01,...

(b) Se ¢ é uma fungio caracteristica ¢ existe § > 0 tal que () =1
para todo t com || <4, entdo ¢(r) = [ vt (Qual a distribuicio
correspondente a ¢?)

10. A fungdo geradora de momentos de uma varidvel aleatoria X é
definida por

Yilt) = Ee™, 1eR.

P[Edpennitido a ¥y assumir o valor + x.) Demonstre que se

Ee' 1 X1 <oy para algum 6 >0, entio:

(a) ¥ (1) é finito para te[—d,4];

{b) todos os momentos de X sio finitos: e

(¢) ¥ possui derivadas continuas de toda ordem em (—3,8), e
WR0) = EX* para k=1,2, ... (Sugestdo. Use o método de
prova da propriedade FC9,) '

¥ M
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[l. Obtenha a fungdo geradora de momentos (definida no exercicio
anterior) das vanaveis aleatdrias seguintes:
(a) X ~ Poisson (4), onde A >0,
(b) X ~ Cauchy-padrio.
¢} X ~exp{d), onde A >0. Utlize o resultado para calcular os
momentos EXY k=12 ..., Confira com 08 momentos ob-
tidos no exemplo -5 do Capitulo 3 {§3.4).

36.2

2. Verifique se ¢y, €3, ... ¢ ¢ sd0 numeros complexos lais que ¢, — ¢,
;- n
- C - - - - . . . .
entdo (1 + ~% ) =t (Sugesido. Considere o logantmo principal
It

de 1+ =)

n

a iy o D, S0 _
3. {a) Suponha que X, N0, 1), ¥, > N0, 1) e para todo n X,
. . Db
seja independente de ¥, Mostre que X,+ Y,— N0, 2).
“ . -0 oo
{b) Generalize {a), provando que se X, Fe Y=, onde X, ¢
, ~ . - 0oL . .
Y, sdo independentes ¥n, entdo X, + Y, F G Aqu, Fe G
sdo fungbes de distribuigdo ¢ F * G & sua convolucgdo.

14, Qual a distribuigdo de X se X tem fungdo caracteristica @y(1) =
= cos*(1)? (Veja o exemplo 3.)

5. Mostre que é possivel para uma seqiiéncia de fungdes de dis-
tribuigdo convergir em todo ponto sem o limite ser uma funcio
de distribuigdo. (Sugestdo. Considere as vartdveis aleatOrias cons-
tantes X, =n.)

6. Prove: se F, - F fracamente e F € continua, entdo F,{x) converge
para F(x) uniformemente na reta. :

17, Utilize fungdes caracteristicas para provar: se X, A NG D e
{a)n= & uma seqiiéncia de ndmeros reais tal que a,~a finito, entdo
X, +a, 5 N{a, 1).
. 5H
18. Sejam X, X,, ... variaveis aleatorias, cada uma tendo distri-
buigdo simétrica em torno de zero. Demonstre que se X, %X,
entdio X tambem tem distribuigdo simétrica em torno e zero.

independentes ¢ identicamence distribuidas, com

19, Sejam X, X, ...
X Z,=max{X .., X,),

X,~U[0,1] e sejam Y, =min(X,, ...,



20. Seja (X,),», uma seqiéncia de varidveis ale

2
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Up=nY, V,=n(l — Z)

@v,%0ez, 51

(b) U, 2 we Vo5 W
parametro 1.

- Mostre que; quando n— o :

¢ identicamente distribuidas, tais que P(X,=1)= —i =PX,=—1)

“

e seja

- 1
}; - Z 5 X,

k=1
Mostre que ¥, 5 U[~1,1]. (Sugestdo. Use a igualdade
cos § = sen (26)/(2 sen ).
. Sejam X, X,, ...
(ph (plt b

P - F
tal que @ (1) - | para todo t com ]f' <0, entdo X, 50,
Use o resultado do exercicio 9.)

variaveis aleatdrias cuy

§6.3

22

23 Sejam X, Y Ue v

<4 Sejam X, Y, U e Vvarigve

. Dizemos que X =(X, ... X, tem distribuicdo simétrica em torno
de zero se X e — & possuem a mesma distribuigdo. Demonstre
que X tem distribui¢do simétrica em tormo de zero se, e somenie
e, @xlr) € real para todo reRh

varidveis aleatorias definidas em um espaco
de probabilidade (Q. .« P), Suponha que os vetores { X, Yie (U )
sejam  independentes, Que X' seja independente de Y e que U
seja independente de ¥ Mostre que X, X U e I sdo coletivamente
independentes. Generalize esse resultado para o caso de n vetores

aleatdrios independentes. cada qual composto de componentes
independentes.

1s aleatérias, e sejam Z =X + Y ¢
W= U + iV Demonstre:

{al Se os vetores (X. Y)e (U, V) sio independentes. entdo X e U
sdo independentes.

(b} Se (X. Y)e (U, V) sdo independentes ¢ X, Y, Ue Vsio inte-
gravels, entdo EZW})=EZ. Ew

¥

. onde W tem distribuicdo exponencial de

atorias independentes

as fungdes caracteristicas
tonvergem pontualmente, Mosire que se existe § >0

(Sugestie.

*

!
|| T e—

25,

26.
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Prove a Proposicio 6,2 para m e n quai'squer. (Pode usfa:: 4%
seguinte fato, sem prova-lo: se ;g:: X sdo Vetore_s a_leztlor:m‘m
dependentes, enldo ¢,(X) e g,(Y) sdo independentes, onde g, ¢ g,
sdo fungdes reais mensuraveis.)

(Propriedade FC9 para vetores). Seja X = (X, ..., X;) um w.:.tnr
aleatério.” Sob coadi¢gdes de regularidade, o mon"{ento mm{j
E(XT' X5 ... X7%), onde os m; sdo inteiros ndo-negativos, poderd
o) [ ca y < e i
ser obtido derivando-se a fung¢do caracteristica de X:

b R e o 1 1™

¢ P p}_’{fh vy Ik}

T E e Xy,
oUr L o

=9

Demonstre este resultado no caso em que k.:2 € my =m, —1|
sob a condigdo de que EX |, £X,; ¢ EX | X, sejam finitas, 1e., de-

monstre que
2
]
T P xy (U 12)
C'IL Gfl

= — EX,X,.

Py =iz=0

) te listribuigl ultinomial com
Suponha que X = (X, ..., X)) tf,_nha_t GIFfIIbL}ICiO_ m ' 1 com
parimetros py, ..., py € n (esta distribuigio ¢ definjda no exercic
7 do Capitulo 4). o '
(a) Mostre que a fungdo caracteristica de X €

@x(1) = (py e + ... + pe™), 1e RX

(b} Utilize o exercicio 26 para calcular a covariidncia entre X;e
Xej# £

§6.4.

28.

(Generahizagdo da Proposigdo 6.3.) (a}) Demonstre que  se
X, X, ... ¢ X tomam somente os valores Xyy Xa, ey er;.tao c‘on
vergéncia pontual das funcbes de probabilidade E:np 1cii cion

génci istribuigdo, 1.e., demonstre gue se Y plx,)=1=
vergéncia em distribuigdo, q )

- b
— EPJIJ- ¥n e Pn[-‘fx}: pix,), Yk entio X, > X.
k

N

(Sugest@o. Para ¢ >0, escolha N tal que kzl pxy)>1—¢econ-

clua que para n suficientemente grande, ¢ todo xe R.
—2+ Fy{x)< —e+ Y
k=N:xa=x

pxi) < 26 + F(x))

plx) < Fylx) <

< 2+ Z

k=N x5 x
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(b) Demonstre que vale a reciproca de (a) se os pontos X sdo
isolados, ie, s¢ para todo & existe um intervalo aberto {a,, b,)
Que contém x, ¢ ndo contém outro X

Cem mil passas sdo misturadas em uma massa que posteriormente

serd dividida em partes iguais para fazer dois mil bolos tipo inglés.

Mais tarde, um bolo sera escolhido a0 acaso e serd contado o

nimero de passas contidas nele.

fa) Explique porque voci pode modelar esse experimento utili-
zando a distribuigdo de Poisson. Qual o parametro?

{b) O modelo em (a) ¢ uma aproximagido. Qual seria a distribuicdo
exata do resultado do experimento?

(c) Qual a probabilidade de nio encontrar passa alguma no
bolo, segundo cada um dos dois modelos? As duas proba-
bilidades sdo realmente aproximadamente iguais?

Se_jam X, X, .. independentes e identicamente distribuidas
tals que X, ~ U[0, 0], onde 6 >0. Demonstre que T, =

Y T v T
=/ n log (2.X,) — log 0} converge em distribuicdo para a

1 -
N (U, —3—"), onde .rYn =

Sejam X, X,, ... variaveis aleatérias independentes e identica-
mente distribuidas tais que EX | =0. Ache o limite, quando n— oo,

da fungdo caracteristica de ¥, = cos (X,) onde X, = Lt -t—/—\-/-’i.
H

variaveis aleatorias independentes e identica-

mente distribuidas, com EX| =0 e EX?=2. Ache o limite em

distribuigdo das seguintes seqléncias:

(@) Y, Vs, ..., onde Y, = \/—

XIy i x?
(b) Z1.Z, ..., onde 7, — it t X,
- N SEIEE:

Sejam X, X, X,, ... e Y, Y, ... varidveis aleatorias lais que
PX,=0)=0=PX=0), X,5X ¢ Y, % ¢, onde ¢ & constante.

Mostre que ki3 5L
X, X

B U R

-

34

L
L

36.

37,

. Sejam X, ..
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Sejam X |, X,, ... varidveis aleatdrias independentes e identica-
mente distribuidas tais que £X | =0e¢ VYar X, =¢* onde0 <o’ < 0,
Sejam Y|, Y, ... variaveis aleatdrias independentes e identica-
mente distribuidas tais que EY, = onde peR. Prove que
% N+...+%Y
e Y=t
1 fl

Y, +/n X, Ny, 0%), onde X, =21

» X, vanaveis aleatorias independentes e identica-
mente distribuidas, com média pr, e varidncia of <oc; Y, ... Y,
variaveis aleatdrias independentes ¢ identicamente distribuidas,
com meédia jt, e varidncia oy < 20, Suponha que as X, e Y sejam
independentes e que p,+ 0. Ache o limite em distribuicio de

Zn = \/—.’I" (L - -EL), onde

Xﬂ |u‘t
4 - . 4
X, = Xt -t X, e ¥, = RO f
h 1
(Sugestdo, Z, =/ n (-E:"LT;Y-}—(—"—). Use o exercicio 13.)
HxAq -

util na Estatistica Nao-Paramétrica.) Sejam
seqliéncias de vartaveis aleatdrias. Mostre

e 2
EL‘S’L) R 0, segue-se
Var T,

(Este resultado ¢
Tlis frl) e

e S, S ...

o 1, —ET,
que se (1) —=

—— 5 N0, 1) e (ii)

Lo Depois, use a desigualdade do

LA | . A ; Var §, )
rrangulo varias vezes para provar que — —2% s |,

ang pam p W Var 7,

(Continuagdo do exemplo 10). {a) Dé uma demonstracio alter-
nativa do fato de que Zp.p, ¢ fungio caracteristica, provando
que Xp,F, ¢ fungio’de distribui¢do, onde F, é a fun¢io de dis-
tribuicdo correspondente a ¢,

|+ e 2 . . L.
——2 - € uma fungdo caracteristica. Exi-
ba a fungdo de distribui¢do correspondente. Essa distribuicio
é de que tipo?

(b) Prove que 1) = -
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ol
wn i)

e que ¢ definida por ¢fy) =~ ¥

o Pr 03 ant) € fungdo ca. ol @ | O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

factenistica, onde a,e R, p, >0 e Ip, =1 |
- an T . . : [

(¢} Most

38 O resultado do exem

demonstrad - plo IU. € 0 exercicio 37(a) pode ser ainda i
Sonslrado por um terceiro mérodo: sejam X, X .
variavels aleatérias jnd ; : Xz e X i
by ) 4s Independentes tajg que X ¢é discreta com ;
LA = 1) = : e . - "
Seia v o Pas 1 2[‘ l,zt‘ Xy possui fun¢do de distribui¢io F,, n> | i
D vanavel aleatoria que é jpug| - e b
. al d L —
modo que g X, quando X — n de ﬂ- |
V= H; LR T - < " ‘ §7.1 O Teorema Central do Limite para seqUéncias
Mostre que o — ¥ , i P de variaveis aleatdérias
s P T EPaPa € 2 fungdo caracteristica de ¥ usand L
esperanga condicional, s Fedido . '
P H' Consideremos uma seqiiéncia de variaveis aleatérias independen-
} . L
lﬂ' : tes, Xy, X, ..., definidas no mesmo espago de probabilidade (Q, &/, P).
‘ s ) e seja S;,5,, ... a seqliéncia de somas parciais, definidas por §, =
- i ) =X+ ...+ X,. Recordemos que a Lei dos Grandes Numeros trata
X i N i . i
- ™ ) da convergéncia de — (S, — ES,) para zero, quando » — 2, supondo
n
- "I b que as varidveis X, sejam integraveis. Quando a seqgiiéncia obedece
% ' ) a Lei dos Grandes Nameros, existe uma tendéncia da variavel alea-
. H"' } toria —*, a média amostral no caso de variaveis independentes e iden-
: H
- ) ticamente distribuidas, para concentrar-se em torno de sua média.
w ) Veremos neste capitulo que sob certas hipoteses gerais, a sva distribui-
Al ) ¢do quando padronizada tende & normal,
O problema central do limite trata da convergéncia em distribui-
) i . , S, — ES, .
¢do das somas parcials normalizadas, ~—eeicl para a distribuicdo
) :  Var §,
) normal-padrdo N(0.1). Para tanto, supde-se que todas as vapincias
: sejam [initas e que pelo menos uma delas seja estritamente positiva.
) O problema consiste em achar condi¢des sob as quais
’ ) .
. S,—ES, o ,, 5
i SRt SN, 1), '
x W Yar §,
i~
)

' Ja vimos uma solugdo para o problema central do limite no caso
lmw ) de varidveis independentes e identicamente distribuidas: se as X, pos-

i S
. SLEL

(TIEY oy
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suem meédia g e varidncia o2, onde 0 < g? < ¢, entdo

S, — nu
LN

o \/F

Notemos, entio, a diferenga entre o Teorema Central do Limite e
a Let dos Grandes Nimeros neste caso. A Lei dos Grandes Numeros

L - S .
diz que a média amostral -2~ converge para g, em probabilidade oy
i

. . S,
Huase certamente, 1. e, a diferenga 22~ — tt tende para zero, ¢ o Teo-
n
rema Central do Limite diz que esta diferenga, quando multiplicada
pela raiz quadrada de n, converge em distribuicdo para uma normal:

/'S .
v (—-'-"— - #) 2N, o),
n

Enunciaremos agora o Teorema Central do Limite de Lindeberg,
que déd condigdes gerais para validade da convergéncia normal (a
prova sera dada mais adiante).

TEOREMA 7.1. (Teorema Central do Limite de Lindeberg.) Sejam

: X\, Xy, ... varidveis aleatérias independentes tais que

EX,=u, e Var Xa=02 onde ol < e pelo menos urlcrf > 0. Sejam

Fo=Fy,S, = e+ .0+ X, e Sy = \/ Var_S,, = \/—o:f_w.'- Tcr? Entdo,
para gGue

Se = ES, o N(0, 1) quando n — oo,

Sy

¢ suficiente que a seguinie condigdo, chamada condigdo de Lindeberg,
estefa satisfeita: '
!

Ye>0,lim — 3 (x — 1m)? dFy(x) = 0,
5

AT S k=1 g > e,

¢ Em outras palavras, se a condigdo de Lindeberg estd satisfeite,
vale a convergéncia norma.

Observagdo. A notagio St~ 1> e, Significa que a integracio é feita
em {x:|x ~ | > ESnf =~ 0, ty ~ 5,30 (4, + £5,, + co)
Lembre-se que os dois extremos ndo estdo incluidos na regido de

1

~ e e

-
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. - . . L= e a0 R0 - 0
integra¢do, pols os intervalos sdo abertos. Se X, for discreta, com

lun¢do de probabilidade p(x;), entdo

. o
B s 1> £33y

J‘ (x — w)? dF(x) = > (i — m)? pulxy).
Wk [Zéy,

Por outro lado, se X, tiver densidade f(x), entdo

it~ E S
J (x — )P dF(x) = J (x — ) lxMdx +
b= Uy | Es, -z

+ JT {x — ;:k}zﬁ(x)dx,

Notemos também que

i~

oF = J(X — ) dF(x) '——-J' (x — ) dF(x) +
ke = g [>Ex,

i j (x = p) (),
b= |SE5a

de modo que a condigdo de Lindeberg pode ser escrita da seguinte
o 2 __ 1 2.
forma, utilizando-se o fato de que s =074 . +02:

Ye>0, —1,— i .[ (x — p)?dF(x) — | quando n — o,
" |2 = stac | = 280

i k=1

A condigao de Lindeberg significa, basicamente, que as parcelas

Koz B da soma SeZ ESy sdo uniformemente pequenas para n
Sa S, . o
grande. Por exemplo, a condigdo de Lindeberg implica

2
gl ~

max —5--» 0 quando n — oo,

Skt Sa
ou seja, para n grande, as varidncias das parcelas sdo uniformemente
pequenas em relagdo a varidncia da soma. Para ver isto, observe que
para todd k,
op 1 .
L (x — )" dF(x) +

" Jx=pul5is,

A
Sh 3

- IE J (x — pPdF(x) <
n W g | £S5
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o iind
Probatbilidade: Um curso gm Mivel Intermediérin )
_ L
1 [ 2.2 y 1 3 '
Jaq T S i=1 oy ey,
Lo I

= 5 J .'3‘5'; d!‘k()f) + 5 }_J {rx - J“_,r)zf'{FJ{XJ'

Sy N Sa j= S e,

Este Gitimo termo nio

depende de k, po
ae?

Ponamo, temos

Ty N I o
max = % E 2 + ——
ka5 CoSA S LT

que converge para £2

pela condicio de
todo ¢

>0, temas max (aifs2)—0.

Uma vez que essa condicao quer djzer que as p

Possuem variinei

demos dizer que nenhuma parcela tem muit

Do ponto de vista intuitivo,

@ s0ma de um grapde nimerg

¢ de média zero temm aproxi
Obsery

de pequenas
madamente a
€Mos que a condicio de Lin

forte que a merg condicdo dada acim

Como s? = Y f(x— M) dF(x), a condic
k=1

do né grande. ¢ Pequena a

das X, situad

4s a mais de g desvios-padra
médias ;.

E imeressame_. porém, que n
Ximo, a condicdo de Lindeberg
do Teorema Central do Limite. Essa recip
Lindeberg deve-se g

2 Feller: se X, x
ridncias finitas o2, 3, .

4 presenga

s Se pelo menos um o}

quando n— oo, entdo a con

dicdo de Lindebe
vergéncia normal | e,

n

T NGO ) =y g
M

. 2
F Ly (-\ - f”k) dF&
Sﬂ k= Y=y > [ 1%

as uniformemente pequen
1SS0 serve para justific

deberg ¢ formaimente majs
a s0bre 0 maximo das vari

do de Lindeberg diz que quan-

parte da variancia da soma devida

12 -+ 540 independentes com ra-

7§ € consequéncia da con-

IS a primeira parcela ¢ jguaj

(X — )2 dF (x),

1= £5y,

Lindeberg, Como vale para

Xi — p1

arcelas 24 T F
S?i

as quando p & grande, po-

" ‘gﬂ _ ESN
0 Peso na soma -2 8

S,
ar a afirmacio:
quantidades independentes
distribuicao norinal.

dnclas,

ds “caudas™
0 s, das suag respectivas

da condicio sobre o ma-
foca para o Teorema Je

>0 e se max (0f/s2)—0

[Z2hk<n
S

>0, il
i 8

i

il

(x} — 0,

A=

L. T i

P TR E—— e
L

. -
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: emos que a con-
(Referéncia: Feller [9], Teorema f do §{:(‘;’.1f6l;2}io(t]ené eqﬁiyaleme ;
ica saber, s; —+ 0 o ,
digio dada por FE‘.’:‘HCI‘,‘a . o ¢ il
<-1:1dic;ﬁo sobre o maximo. Veja o exercicio 6.)

- P - - "i"
- T chamada historics
Ybservagdo histdrica. A distribuigdo normal era i usada por Gauss
(hservas mente de lei dos erros. Foi us A
N Smicas r 155¢ -
vara modelar erros em observagoes astron.omlc?auesspgeﬁmu a dis-
flzjc‘ntemcnte chamada de dfsm'bm’fm; gausslﬂ:a(‘jc Jv'tr"iz’wcis aleatorias
. [ a [ .
o : o como limite de som , ais
ribui¢do normal, nio co S feradas naturais
?“;11 Cnden(es mas a partir de certas hipoteses ‘30”_5:13 média aritmé-
o ;pz di.‘if.rib:li(}ﬁ(} de erros, entre ¢las a de :,01151 eralidade DN
par das O-bservacées o “valor mais provavel” da quan
tica das .
: ; I1.10). ..
Y eja Maistrov []5]; § . : ao uso da
Va‘;a‘; (? Jcm dia o Teorema Central do Limite di apo.;o ¢les reais
oje ; itas situa :
normal Jcomo distribuigdo de erros, pois em ;IIU:;HO cestltante de
T ossivel interpretar o erro de uma obscrlv.aqdo o e St
€ pOSss . 5. Ha, tam :
Lo ‘nos ¢ independentes. > .ma
S EITOS pequenos ¢ atr do Teorema
I‘ll_Ull()m que ‘;Izepode justificar o uso da .normal %tx._avescasos ujeitos
o ‘31 do Limite, embora ndo necessariamente sejam de alturas de
1 [ H e e
I de observagdes. Por exemplo, a GlSlI’ll?LllQ‘l?j aoroximada.
b dultos de certa cidade pode ser considerada Pd mitos
€ns a somna de :
homt normal, pois altura pode ser pensada como s
mente , _
efeitos pequenos e mdepende-mes" inou com Gauss. Apareceu, pelo
ictribuics al ndao ong ) o
A distribuigdo normm De Moivre, que provou
. trabalhos de De ’ ; :
iscretamente, nos : rmoulli com
111_1‘“105 : Central do Limite para o caso de ensaios de Be '
eorerm

- 1 (parte do Teorema de De Moivre-Laplace).
= = (p:

I 21 are a re-
A indeberg (ndo provaremos _
' eorema de Linde o
tes de provar o . 8 vATEmOS A T
i oczI: de chcr], consideremos dois corolarios e zrr;mlomﬁp

e um resuitado ja provado diretamente no Cap

meiro, C

(., ... 580 varidveis aleatorias independentes
. : i Se X . IX 2y e SQO LﬂrlarUeiS B p IX’ i
COROLARIOT e iderl:ricameme distribuidas com EX = p e Var X,

=02, onde 0 <o® <00, entdo

1

ST 2N, 1) quando n - oo.

a n

P Tty RN S————— 1
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N - :
Prova. Verifiquemos a condicdo de Lindeberg: s? = ng? o para £ >0

-

| "
Y . 2 . . .
"o = J“_A oo (x — ) dE{x) = {sdo denticamente
distribuidas) = L i 2,
J 03 be=u |5 Ea ya {x h ,“) JFL(‘\:)
l‘ * 3 0—1
R T (x = WPdF (x) = = = |,
P

- x

l"]L!L Hi L,O“l‘-t.-rg,en(,la dec(”](. da dch[“‘;a() da il[cgld] IIIlp!OIJHa de
'

y . .

}\Ic,ﬂtt{lnrl-stzc!t [N

. O’sggundo corolaric ¢ o Teorema de Liapunov, que pode se
mutto util quando as varidveis X, possuem momentos ﬁ‘nitos dz ord 1'
fmator que 2. Afirma este teorema que vale a convergéncia nor en}
s¢ @ soma dos momentos centrais absolutos de ordemej +0é ma
loticamente pequena em relagdo a 5279, ) o

C - : -
OROLARIO 2. (Teorema Central do Limite de Liapunov)) Sejam
e y XXI, X23, ... varidveis aleatdrias independentes tais gue
» [_'f ,t‘,, e ar A.=0, <0, com pelo menos um ol >0, Seja 52 =
ur S, =gy 4+ ... + oi. Se existir 6 >0 tal que )
1

]
5n p

% EJ Xy — #kfz'*‘j;:;o,

=1

enfoo

wa Y [;ﬁqunlos a condigdo de Lindeberg, supondo satisfeita a
) L.r;ndraq;to de Liapunov. Para ¢ > 0, se |x— M| > es, entd
[~ et > I, de modo que T v

[ n
i) j (X — p)*dF(x) <
R A W=y s,

IA

B s
< S RN St ) PN
AR L T

[x ~ [P0 dFy(x) <

TS =
* k=] P i I e

MII |II|""”"" g

e
&Ll

S e

—

!
bl
il
L

il
B i

HHRAI G

— - .
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i~

< L by } | x — | " dFidx)
-«

g8y k=1

[ I

! Y OE| X, — w|*T? = Oquandon — x. [J

EXEMPLO L. Sejam X, X., ... independentes, X, ~ U[—n, n].
S.— ES, b

Mostraremos de duas manetras que - =" N{D, 1),

n

verificando as condigdes de Lindeberg e Liapunov,

Primeiro, a condigdo de Lindeberg, Como w, =EX, =0 ¢ o =
=VarX, = EX} = — | xX’dx = =~ temos : .
So=y
=1 4

Acontece que pdo precisamos lembrar, nem calcular, o valor desta

soma (E‘, igual a —————
18

kS

nin+ D(2n+ 1 .
J@2nt 1) . De fato, veremos que o impor-
tante ¢ a ordem de s? e nido o seu valor exato. Usaremos o seguinte

lema, que trata da ordem de séries do tipo Zn':

LEMA 7.1. Para i+ >0,

—--—1— Z K —T——l——i--- quando n — xC,

de maneira que Y k* ¢ da ordem de n**1.
k=1

Prova do lema. Como x'<k* se k—1l<x<k e kK'<x' se
k<x=k+ 1, segue-se que '

k k ko k+ 1
j x*dx < ‘[ kidx = k* = J - krdx < J. x*dx
; k

k-1 k-1 <

e, portanto, somando-se em k de 1 até n,
LR}

J xtdx < L & QJ. X dx.
=1

0 1
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Logo,

ou equivaicntememc,
1

I L3
L 1S T ) ke -
A+ 1T pini i;

. /” + At
Comao L--—-—-— 1 quando n-— oz,
"

Vali

ando ag exemplo, consideremas

Probabilidade: Urn curso em Mival Intarmedisrio

_I N if-f—l PR
= n '

0 lema esij provado, [

4 parcela

J , (x — m}z;’ﬂ(,\'} = f ' x?dF,(x).
J.r--,:klrsr.a" Ixl =gy,

Como a densidade de X
€ £S5, >n par
de n?, logo s,

« toma o valor ze
a n suficientemente grande
€ da ordem de n*?) temos
erande, a densidad alor zero |

C 4s55ume p ¥
todo &k < p

Isto quer dizer

todas as parcelas $d80 nulas e 3 condicdo
Vejamos uma demonstracéo formal,

integral de Stieltjes: para | <k<n

-~

x?dfﬂx]::JXEL

XEH ) »

JER £5a

. .
densidade) = ;]—j e

k

¢ esta Giuma integral é pula sen<es,,

POIs. neste caso, o inte

ro fora do intervalo [~ &, k],
(pelo lema, 52 ¢ gq ordem
que, para n suficientemente

1a regiio de Integracdo, para

O n suficientemente grande,

de Lindeberg esta satisfeita.

utilizando propriedades da

s (CHE(x) = (pola

el s ';s..;(.’_i'l(_!x_ ) _

grando
_ L o . |
toma o valor zerg e [~k k]. Como o lema implica que Spin? 5
lemos
2 2
5
— = —S”T =
n- n
de modo que n <es, para g suficientermnente grande,
Venficaremos, agora. a condi¢io de Liapunoy para d = 1. Temos

e L k?
ElX, - m = E X, ]? = E‘L_J.L )_\, P dy = - [} v -

4

&

e
L
i
il
o

i
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n 3 . ;' —

- (1 O le ] E E _— € dd Ordeui de n ] 01
1 e ue X ,Uk[

d 3rz 3 d {1 l 9)2
q ) ac h
Visto acima que SJI ¢ da Ol’dﬂm dE: N ! A ]Ogo SJ'I € da ordem ¥
is

. Como
a condi¢io de Lia-
I d ue a soma dos momentos, a ¢ G
33 ¢ de maitor ordem q L
n

z) utilizando o lema:
unov esta satisfeita. (Demonstragdo formal,
p $

i E|th - ﬂk|3
k=1

lim n* - 16’
[ R

Jf2
3 ' §2 \312 12 ]_
. 3y . on = | - —_— ']'? )
Im —55 = lim 3 5 3
H— n L i}

PortaﬂIO,
n |3
9/2 E E[Xk e ! -
o Ly (n *—17_1_ ) =
. : — Mf{T = hm | "
lim —3-kZI E| X = ] S
A= Yn k=

1 .
zzvﬁ%wmnﬁﬁwn)

-

. C 1d o ara {(}dO l§
¥ I k]
()DSQH{I [} I ()dCHIQS VCI‘HIC&I a COndl 40 d(.. I ]JU p
C ’ E I‘nplO Mci\ babta \31111(‘3—1 pc\l—(l [f8gs bdl(]l (18 (3..
neste exe: 3
e 0 \3|OI I Lr muito convenlente,

g iy b : Kt ]] r I -
05 O Lind TE. ar f
.‘5\ ord ].)]O\ra Tem ILO]C]“a (ie El}c £ I ira jaciiar a lel
tura dCi p ava, FCCOI‘d&mOS a COl]d]QdO d\.. I.Jﬂ . -
T 1 . dtbLIQ

1 n
Ve>0 lim— Y J

(x = ) dF(x) = 0.

" =} lx—upl > Esn

Prova do T a de I 3 as 0es carac-
[ g. | aremos que as fung
4 ndeberg. Mostraren 60 ]
rova do feorema de LS teristicas das somas paru.als padro
nizadas con i a dstica da N(O, 1), 1.e, Vie R
d vergem para a fungdo caracteristica da N( ),
1zadas cony ol d o
(s, - £sas. (1) = {por independéncia) =
S n = ESniisn

= ["] Eei™MXu=pdfsn)____, E”rn" (7.1}

[l - =1
k=1
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Para 1 i
ira lanto, fixemos re R Usaremos dy

aylor aplicada 3 ;
Sxyy | APHeada A fuacdo glx) =

e as versdes da f
s0es da fdrmula

(veja Feller [9] Lemy | do

b

AT R r ‘\_'3
¢ L+ x4 01(-\'}-7-—. onde |8 (x)! < |
e = | 4 iy — _,3::_ 18 e

2 a(x} —6—-, onde fl‘}:(-")! < I,

Seja e>0. U

- . Usando ¢ imeirq F

para | x| < ¢ . Jdo 2 primeira fOrmula para (x| e e a s

! it = & podimos escrever o (g Seguinte f" =€ ¢4 segunda
SCE orma oe

ral;
e___,.-'r_r = | 1 i [:‘\,l
G+ —
2 a "z(x)»
onde
2.2
(140 o O
J 1 l(")) "5"—. 5¢ l\.] > g
"c(x) =
3.3
X
85(x) —— B
2(x) ; *‘*C]‘\‘:ae
Portanto,

Eexp Jir (Ke=p
exp {” ( _*Tn_")}: ﬁ( p { it (;\f_"__f”_"_>
s

= (porhnearidade) = | 4. j; £ (_ k__"__—__&_) _ i‘f E ( Xe — 10 \2
\ ;. 5B~ — Hi
, X . Sn
f
Ty J Lo (S M VX =V
% =g} > £5,, S _-'_";_'_' dFk{x} + 1
3 J’ r
4 b X —
! O, [ Z M\ X —m N -
6 b =g | = g5,y ! ( Sn )(__én— _) r k{x)- | qlmull :

Como EXy =y, e Var Xy =a}, s I ‘llﬁm'l

col (_Ek______&)} e i

A 25 2 €ns- “Hmlw.l

o
I

' =|1HI!I_HI|||="5'|
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T -
! En,kl =10 J (
| % —pwl > 25y
-+ _!“[_|3 i e | —
6 lx~uxl < &5,
14

ST J (x — @) dE(x) + —5—
P~ pkl >i5n

b
3

5

n
Temos, enido,

. LR "’-'l"|3

.>_. |er|.k| <— X J (x — ) dFylx) + ik
b= ] = £8n

12

K71 Shok=1
Pela condicio de Lindeberg, a primeira parcela do termo a direita

tende a zero quando n— 0. Logo, para n suficientemente grande,

LI T - 3
Z | Chk | < i,?’{

k=1
Vamos, entdo, escolher uma seqiiéncia de €5 que converge para
3
Dy (S S & | )
zero. Para ¢ = —, existe n, tal que para n = n,, ) |e.| < -
m ' K= Im

onde os restos e, sio os determinados pela formula baseada em

g = —. Portanto, existe uma seqiiéncia n; <n; <nz3 <... de intet-
m

ros positivos tal que
}d l Enk | = =5 T
k=1
para f, <n < n,.;, onde para estes valores de n 0s restos e, sdo

1 . - L
baseados em & = -, Por economia de notagdo, a dependéncia de m
1
ndo serd expressa, mas & importante lembrar durante o restante da
prova que o .valor de ¢ que determina o resto e, x depende da posi-
¢do de n em relagdo aos n,. Temos, entdo,

Y |ens]— 0 quando n— o0. (72)
Py

Substituindo em (7.1), vemos que

. " t*o}
D185, — ES,hisa (¢) = ”( -y + Eax )
k=1 % 2""?!
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com os atisfaze I
€nk Salisfazendo (7.2). Para provar que o termo 2 direita con- L 'ﬂ'

Verge para o~ '? o . :
queggpl a Ie » Usaremos o seguinte lerna sobre nimeros complexos ' i
weneraliza o resultado ja utiliz . ' . N
ilizado para prov
aliz : ar o Teor
vl . 5 HHeado I ema Cen- '
Imite no caso de variavejs independentes e identicamente - ‘
distribuidas, de que ¢, - ¢ implica que ([ + —(”3-"—)” - f s
n ' . ]
LEMA 7 Ii
*MA 7.2, Sej ! g y
- Sefam ¢, , numeros complexos tats que ' |

Z Cox = C quan-
k=1

do n o, Se ] b I|||l
max leas |0 quando n — o IIIII
. Isksp (IIIII
o
n
lear]l <M < oo, rm|l

K=
onde M ¢ , N -
wde M ¢ uma constante que nédo depende de »n entdo mll
L
. ;
L o ‘ '
r\U; T+ e, d) = e quando n — o - _
Pr ; Pata - -
ova do lema. Veja Chung (7], §7.1. 01 P, -
Em nosso caso ¥ ; p—
E d30, sejJam ¢, , = — [42,2 2, - i
Por (7.2); A Co o2 e, e 0o =g, . -
Sladsfe om0 o
ko= — 4 K= i R 25 X Fi '
ﬁ | - e
logo Y fe, ¢ uniformemente limi i i | v i
gyl mente hmitado (Le. existe M < co ta] que il
L]
"
du ¥ e 1t b i
NS ril € M) Para aplicar o lema, resta verificarmos a con- Y il
digdo sobre o maximo: <
behza rai s lrim.,\ St max fen.k | < o |'
Shsn <35, 12ksn ! pre
> . il
- ¥ .. af & -
=5 max -+ 4 Y I" |
2 T I SN B
Tsksp Sy A=1

com o segundo termo tendendo 2 zero

Que @ condicio de Lindeberg implica que. mar (a0 510

ca que max (g2/s?
que max. (0i/5,)—0, a prova

'
esla terminada. [ ! ﬂllﬂlﬂ
: g oo

I
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§7.2 A distribuicdo normal multivariada

Antes de estendermos o Teorema Central do Limite ao caso de
uma seqliéncia de vetores aleatérios independentes, consideremos a
extensio da “definicio de distribuigio normal ao caso vetorial. Por
consisténcia de notagdo, trabalharemos somente com vetores-linha em
vez de coluna. Na literatura da analise multivaniada, é comum o uso
de vetores-coluna para representar vetores aleatérios, mas o leitor
ndo deverd sentir dificuldade na “tradugfo”: as modificacdes neces-
sanas deverdo ser Obwvias.

Diremos que um vetor aleatério tem distribuigdo normal mulii-
cariada se possui a mesma distribuigdo de uma transformagio afim
de normais-padrdo independentes. Isso significa o seguinte:se X,..., X,
sdo independentes com distribuicdo comum N(O, 1), entdo o vetor alea-
torio Y= (Y, ..., ¥,), onde

}; = GUJ{I + ... + aanH + s
para j = I, ..., n, possul distribui¢io normal n-variada. Aqui, as cons-
tantes a;; e p; sdo nimeros reais quaisquer. )
Colocando as equagdes que definem Y em forma matricial, es-
crevendo p = (yy,....4,) ¢
Qpp Qyz--- 8q,

Ay G2z --- dap

Quy Opa e gy
1emos
Y=XA+ 1

Notemos que Y}, sendo combinag¢do linear de normais indepen-
dentes, também ¢ normal. De fato, € ewvidente que

Vi~ N (,uj. X af}_).
k=1

Além disso, a matriz de covaridncias de “}_’é' Ly =Y = A'A, onde 4
¢ a matriz transposta de A e a martriz de covaridncias de um vetor alea-
torio Y & por definicdo, a matriz das covaridncias entre 0s compo-
nentes de Y, i e,

Ly;=Cov(Y,Y) 1 <ign I<j<n

T e e T e e
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Verificando este resultado, temos {notemos que EX.X; =1 o0u0, de-
pendendo de i ser ou ndo igual a j)

Cov(¥, Y)) = E((Y, — pu)iY; - ) =
=E(a i X+ kg X M a X+ a,;-X)) = {linearidade) =

=5

k=

"
N
L
f=

Qi Qpj EX, X,) = Z Qe yj = [AJJ'TL'J--

t k=1

DEFINICAO 7.1. Sejam X, ..., X, independentes ¢ identicamente
distribuidas tais que X; ~ N{0, [}, e seja Yo vetor
aleatério obtido de X = (X, ..., X,) através da transformacio

Y=XA+ g

o~ -~

onde A4 € uma matriz real nx n e p é um vetor real n-dimensional.
Entdo dizemos que Y tem distribuigao normal n-variada com média i

¢ matriz de covaridncias ¥ = A'A. Notagde: Y~ N 1) N

A matriz de covaridncias & siméirica e definida ndo-negativa. A
primeira propriedade decorre do fato de que Cov ( YY) = Cov(Y, Y)
Para venficar a segunda, basta observar que se xeR", entdo

YTX = x A4 = (3ANAY =[x 4

2?_0,

estando satsfeita a defini¢io de matriz definida ndc-negativa. (Nota:
a propriedade de ser simétrica e definida nao-negativa ndo € apenas
da matriz de covaridncias de um vetor com distribui¢do normal mul-

tivariada, mas também de toda matriz de covariincias finita, Veja o
exercicio 13))

Se uma matriz n x n ¥ é definida ndo-npegativa, entdo ela possui
a representacao L = A'A para alguma matriz n x n A, Portanto, che-
gamos a conciusdo de que toda matriz definida ndeo-negativa é matriz
de covandncias de um vetor normal muitivariado, pois basta utilizar

a matriz. 4 na Definicdo 7.1. Resumindo, entdo, temos a seguinte

PROPOSICAQ 7.1. Uma matriz n x n L € matriz de covaridncias de

: algum vetor normal n-variadoe se, e somente se, ¢
P - . £
definida ndo-negativa. v

Quando o posto da matriz 4 é igual a n e, portanto, 4 € invertivel,
sabemos de Algebra Linear que a transformagio

=Tx)=xA+ pu

o s ey

} )
w il
L]
{ &

: . )

T
il
.,
w
i
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i - - - . . Rn _Ian N{: Caso, J.-l
< d b}Unl\-D & Cil[ft, | [ sle Cd 0, 0 Ja-
¢ uma OIICDPOHL‘ICHLL Ced , ) .
L.Ob].an J{" \} = Lt\_.'[{fljl -,é O, e a ll’L!.l‘lh'[DlIIKl—l,:iE) inversa ¢ ddda IK)
AN !
. l" ,ﬂ] ‘t 1 de I[‘lDdO qUC

I{'/‘:

l=x-x=xx =y~ p)A‘L[_A"L)’(X - =
i=1 -t T -
’ =1 - .l‘
=y — WATHAY Wy =) =y - (A A) {Hy: E)
- - - - . P . i . d .
Portanto, pelo método do jacobiano, Y = (Y,,.... Y,) possui den

sidade dada por

- 1_ ﬂe—lv—ul'..-!"-ll"l_.‘\;‘i" LI .._.-l—--—i~ =
J'I{}"h--..}'n}: —EE - . | det ()]

Y 2 1
= L"_ & N ‘—{-‘f.l I:al l:._i!.? s ‘__.___—'_'_-T K

ay =y y e R" onde a dltima passagem é conscqilgznma do
ara vV = (¥, s Ya : passag; seats
Ei[O de que Ly =A'A ¢ det (L) = det {4 A} = (det‘{_,ft)gﬂ R
‘ Sede orlronarmaf ie, Ad = [, = mainz identrdade n X °
Ty=1 ; det(L,)=1¢ea densidade conjunta de Y, ..., Y, torna-s

) 1 "t mear 2
fiyer ¥ =(—:) emiIHuTE
ni J2n

. n - : .
B (_'1——) e” Ty, ey ERY

¢ : 5 Y sdo inde-
Neste caso, a densidade € fatoravel e vemos que Yi,..0o Ta
pendentes, com Y, ~ N, 1)

EXEMPLO 2. Sejam p = (0,0) ¢

2 2
i (1;\/2 !Nr),

INZAEING)

inta em indepen-
de mdheira que A4 ¢ ortonormal. Entdo se X, e X, forem pe

X i e ¥; = X 52--_ também se-
de’ﬂtCS g2 E\"{O, 1}, Yl = .—ﬁ_..‘;_+. R 2

/i 2 ﬁ \/Xz erdo inde-
rio independentes e N(0, 1). I_,ogf_) X,, + X, e )El}‘—lbﬁ-;cgn 0 Inde-
pendentes e identicamente distribuidas, com distrl .

N(0, 2).

T T e —— e
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Analogamcme, ¢ A € ortogonal, i, €, A’A ¢ uma matriz dizgonal
com elementos diagonais dy,....d,

, todos eles positivos (d; >0,

n

L <7 <n) entdo det (Zy)= ]T4 e a densidade conjunta torna-se

=]

f}'{}'} = —*—-—-]—_ e TU L 2

2y T 4,
=]
1 .
T T T ae 2
W2 [1 4,

onde utilizamos o fato de que X7 tambem ¢ matnz diagonal, tendo

. o l
elementos diagonais —

S Neste Cas0, vemos que Yi,..., ¥

d "

a
sdo independentes, com ¥~ N(y,, d;),

Se a matriz 4 ndo ¢ i ]
stdade. Nesse caso a imagem da transformacio
¢ um hiperplano no K", de dimens
tem distribuicio normal
para um exemplo.)

Calculeinos agora a funcédo caracteristica de um v
n-variado Y Para lanto, sejam X, oo X, varidveis aleatdrias inde-
pendentes e N(0, 1), de modo que Y possuf a mesma distribuicdo de

uma transformagio afim de X =(X,, oy Xolou seja,

y=Tx)=x4 + J
40 menor que n, e dizemos que ¥
n-variada degeneradq. (Veja o exercicio |4

etor normal

T Y~ X444
Entdo. a funcio caracteristica de y ¢

Prlly, ) = Eeic Y o oy _ Eelttdrpr

- — t,i[{gel'r.-i'x' .

Notemos que se uma variavel aleatéria 7 ¢ combin
R

das X, digamos 7 — 2 bx

i=1

acdo linear
j» €Ntdo Z possui distribuigdo normal

n
com meédia 4 = 0 e varancia 52 — > b?

i=1
aleatdria 1 A'X] sendo combinagdo linear das X;
n

bi=(td), = Y 14

= bb". Por isso. a vari4ve]

com coeficientes

i tem distribuicio normal com média 0 ¢ va.

Tidncia

=B = (AN AY = Aay = (L

| HH
-
1 H
1 EH
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ou seja, LAY ~ NO.LE 1) g
Ja que a fungdo caracteristica da N{0, o) é ¢(1) :exp(~ 5 )
temos
EeX = g ol) = o =|eshin,

de modo que a fungdo caracteristica de Yeé

., T n
@y(t) = exp {*.{E - 2} Le R

0 ) : ici funcdo caracteristica de-
: elo Teorema da Unicidade, a ungao ca .
Observacao. tirmina a distribui¢io. Logo a distribui¢do de um vetor

normal n-varado é determinada pel?. mé?ia p e pela malgszdiemc::sz
nancias I. A matriz A entra na dism!zuzoao s?mcnte a}x::v S oz
L= A’A,I e duas matrizes A, e A, tais que AlAl. = {1; } a0 rigem
& mesma distribuigdo normal multivariada. Assim, justifica-se

da notagdo N{p, L) na Definicio 7.1.

§7.3 0O Teorema Central do Limite — caso
multivariado

. L - que
O classico Teorema Central do Limite do caso u_nwz.mado dcr;: q:u
soma de um grande numero de variaveis aleatorias independentes

2

bosiiva. tom distribuieio proximadamente momel A saaTene
Eeozf::;jnifxii;la l;I(;do §6p.’4, que diz respeito & normalidade assin-
X+ ..+ X,
o o ,
na pratica. Essa versio diz que quar‘ldp X, X, sao ?anj;zczofnn;::;
e identicamente distribuidas_ com meédia comum p e vari

! < o0, entdo

VX, = @) =2 N(O. o%)

i 4 ¢ a versio mais usada
totica da média amostral X, = .ea

o°, onde ¢

ass: 0.
{Se ¢% =0, interpretamos N(0,¢?) como miassa }:}{)ntuaii em a} -
Ocorre que vale uma versio analoga desse rcsul‘ta o pfr o
. drios i identicamente disti-
iénai ) aleatérios independentes e i
seqiiéncia de vetores a ! ente et
ed or, quando ap
id dia amostral, agora um vetor, . :
buidos. Neste caso, a mé i tor pro
i : : dia p segui 2
] través da subtragdo da mé f
namente normalizada a 0 da mé: | e
E'luhiplicac;ﬁo pela raiz de n, converge em distribui¢do para a no

Wt
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multivariada com média 0 e matriz de covaridncias I. onde ¥ ¢ a ma-
triz de covariancias (stiposta finita) comum aos vetores,

Como no caso de varaveis aleatdrias, dizemos que 0S vetores
aleatorios X, Xa. ... 530 independentes se Xy, ... X, sdo indepen-
dentes para todo 5 > 2: eles sio identicamente distribuidos se pos-
suem a mesma distribuicdo, e para tanto, ¢ evidente que os vetores
precisam ser de mesma dimensio, Portanto, se L1, Xy, ... sdo vetores
aleatorios k-dimensionais, definidos no a

Mesmo espaco de probabili-
dade (L 2. P). eles sdo independentes ¢ identicamente distributdos se.
¢ somente se,

1

P(‘J{IEBI!"W ﬁYnEBn) = [‘JI P(:’E’)EBJJ,
j=

para todo n =23 . e para toda escolha dos borelianos k-dimen-
sionais By, ..., B, (ie. VBie B Yj<n Yn> 2.

Se X = (X, ..., X,) € um vetor
que tem média finita s¢ EX; = y; finito para J Sk e neste caso p =
(..o i) € chamado média de X. Dizemos que X' tem varidncia
Jfinita se a sua matriz de covariancias £ € finita, i. e, se Coy (X.. X))
¢ finita para todo par (i j), |l <i<k 1 =J < k. Entdo, uma condi-
¢a0 necessaria e suficiente para X' possuir varidncia finita & que a va-
ridncia de X seja finita Vi l<j<k eédbvio que neste caso X tam-
bém possui média finita, -

Quando a matriz de covariancias
nao-negativa (exercicio 13), e pela discu
a distribuicio normal k-variada N({
existéncia da distribuigio limite

aleatorio k-dimensional, dizemos

£ for finita, ela sera definida
ssdo da Gltima 5e¢30, existira
0, L). Assim, estara garantida a
no teorema que se segue,

TEOREMA 7.2. (Teorema Central do Limite para vetores.) Sejam

X1, Xa, ... vetores aleatérips k-dimensionais, indepen-
dentes e identicamente distribuidos. Suponha que X\ tenha caridncia Si-
nita, e sejam i g média ¢ % a matriz de covaridncias de Xy Seja X, a
média amostral, definida como a média aritmética dos vetores XL X,
Entdo

] ﬁ(gn —H - N(G, 2), quando n— =, .

Observagio. Se Xi=1(X;, ..., Xj) para j =12, ..., entdo

‘X; e _5\-,] ‘J" ..‘. + K,‘

g i1
[
b i

PN
IR

oY

L e

Y 0l C} L

»

T AT T T T A Ty e N J_n-f.?

il
e il
il
i
U

A
5" |

L
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Prova. Pelo Teorema 6.3, basta provar que a funcdo caracteristica
k-dimensional de \/n(X, — {1} converge para a runcao' carac
teristica da N(O, ¥) em todo ponto L€ R ou seja, basta provar que
4 = o
O =T (1) @ LI Vie R
Pelo método de Cramér & Wold {Proposicdo 6.1), basta provar
que tenos a apropriada convergéncia em distnbui¢do para I{oda com-
binagde linear das coordenadas do vetor /n [j{ - ‘,t_i_}. _Esgcg:.ﬁcamentﬂc,
basta provar que se X = (X, .... X,) possul distribuigdo  N(0, ),
entdo Y e RY,

(_E;J;_;L-_f:_:}f_k _ ﬂj) NS (73)
] i

S ;X ;quando n — x.

VAL E £ —
1 j=1

j=

Agora, o termo a direita de_ {7.3) possui distribuicdo IlOleTlEll uni-
variada. De fato, ¢ facil obtermos a sua distribuicio a partir da de-
finicdo de distribuigdo normal multivariada. Para tantg. nptamf)s que
existe uma matriz k x k, A, tal gue X tem a mesma Fi:stnb_mcao que
YA, onde A4 =X ¢ ¥Y=1(Y,,...,Y), com as Y, independentes e
T\"[O, l). Isto significa X ~ YAe

HXj=1X ~1AY,

“'[\4 -

I
k - .
i istribuicd édia zero
de maneira que ) t;X; tem distribuigio normal com m
=1 _
¢ varidncia igual & soma dos quadrados das coordenadas do vetor

cAd Le,

k ,
J

=1 -~

Como 4'A = I, temos, entdo,

Rearranjando as parcelas do termo 4 esquerda de (7.3), obtemos

Jn i i: t (‘?{Nf—&'): ‘\;“— i i fJ{XmJ—!‘j):f\/l:- i .

nrn'—'lj=1 M=
m=

i=1

onde Z =
i

k
21 [j (ij - ;u_j)-
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Como X, Xy ... sdo |

i ndepende g . i a) Utilizando o Teorema Central do Limite, ache um nimero
aS Varidveis aleatiriic o PC’ ehites e ldenucameme distribuidog ".‘ @) : ; farial A TN
Alravée A nas Z, também o siq Pois sio obtidas ’ entre 0 e | que seja aproximadamente igual a probabilidade

1aves da mesma fungio 9X) = t(x — ). Atér tdas dos x, [ U do milésimo fregués chegar depois de 100 minutos.

média zero (pois EX,, " disso, as Z, possuem

=) e variincia (T ; il g (b) Como vocé calcularia o valor exato da probabilidade no item
a a: L4, como v P J - . .
gora: . ~ erificaremos - ' (2)? (Ndo se aceita uma integral em R!990)
Var 7z, = EZ} = F i ‘ - I : 3. Seja (X,),>, uma seqiiéncia de varidveis aleatérias independentes
Tl Xii— ) (Z f;{XU—-gzj))I: ' ) tais que &, tem distribuicdo uniforme em [~0,n], Yn. Mostre
C 4 =1 _ i . que a condi¢io de Lindeberg estd satisfeita e enuncie o Teorema
= (linearid; = % . ; NP P 1
dade) = s;‘l 'ﬁ—\j: LOENX |, ~ 1) (Xa,-—,uj}] _ |l . Central do Limite resultante. (Calcule os pardmetros!)
kg ’ I . 4. Suponha que X, X,,... sejam varidveis aleatdrias independentes
— - k k
== i, - - , ' . 1 : vem -
! ,.;I )_; it; Cov(X,, X)) = Z 2t Y,=tXr il - tais que P(X, = — n):—z—x P(X, = n). Mostre que a seqiiéncia sa-
| . =1 j= e & ' ) . . ) - . A
Aplicando o Teorema Ceptra) -~ . L tisfaz o Teorema Central do Limite mas nio obedece 4 Lei Forte
ral do Limite (univariado), temos Y dos Grandes Nimeros.
_i -—ZtLj_'_'_'__F Zn D - — ; J - .. . . .
N NG, tX 1) quando - . Bl 5. Usando o Teorema Central do Limite para varidveis aleatérias
Assi v i de Poisson, mostre que :
S$im, (7.3} esta verificada, N > ’ Bk
e ) lime™ 3 o= o .
2 ~ Kt o)
i y A= k=0 . -
il | 6. (Duas condigdes equivalentes no enunciado do Teorema do
il coes €q . :
Feller.) Sejam o7, 03,... niimeros ndo-negativos tais que pelo
|l \ J 1 2 r
EXERCic108 ~ 4 pi - = menos um o, >0, ¢ seja sf =0} + ...+l Mostre que
. DO CAPITULO 7 S e o2 " : o
§7.1 i max -—-—0 quando n— oo se, e somente se. 57 — o0 e 50
. 1<ksa Sn 53
I. Na geracio de ntimer leatd e i . y (Sugestdo. Para a necessidade da primeira condicdo, mostre que.
do programador ¢ o 05 aleatdrios por computador, o objetivo i o limite ndo depende dos primeiros N termos, para qualquer -
L= NSELUIr que os nime ; s ) 2 2 :
A ros sa . o o
dicdes (i) cada nimere tem distribuics . tisfagam as con- i N fixo, e use o fato de que —% < =%
numeros sig independenies Sr, uigao umfom]e.cm [0.1]e (i) os \ s2 52
representand DIes. Sejam X, X, variaveis aleatérias S . o L 3
o ando Uma seqiiéncia de nimeros aleatdrios gerad . < Al ' 7. Sejam X, X,, ... varidveis aleatérias independentes, X, tendo
IPUIAdOr (nimeros “pseudo-aleatgriog- \ Seradas por ; \ densidade
dicdes eslejam satisfe; . 0s"). Supondo que as con- ] _
Ny 1steitas, enuncie versdes da Lei o - . Sdx) = — e 13" xe R,
Umeros e do Teorema Central do | o’ I dos Grandes Bl ) 2n
explicacdo intuitiva do sjpr: ral do Limite para este caso. Dg uma . ) : * :
- significado dos dois teoremas neste caso Seja §,=X, + ...+ X,. Demonstre que
= Fregueses cheg; ) ’ .
de Poissor Cé:lm‘cm CF:rro Supermercado segundo um processo _§E_-:_ES,, b N(O. 1)
T o lm ntensidade média de dez por minuto ‘?ej;;}n JVar§, L 1).
L R €Empos entr e
T L ntre chegadas de fregueses, de modo que f
r C O [empo de Chcgﬂda do i

mmll (Sugestdo. Use Liapunov.)

|

! il
il

e

LS TN
G S - . "I‘ '.Ii
%—-—_ummmmnmmnnmml”l

n-€simo fregués,

L]

b

b,




10. Sejam X, x,. .

.

12,
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8. Sejam RONS S

PX,

Mostre que se x >

Curso em Mival Intarmadidria

vanaveis aleatdriag

=n)=PX, = —n*) =

]

1
2_-

mite. (Sugestdo. Use Liapunov.)

‘)_ Scja "\-’l- Yl- X-z. Y;.

inde 3 '
ependentes, as X, sendo tdenticame

tribui¢do Ulo, I]e

distribuicdo U[0.2]. Seja S, a soma d

seqliéncia, de mod
-+ }"1 -+ X:, elc.

(a) Mostre que S

(b) Mostre que

L
-_— COrI"J - - I
n £rge quase Certamente e

S.'! — D
e — N(0, 1).

Ay ... uma seqiiénci

as T, sendo identj

O que §; =X, S; =X, + h, Sy =%,

ES

i

V Var §,

mente distribuidas
-2 :

0 <0 <. Seja (a

reats. Mostre que

variaveis aleatér

ﬂ)ri?‘l

t@&ls que EX, =y e Var X, = g2

pSe—nu
s A, = da,) -0, quando n-

onde ¢ ¢ a funcdo dis
¢ valido até no caso
S{.:j‘am X]. XZ""

I,.imile neste caso? Po
di¢do de Lindcberg,jl

I:xphque S¢ a seqiiéncia Z,, 7,
satisfaz o Teorema Central do

03 pardmetros.

. varidveis aleatérias
Ay~ blny, p), onde 0 <p <1 {pfixo).

tribuicio da N{(D, 1).
de ndo convergéncia de |
rque? (Sugestdo. Nio tente verificar

AR d'o exercicio 18 do Capitulo
o Limite. Se satisfaz, calcule todo:

Use o resultado do exercicio 16 do Capitulo 6a}njﬂl. Phaestie

independentes tajs que
Vale o Teorema Central do

a4 con-

1

independentes tais que

1
5 entao vale o Teorema Central do Li.

a de' varidvels aleatérias
nte distribuidas com dis-
camente distribuidas com
OS n primeiros termos da

ache o seu limite,

as i > i i
as Independentes e jdentica.

= p , onde
uma seqiiéncia qualquer de nlimeros

Note que esse resultado

-

L

{

L
il
L
i
il
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L
A
il
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i
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§7.2
13. Seja :‘hf=(Xl,‘.,, X} um vetor aleatorio tal que Var X; <
para j=1,...,k
(a) Prove que a matriz de covaridncias de X ¢ finita.
{b) Seja T a matriz de covaridncias de X. Mostre que T & simetrica
¢ definida ndo-negativa. (Observagdo. L & definida ndo-ne-
gativa, por definigdo, se Y xeR* xT x' =0)

t4. Sejam X e Y independentes ¢ identicamente distribuidas, com
distribuigio N(O, 1).
(a) Mostre que o vetor (X.X) possui distribui¢io normal bi-
variada degenerada. (Sugestdo. Qual a matnz A neste caso?)
Qual o hiperplano (aqui ¢ uma ceta) que contém os valores
do vetor? :
(b) Mostre que (X — Y 2X —2Y+2) tem distribuicdo aormal
bivariada degenerada. Qual a reta contendo os valores do vetor?

15. Mostre que um vetor aleatério com distribuigdo Ny, s, 01, 63, p),
como definida no exemplo 15 do Capitulo 2 (§2.5), possui dis-
tribui¢do normal bivariada segundo a Definigdo 7.1.

16. Demonstre que se Y =(Y,, ..., ¥,) é normal n-variada € a matriz
de covaridncias L, é diagonal, entdo Y, ..., ¥, sdo independentes.
Portanto, se Y,, ..., ¥, tém distribui¢do conjunta normal n-variada
e Cov(Y, Y)=0 para i}, entdo V..., Y, sdo independentes.
(Sugestdo. Fungdo caracteristica.)

17. Se X e Ysdo vetores aleatdrios k-dimensionais tais que X e Y sao
independentes com X ~ N{w, L), Y~ N( £y), qual a distri-
buido de Z=X + Y7 Generalize esse resultado para a soma de
n vetores iEdepench[cs. '

8 Sejam X e Y variaveis aleatorias independentes, cada uma com
distribuicio normal. Prove que X + Ye X — Y sdo independentes
se, e somente se, Yar X = Var Y. (Compare com o exercicio 29
do Capitulo 3.)

'9. Seja Y=1(Y,, ..., ¥,) um vetor aleatorio tendo distribui¢do normal
n-variada com média u e matriz de covariancias ¥y = A'A.

(a) Se B & uma matriz Teal nx ke 5_ um vetor real k-dimensional,

mostre que o vetor aleatorio Z definido por Z = YB + ¢ tem

distribuicdo normal k-variada com média B + § e matriz de co-
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O Teorema Cantral da Limita 285
vanancias I, = B'A"AB. (Sugestdo. Obtenha a func¢io carac- :

teristica de Z). o L . () Suponha que N=(N, ..,N,) possua distribuigio multi-
(b) Partindo do item (a), obtenha a distribuicio de Y, para : nomial com parametros py, ..., p, e n. Calcule a covariincia
J=1,...,n Confira sua solugio com a obtida no inicio do a ml.l entre N; e N, onde j + ¢, utilizando o item (b) € a bilinearidade
§7.2. . L e da covariéncia. (Compare com o resultado obtido no exercicio

27 do Capitulo 6.)
(d) Enuncie um Teorema Central do Limite para os vetores alea-
6rios Sy, S,,... definidos no item (b). .

(c) Mostre que todo vetor de dimensdo m < n, cujos componentes
sao componentes diferentes de ¥ tem distribuigdo normal
m-variada (por exemplo, (Y,, ¥s) &€ normal bivariada), e mostre
que sua matriz de covaridncias ¢ uma submatriz de Zy.

0. Mostre que um vetor aleatdorio X possui distribuicdo normal
multivanada se, ¢ somente se, toda combinacdo linear dos com-
ponentes de X tem distribuicdo normal univarada (e,

k

o L -
X =(Xy,.... X,) &€ normal multivariada < ) a4, X, ¢ normal

K=
Vi{a,, ....a,)eR".
5
)
J .
| ]
§7.3
21 Seja (X, .o Xy j=1....,n uma amostra aleatéria de tamanho -~
n de uma distnbuicdo k-dimensional com meédia o=y, ) Lo
finita e matriz de covaridncias ¥ = (g;). Seja (X,..... X,) o vetor e - ‘|
de medias (média amostral). Demonstre que se d;>0.j=1, ...k e
temos - w "
- 1 ko oy i
| | S e . _ 1 5 [
POX, —p<é, j=1..,k21 - (_ﬁ_ <) b
] . o - - _‘;':‘I] i | | - IHE'
22. 1O Teorema Central do Limite para a distribui¢do multinomial,) . e
Seja X =(X;, ... Xy} um vetor aleatorio tal que os componentes il
k

R
e

A'; assumem somente os valores 0 ¢ I.com Y X, =1 Seja

L] J:]
py=EX, j=1..% _ ‘HIHHI
{a) Mostre que Cov(X,. X,) = — pp,. se j# {. e
(b) Prove que se X, ... X, sdo vetores aleatdrios independentes el &
¢ identicamente distribuidos. cada um tendo a mesma dis ; HIHH'

tribuigdo que X, entdo S,= X, + ...+ X, tem distribuicio
multinomial com pardmetros p,.....p, ¢ n.

A
| A

AR
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