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Intro

El siguiente apunte esta basado en las clases del profesor Reinaldo Arellano, y como tal contiene la
mayoria de los ejercicios propuestos en sus laminas. En esencia, este apunte contiene todo lo necesario
para aprobar el curso sin problema, como se menciono, contiene los ejercicios propuestos del profesor,
ademas de los ejercicios mas importantes del libro gufa, junto con los de la bibliografia minima, a fin
de otros libros con ejercicios interesantes. La mayoria de estos ejercicios han sido seleccionados con el
fin de lograr entender y aplicar las herramientas mas importantes del curso, y las que mas se suelen
ocupar en cursos posteriores. El apunte se estructura de la siguiente forma:

e Resumen de conceptos y formulas

En este apartado se presentan los conceptos, teoremas, formulas y herramientas necesarias para
poder comprender la materia de forma sencilla, todo esto con el fin de sintetizar todo lo necesario
en un solo lugar, para que de esta manera no se pierda tiempo en buscar algo que a veces es
dificil de encontrar en libros o internet.

e Ejemplos

Los ejemplos estan pensados para comprender como utilizar las herramientas disponibles y como
aplicarlas a cierto tipo de ejercicios, en general son ejemplos sencillos para ilustrar los conceptos.

e Ejercicios del capitulo

Contiene ejercicios de todo lo visto en el capitulo, con principal enfoque en lograr aplicar y usar
de manera efectiva lo aprendido. En general en este apartado los ejercicios son mas dificiles y
variados, todo esto con el fin de lograr aprender los trucos y desarrollos necesarios que el curso
provee.

Se menciono que si se estudia de este apunte se puede pasar el curso sin problemas, esto es, siem-
pre y cuando el estudiante se proponga realizar la mayoria de los ejercicios a conciencia.

Como es un apunte no oficial del curso, desarrollado por un estudiante, no se debe considerar como
apunte guia, libro guia o similar, mas aun, se recomienda encarecidamente que el estudiante asista
siempre a clases y preste atenciéon a estas, ademas de leer y desarrollar los ejemplos del libro guia. Se
recomienda que el estudiante realice los ejercicios de este apunte cuando ya haya logrado aprender
y comprender todo lo mostrado en clases, para que de esta forma se beneficie de los ejercicios del
capitulo, ya que son los mas importantes y desafiantes.

En cuanto a los ejemplos y ejercicios, se debe destacar que contienen la solucién de forma inmedi-
ata al enunciado, por lo cual debe ser el estudiante el que deba priorizar la reflexion del problema,
antes de ir directamente a la solucién. Se sugiere que el estudiante se tome el tiempo de desarrollar y
reflexionar el ejercicio, y solo cuando ya haya encontrado la respuesta, o lo haya pensado por mucho
tiempo, puede ver la solucion.

Finalmente destacar que los ejercicios, conceptos y formulas no se suelen enunciar de forma rig-
urosa, y pueden omitir aspectos mas formales.

Cualquier error o sugerencia favor de enviar un email a daniel.glvezQuc.cl.



1 Modelos de probabilidad

1.1 Conjuntos

Las conjuntos en general se puede graficar mediante un diagrama de Venn, lo cual facilita el desarrollo
de propiedades y ejercicios. Recordar que Q corresponde al espacio muestral. A continuacion se
presentan algunas imagenes de los conjuntos bésicos

AUB ANB

AAB

Donde
e AU B: es la union de ambos eventos
e AN B: es la interseccién de ambos eventos

e A — B: es la diferencia entre Ay B

A¢: es el complemento

o AAB: es la diferencia simétrica



1.1.1 Ejemplos

1. Exprese AAB de dos maneras diferentes en terminos de conjuntos mas simples.

Segun la imagen de la pagina anterior esto corresponde a A y B sin la interseccion de ambos,
es decir, nos interesa la unién de ambos conjuntos, sin su interseccion.

AAB = (AUB) — (AN B)

La otra manera es pensando en que nos interesa el conjunto A sin el B, mas el conjunto B sin
el A. Esto se puede ver en la siguiente imagen

Es decir

AAB = (A—B)U(B - A)

2. Desarrolle las siguientes expresiones

(a) (ANB)°

(b) (AUB)*

(¢) (AUB)*

(d) (ANnBcUCE)

Para esto solo recordamos las leyes de Morgan.

(AN B)¢ = AU B*

(AUB)*=A°NB

(AUBS) =A°NB
(AnBTUC ) =AUBNC

3. Desarrolle las siguientes expresiones

(a) An(BUCQ)
(b) AU(BNC)

Para esto recordamos que aplican las leyes distributivas. Entonces

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)



4. Dibuje las siguientes expresiones y describalas

e ANQ

Corresponde a la interseccién entre A y el espacio muestral. Intuitivamente se puede
obtener rapido, pues € corresponde al todo, y A corresponde a algo dentro del todo, por lo
cual AN = A. Recordar que la interseccion corresponde a donde se “juntan” los eventos,
o sus elementos en comun. Esto se ve en la siguiente imagen

e AUQ

Nuevamente es rapido se obtener, pues es algo dentro del todo, y esta unido con esto, por
lo cual es nuevamente el todo. Esto es lo mismo que la imagen anterior, pero nos interesa
todo. De modo que AUQ = Q

o AU A®

Corresponde a la union del conjunto A y su complemento, es decir, el conjunto A, y todo
lo que esta afuera de este. Intuitivamente se puede decir que AU A = €. Esto se ve en la

\\A\\%
N .\\

N\

o AN AC

Corresponde a la interseccién entre el conjunto A y su complemento. Esto corresponde a
los elementos que tienen en comin ambos conjuntos, pero es facil notar que AN A = @.
Pues ambos no tienen nada en comin, pues uno es “el contrario” del otro. En la imagen
anterior se ve que ambos colores no se intersectan en ninguna parte.



5. Demuestre las siguientes igualdades y dibuje la identidad.

(a) A (Am B)U (AN B°)

(b) A =B-A
(c)AmBC— —(ANB)

(d) AuUB=AU(BNA°)

(e) A—(BNC)=(A-B)U(A-C)

o A=(ANB)U(AN BF)

A=ANQ
= AN (BU B°)
= (ANB)U (AN BY)

A continuacion se presenta una imagen de lo anterior. Donde

- Ans
- Anse

e A—B°=B—-A
Por definicién se tiene A — B = AN B€. Entonces

AS — B = AN (BY)©
=A°NB
= BNAS
=B-A



e ANB°=A-(ANB)
Desarrollamos el lado derecho y usamos la definicion igual que antes.

A—(ANB)=AN(AN B)°

=AN (AU B°)
=(ANA°)U (AN B°)
=g U(AN B
=AnNB*

A B

Q
Donde
_. Ac — B¢<
- Anse

e AUB=AU(BNA?)
Desarrollamos el lado derecho

AU(BNA®)=(AUB)N (AU A9)
=(AUB)NQ
=(AUB)

e A—(BNC)=(A-B)U(A-C)
Desarrollemos el lado izquierdo usando la definicion.
A—(BNC)=An(BNC)°

= (AN B)U(ANCE)
—(A—B)U(A—C)



6. Represente cada imagen en terminos de conjuntos

Es todo excepto la interseccion entre A y B. Corresponde a (AN B)©

Es todo excepto la union entre Ay B. Corresponde a (AU B)©

Es todo excepto A. Corresponde a A€

7. ;Que puede afirmar de la siguiente imagen?

l |

Se puede afirmar que la intersecciéon entre ambos es vacia, pues no comparten nada en comin.
Se tiene que ANB =g



8. Sea 2 =14{1,2,3,4,5,6}, A={1,2}, B={2,4,5} y C ={1,5,6}. Encuentre

(a) ANB
(b) AUC
(¢) AnBNC
(d) Ac
(e) AU(BNC)
(f) B—A
En algunos casos se pueden reemplazar los eventos correspondientes para asi ver las cosas mas
facil.
e ANB
ANB={12}n{2,4,5}
={2}
e AUC
AUuC={1,2}uU{l,5,6}
=4{1,2,5,6}
e ANBNC
ANnBNC=A{12}n{2,4,5}n{1,5,6}
=0
o AC
A=BUC
={2,4,5} U{1,5,6}
={1,2,4,5,6}
e AU(BNC()
AUu(BNC)=AN({24,5}n{1,5,6})
=AU{5}
={1,2}u{5}
=4{1,2,5}

9. Sea Q = {1,2,3} , Ay = {0.{1}.{2,3},Q} y A> = {0,{1,2},{3},Q}. Determine Ay N Az y
A1 U As.

AN A, = {0, {1}, {2,3}, Q} N {0, {1, 2}, {3}, O}
= {0.Q}

ALU A, = {0, {1}, {2,3}, QY U {0, {1, 2}, {3}, Q}
={0. {1} {3} {1.2}. {2,3}, 2}

10. Represente en terminos de conjuntos la siguiente imagen

fﬂ,j




Vayamos por partes. La parte superior corresponde a la interseccion entre A, B y C¢. Esto se
ve en las siguientes imégenes

A B A B

AN %

Donde

o.l ANB
o.l Ce

Al intersectar ambos resulta la parte superior de interés. Ahora, la parte inferior corresponde
a la interseccion entre A, B¢ y C¢. Esto se ve en las siguientes imégenes

A\\\

N

Se puede apreciar que la parte en comun de los tres conjuntos es la parte inferior de interés.
Luego, como nos interesa la parte superior e inferior, el evento de interés corresponde a

(ANBNCE)U (A N B NC)

10



1.2 Espacio de probabilidad
Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad

e : corresponde al espacio muestral, esto es, todos los posibles resultados de nuestro experimento

e F: corresponde a la sigma-dlgebra, esto es una coleccion de posibles resultados de nuestro
experimento, la cual tiene las siguientes propiedades:

1. Qe F
2. SitAe F= A F

3.SiALA . eF=|JAeF

n=1

e P: corresponde a la medida de probabilidad, esto es, una funcién que asigna un valor a cada
elemento de 2. Esta funcion tiene las siguientes propiedades denominados Axiomas de Kol-
mogorov.

1. P(Q) =1
2. P(A)>0,VAE F

3. Para una secuencia disjunta de eventos dos a dos (A,- NA =0, Vi ;éj) se tiene:

P G An = i P(An)
n=1 n=1

A cada elemento de Q lo denotaremos como w. En general no profundizaremos las ideas de sigma
algebra y medida de probabilidad, ya que se necesitan conocimientos sobre teoria de la medida, y el
curso no tiene ese enfoque ni requerimientos de esta.

Es 1til saber lo siguiente

e Una sigma &lgebra comtinmente usada es:

F = {todos los subconjuntos de Q} : P(Q) o 2%

e Se dice que dos eventos A y B son excluyentes o disjuntos si

ANB=10

Basicamente que no tienen elementos en comun

o0
e Sea Q # 0. Si F1,F,, -+ son o—algebras sobre 2, entonces m F; también es una o—algebra
i=1
sobre Q. Esto nos dice que la interseccion de o—algebras es una o—algebra. En cuanto a la
union de o—algebras, hay que verificar las propiedades para concluir.

11



1.2.1 Ejemplos

1. Sea un experimento con Q = {1,2} y F = {0, {1}, {2}, {1,2}}. Verificar que F es efectivamente
una o—algebra.

Necesitamos verificar las propiedades.

e QcF

Es claro que Q € F. Corresponde al ultimo elemento.
e SiAcF = AcF

A =0, se verifica que A°=Q ¢c F

A = {1}, se verifica que A° = {2} ¢ F

Se verifica la propiedad.

o0
¢ SiAL A, .. eF=|JAeF
n=1
Se puede verificar facilmente. Basta con tomar algin A; € F y ver que la unién con
cualquier otro elemento también existe en F. A modo de ejemplo si se toma A; = {2} y
Ay = Az = - - = Ay = 0 se tiene:

U A ={2}

2. Sea F =A1NAy G = A UAy, donde A; = {0,{1}.{2,3}, Q} y A» = {0,{1, 2}, {3}, Q} dos
o—algebra de subconjuntos de Q = {1,2,3}. ;Son F y G o—algebras de subconjuntos de Q7

Primero encontremos F y G.

F={0,{1},{2,3}. Q} n{0.{1,2}, {3}, Q} = {0, Q}
G ={0.{1}.{2,3}, QU {0,{1,2}, {3}, @} = {0, {1}, {3}, {1.2}, {2,3}, 2}

Ahora analicemos cada una. F es la o—éalgebra trivial
{0,Q}

por lo cual no hace falta demostrar nada. Ahora G. Se verifica que Q € G. Si A = 0 se tiene
A=Qe€G. Si A= {1} se tiene A° ={2,3} € G. Si A= {3} se tiene A° ={1,2} € G. Ahora
veamos que pasa con las uniones. Tomemos A; = {1}, Ao = {3} y As=As = = A = 0.

Tenemos que

O Ap = {1' 3}
n=1

Pero {1, 3} no se encuentra en G. Se tiene que {1,3} € G.

Se concluye que G no es una o—algebra y F si lo es.

12



3. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Donde

Q=1{12.}

F =29

P({k}) = ﬁ k=1,2,..

Un ejemplo de la probabilidad de un evento A = {1, 2, 3,4} es:

P({1,2,3,4}) = Zk(le) = g

k=1

Demuestre que cada elemento del modelo cumple las respectivas propiedades.

Se puede verificar que corresponde a un espacio de probabilidad, ya que la sigma-algebra es el
conjunto €2, el cual es valido y ya esta desmostado en diversos libros que es una sigma-algebra.
Ahora falta verificar la medida de probabilidad. Entonces:

e P(Q)=1

Para esto debemos sumar sobre todo el espacio muestral, por lo cual:

[e]

P(Q)=Zk(k1+1):n'ilﬂo " %_%H:ni";ol_ nJlr1 -
k=1 k=1
Recordar la propiedad telescopica para calcular la serie.
e P(A)>0
Es claro que es positiva, pues _ >0,Vk>1
k(k+1)

oP QA,, —i]P’(A,,)

PlJA | =P(AUAUAU- )
n=1
_ i 1
keA1UAU--- k(k + 1)

Ahora podemos separar la suma mediante la probabilidad de cada evento en particular,
de forma tal que

S
kEAIUALU-- k(k + 1)
k k
- Y et T et
S kk+1) T & k(k+ 1)

=P(A;) +P(A) +- -

=> P(A)

13



4. Sea R(A) = aP(A)+ (1 — a)Q(A), A € A donde Py Q son medidas de probabilidad en (£, A)
y a €[0,1]. (Es R(A) una medida de probabilidad en (9, .4)?

Solo necesitamos comprobar los axiomas de Kolmogorov.

e P(Q)=1

R(Q) =aP(Q) + (1 — a)Q(Q)
=a-1+(1—-a)-1
=a+1l—-«
=1

Notar que P(Q) = 1y Q(2) = 1 ya que por enunciado estas ya son medidas de probabilidad
en (2, A).

e P(A)>0

R(A) = aP(A) + (1 — 2)Q(A)

=a
N—— N—————
>0 >0
Como todo es positivo, se tiene que R(A) > 0. Recordar que al tener o € [0, 1] el lado
izquierdo con P(A) siempre es positivo, y el lado derecho con Q(A) también, ya que es a
lo mas 1, y a lo menos 0.

o P QA,, :iP(An)

R L_JlA,, =aP L_JlA,, +(1-a)Q L_JlAn
- ai P(A) + (1 —a) i Q(An)
- iaP(A,,) + (1 - a)Q(An)
_ iQ(An)
- |

Por enunciado se tiene que P y @ son medidas de probabilidad, por eso se pasa de la union a
la suma. Lo anterior con Aj, Ay, ... una sucesion disjunta dos a dos en (£, A).

14



5. Sea (£, A, P) un espacio de probabilidad. Sean aj, ..., a, nameros positivos y Aj, ..., A, una
particion de . Para todo A en A sea

i a,-P(A n A,')
QA) =

Z a,-P(A,-)

(Es Q una medida de probabilidad 7

Necesitamos corroborar los axiomas de Kolmogorov. Entonces

e P(Q)=1
P(Q) = Q(Q)
Z a,-P(Q n A,)
_ =1
> aiP(A)
i=1
Z a,-P(A,-)
_ =1
> aiP(A)
i=1
=1
e P(A)>0
Claramente se tiene Q(A) > 0, pues los a; son numeros positivos, y las probabilidades estan
entre [0, 1].

[e9) [e9)
e PJA ] =D P4
j=1 j=1

i=1 Jj=1
= n
a,P(A,-)
i=1
o D _aiP(AINA)
i=1
J=1 a,-P(A,)

15



j=1
= QlUA | => en)
j=1 j=1

6. Sea Q2 = (0,00) y A = B. Defina la medida de probabilidad P como:
P(B) = / e dx, BeB.
B
Verifique que P es efectivamente una medida de probabilidad.

Debemos corroborar los axioma de Kolmogorov.

e P(Q)=1

e P(B)>0
Esto es claro, pues f(x) =e™* >0

e P(UBi| =D _P(B)
j=1 j=1

Sea By, B,, ... una sucesion de intervalos disjuntos en B, entonces

PIUBi| = / e *dx
=1 Uj=1B;

e Xdx + / e “dx+---
B>

e *dx

Mg s~

T

J

.
I

M

P(B;)

.
I
—

Note que un ejemplo particular de lo ultimo es tomar B; = (1,3), B, = (4,7) y B3 =
(10, 00), claramente son disjuntos de a pares, entonces corroboremos lo ultimo

3
PlUBi|= / e ¥dx
j=1 U;B;

/ e Xdx
(1,3)U(4,7)U(10,00)

:/ e_de+/ e_de—i—/ e *dx
(1,3) (4.7) (10,00)

3
=Y P(B)
j=1

16



7. Sea (2, A), donde Q ={1,2,...,...} y A= P(Q). Defina la funcién
1\ /1
P({i}):a(z) , i=1,2,...
(Para que valor de a la funcién anterior es una medida sobre (2, .A)?

Claramente es positiva, veamos si suma 1

i=0
B 1
S T1-1)2
2a
Imponemos la condicién
P(Q)=1
2a=1
!
2

Luego, la funcion anterior es una medida sobre (2, A) si a = 1/2. Ademaés es facil ver que la
propiedad de aditividad se cumple.

8. Sea (£, A, P) un espacio de probabilidad demuestre que

(oo}
(a) Si Ay C Ay C -+ € A, entonces P U An ] = lim P(A,)
el n—oo
(b) SiA1 DAy D €A entonces P | [ Ay | = lim P(A,)
n=1 n—oo

Para esto es 1util dibujar

(a) Note que A; C A, C --- € A corresponde a

17



pues A; esta contenido en Ay, A, esta contenido en A3 y asi sucesivamente. Note entonces
que podemos descomponer cosas de forma conveniente, esto de la siguiente manera

Pl{JAn| =P (A U(A—A)U(As— A)U---)
n=1

=P UA,-fA,-_l . con Ay =0
i=1

M

P(A; — Ai—1), Disjuntos
1

= P(A) + iP(Ai —Ai1)

= P(A;) + i]P’(A,) —P(AiNAi_1)
i=2

= P(Al) + n||—>ngo iP(A,) — P(A;_l)

=P(A;) + lim P(A,) —P(A>_1), suma telescopica
n—oo
=P(A1) — P(A)) + lim P(A,)
n—oo
— lim P(A,)

n—oo

Demostrando asi lo pedido.
Solo habia que recordar que

(b) Para esto podemos escribir A; D Ay D A3 D --- de la siguiente manera
AADADA3D - =---CA3CACA

y esto corresponde a

No es dificil convencerse de que A C A5 C AS C ---. Teniendo esto en cuenta podemos
usar lo demostrado en a).

18



Entonces

P nL:JlA,C, = lim P(A7)
N c
Pl[)An =1- lim P(A,)
O An| =1~ lim P(A,)
o0
= P([)A = lim P(A,)

9. Sea {tn}n>1 una secuencia de medidas de probabilidad sobre el espacio (€2, A). Demuestre que
la funcién

= ui(E
E)= Z 2(,' )
i=1
es una medida de probabilidad en (£, A).

Debemos corroborar los axiomas de Kolmogorov.

w1
_ng
1/2
T1-1)2
=1

~

e Claramente es positiva, pues p;(E) de por si son medidas de probabilidad, y la suma es
positiva.

10. Sea Q = {a,b,c,d}, F = {0.Q,{a}. {b, C} {d},{a. b, c} {b,c,d} {a,d}} y P una medida de
probabilidad de F en [0, 1] con P({a}) = 2, P({b,c}) = § v P({d}) = c.

(a) Determine el valor de o tal que P sea una medida de probabilidad sobre (£, F).

19



(b) Encuentre P({a, b, c}), P({b,c,d}) vy P({a, d}).

(a) Recordemos que las probabilidades deben sumar 1. Usando esto y el argumento de eventos
disjuntos tenemos

P(Q) = P({a}) + P({b}) + P({c}) + P({d})
_2 +P({b}U{c}) +a

7
2
=z +P({b,c}) +a
24
709
= ﬁ +a
63
Imponemos la condiciéon
P(Q2)=1
46
i -1
63 + a
- a=o
63

P({a, b, c}) = P({a}t U{b, c})

=P({a}) + P({b,c})
2 4

779

46

T 63

P({b, c,d}) = P({b,c} U{d})
= P({b, c}) + P{d})

_4,
T 9 63
_>
7

P({a, d}) = P({a} U{d})

_2, 1
7 63
_°
9

20



1.3 Probabilidades

Para calcular la probabilidad de algin evento existen diversas propiedades utiles. A continuacion se
presentan las necesarias y mas utilizadas. Ademas de las mas importantes.

o P(AUB)=P(A)+P(B) —-P(AN B)

e P(ANB) =P(A)+P(B) —P(AUB)

e A° denota el complemento de A

o P(A)=1—-P(A°)

e Ay B son disjuntos si AN B =0

e Ay B son independientes si P(AN B) = P(A)P(B). Esto implica que
o P(A° N B°) = P(A°)P(B°)
o P(A° N B) =P(A°)P(B)
o P(AN B¢) =P(A)P(B°)

e Si A1, Ay, ..., Ak son independientes, entonces
k k
PUJAn| =1 i - PAn) M
n=1 n=1
e Si A1, Ay, ..., Ak son independientes, entonces
k k
P ﬂ Al = ﬂ P(A,)
n=1 n=1

e Recordando la seccion de eventos, podemos interpretar estos mediante probabilidades. Algunas
de estas son

o Ocurre por lo menos uno de los tres eventos: P(AU B U C)

o Ocurre exactamente uno de los tres eventos:

P(ANB NC)UPA“NBNC)UPA“N B NC)

o No ocurre ninguno de los tres eventos: P(ABC) = P(A€ N B N C°)
o Ocurren los tres eventos: P(AN BN C)

e Desigualdad de Bonferroni
P(A)+P(B)—1<P(ANB)
Mas generalmente

k k
D P(A)—(n—1)<P([)A (2)

n=1 n=1

para A]_,A2, ...,Ak

e Desigualdad de Boole

para Ai, Ao, ..., Ak
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e Se define la probabilidad condicional de un evento A dado otro evento B como

P(A|B) — W
o P(A°|B)=1-P(A|B) (4)
o P(A|B) =1-P(A°|B°)
< ]P)(Al N A2 n A3) = P(A3|A2 n Al)P(A2|A1)IP(A1) (5)
Mas generalmente
k
P(AL N Ay NN A) = P(A) [ P(AnAnoi 0+ N A)
n=2

e Podemos calcular la probabilidad de un evento A condicionando en algin evento B;

P(A) = P(B1)P(A|B;) + P(B,)P(A|B2)

Esto corresponde a la Ley de la probabilidad total. Esta se generaliza de la siguiente manera:
Sea Bi, B,, ..., B una particion del espacio muestral. Se tiene:
k
P(A) = P(B,)P(A|B,)

n=1

Recordar que By, ..., Bix es una particiéon de 2 si

con BiNB,=0,Yi#n

e Teorema de Bayes

Sea Bi, B,, ..., Bx una particion del espacio muestral. Se tiene :

P(A[B))P(B))
k

> P(A|B,)P(Bn)

n=1

P(BjlA) =

con P(A|B;) y P(B;) fijo.
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1.3.1 Ejemplos

1. Sean Ay B dos eventos definidos en (Q, A, P) tales que P(A) = P(B) = 3 y P(AUB) =

3
7

iSon Ay B eventos independientes? ;Cual es la probabilidad de que ocurra exactamente uno

de los eventos A o B? ;Cual es la probabilidad de que algin evento no ocurra?

Para ver si son independientes o no, se debe corroborar P(AN B) = P(A)P(B). Entonces
P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AU B)

Ahora

Donde claramente se tiene que P(A N B) = P(A)P(B), por lo cual son independientes.
probabilidad de que ocurra exactamente uno de los eventos corresponde a

P(ANB°)+ P(A°NB) = P(A)P(B°) + P(A°)P(B)

) 6D

La probabilidad de que alguno de estos eventos no ocurra corresponde a

P(A°UB) = P((AN B))

N —

=1-P(ANB)
g1
4
_3
T4

La

. Una bolsa contiene 15 monedas. De ellas 7 son normales (tienen cara y sello) y el resto tienen
2 caras. De la bolsa se extrae al azar una moneda y se lanza 10 veces. ;Cuél es la probabil-
idad de obtener todas caras?. Suponga independencia entre los resultados obtenidos en cada

lanzamiento de la moneda.

Tenemos

e 15 monedas
e 7 monedas normales

e 8 monedas con doble cara
Sean los eventos

e /N = sale moneda normal
e D = sale moneda con doble cara

e A — se obtiene 10 caras en 10 lanzamientos

Para obtener la probabilidad de obtener todas caras en los 10 lanzamientos podemos condicionar

en el tipo de moneda, esto corresponde a



3. Para los clientes que compran un refrigerador en una tienda de aparatos domésticos, sea Ael
evento en que el refrigerador es fabricado en E.E.U.U, B el evento en que el refrigerador contaba
con una maquina para hacer hielos y C el evento en que el cliente adquirié una garantia ampliada.
Las probabilidades asociadas al problema son las siguientes

P(A)=0.75, P(B|A) =09, P (B | AC) =038
P(C|ANnB)=08; P(C|ANB) =06
P(C|ACOB) =0.7; P(C|ACHBC) =0.3
Sabiendo que un cliente compré un refrigerador que venia con una maquina para hacer hielos

vy que adquiri6é una garantia ampliada, ;cudl es la probabilidad de que el refrigerador haya sido
fabricado en E.E.U.U?

Se nos pide P(A|BNC). Si bien llegar y calcular esto es dificil, es mejor obtener todos los datos
a partir de un dibujo. Usando las probabilidades dadas, un diagrama de las probabilidades es

/c (0.8)

B (0.9)
/ \Cc (0.2)
A (0.75)
\ /c (0.6)
B (o
c© (0.4)
c (07)
B(0.8)
/ \‘ € (03)
A° (0.25)
/C (03)
B“(0.2)
¢ (o
De modo que
P(ANBNC 0.75-09-0.8
P(AIBNC) = ( ) =
P(BNC) P(BNCJA)P(A) + P(B N C|A)P(A°)
_ 0.75-09-0.8
~0.75-0.9-0.8+0.25-0.8-0.7
=0.7941

4. Para ganar el campeonato, el City debe vencer al Town y al United. Tienen un 60% de posi-
bilidades de ganarle a Town, un 70% de posibilidades de ganarle al United, y un 80% de
posibilidades de al menos una victoria. ;Cual es el posibilidad de que el City gane el campe-
onato?

Sean los eventos

e A = Ganarle a Town
e B = Ganarle al United

Con P(A) = 0.6 y P(B) = 0.7. Nos dicen que hay un 80% de obtener al menos una victoria, esto
se traduce como ganarle al Town o al United o a ambos, en terminos de probabilidad, tenemos

24



que P(AU B) = 0.8. Para ganar el campeonato se debe ganar al Town y al United, es decir,
nos interesa P(A N B). Entonces
P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB)
=06+0.7-0.38
=05

. Suponga que la primera falla de una maquina durante la n—esima hora de operacién ocurre
con probabilidad (0.5)". Si la primera falla de la maquina ocurre durante la n—esima hora
de operacion, ella es reparada dentro de 3 horas con probabilidad 0.3 4+ (0.6)". Calcule la
probabilidad de que la primera falla de la maquina sea reparada dentro de 3 horas.

Sean los eventos

e A = se repara en 3 horas

e B, = la primera falla ocurre durante la n—esima hora
Tenemos las siguientes probabilidades

e P(B,)=05"

e P(AB,)=03+0.6"

Se pide que la primera falla sea reparada dentro de 3 horas, si pensamos bien, la primera falla
puede ocurrir en cualquier momento (hora), por lo cual podemos condicionar en la probabilidad
de fallo, entonces

E

P(primera falla de la maquina sea reparada dentro de 3 horas) = P(A|B,)P(B)

3
Il
-

M

(0.340.67)0.5"

—

0.7285

. Dos jugadores A y B alternada e independientemente lanzan una moneda y el primer jugador
que obtenga cara es el ganador. Si la primera vez la moneda es lanzada por el jugador A, ;Cuéal
es la probabilidad de que A sea el ganador? Suponga que P(cara) = . Definamos los siguientes
eventos
e A; = Le sale cara al jugador A en la i—esima tirada
e B; = Le sale cara al jugador B en la i—esima tirada
e G = Agana
La probabilidad de interés, que es A gana, puede pasar de varias formas, puede salir cara
en la primera tirada o puede salir en la segunda tirada, o puede salir en la tercera, y asi
sucesivamente. Ademés nos interesa que el jugador B no obtenga cara. Entonces tenemos que
lo pedido se calcula como sigue.
P(G) = P(A1) + P(AINB; NA)+ P(ATNB;NASN B3 NA3) +---
— P(A1) + PAS)P(BS)P(As) + P(AS)P(BS)P(AS)P(BS)P(As) + - (7)
=r+(1-7m)’r+(1—7)r+ -

i=0
— S (-]
i=0
= P(6) = (11_ o

Notar que en se utiliz6 que A;, B; son independientes y que las posibles maneras de que
gane A son disjuntas.

25



7. Una de las maximas preocupaciones de dreas de marketing es poder enviar informacién a sus
clientes sin que estos bloqueen las campanas. Diversos estudios en las principales cuentas de
correo muestran que el 45% de los correos que reciben sus usuarios son asociados a algin tipo
de campaia publicitaria, un 5% a informaciones importantes, y lo restante a correos normales.
Ademas, 80% de las campanias son seleccionados como spam; aunque también se sabe que el
10% de los correos normales también se clasifican como spam, y este porcentaje disminuye a la
mitad en el caso de informaciones importantes.

(a) ;Cual es la probabilidad que un correo sea clasificado como spam?

(b) Dado que el correo fue seleccionado como spam, determine la probabilidad que ese sea una
campana publicitaria.

(¢) Determine la probabilidad de que un correo sea clasificado correctamente, es decir, una
campana clasificada como spam, o bien, un correo normal o importante no clasificado como
spam.

Definamos los eventos

e A = Correo asociado a campana publicitaria
e B = Correo asociado a informaciones importantes
e C = Correo normal

e S = Correo clasificado como Spam

Del enunciado tenemos las siguientes probabilidades

o P(A) =045

o P(B)=0.05

e P(C)=05

e P(S|A)=08
e P(5|B) =0.05
e P(S|C)=01

(a) Se pide la probabilidad de que un correo sea clasificado como spam, para esto podemos
usar el teorema de probabilidades totales y condicionar segin el tipo de coreo. Entonces

P(S) = P(S|A)P(A) + P(S|B)P(B) + P(S|C)P(C)
=0.8-0.45+0.05-0.05+0.1-0.5
=0.4125

(b) Nos piden P(A|S). Usando probabilidad condicional tenemos

P(ANS) P(SNA)P(A)
P(S) —  P(S) P(A)
_ P(SIA)P(A)
T P(S)
~0.8-0.45
~0.4125
=0.8727

P(AlS) =

(c) Para esto ultimo, tenemos las siguientes combinaciones, si el correo es de una campafia
publicitaria, debe ser clasificado como spam. Si el correo es de informacion importante o
normal, no debe ser clasificado como spam. Lo anterior corresponde a

P([ANnSJu[(BUC)NS))
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Entonces

P([ANSJU[(BUC)NS])=P(ANS)+ P((BUC)N S°)
(

—~

En se uso .

(SN A)

P
P

= P(S|A)P
P(S|A)P
0

ANS)+ P(BNS°)+ P(CNS)

P(A)

P(A)

P(B)

P(B)

P(C)

+ P(S5°NB) )

+ P(5°NC)

(A)+ P(S°IB)P(B) + P(S°IC)P(C) (8)
(

A)+[L = P(SIB)IP(B) + [1 — P(S|C)]IP(C)

. Sean Aj, Ay, Az sucesos tales que Ay UAUA3 =Qy A1NA = AN A3z = A3 N A,. Sabiendo
que P(A;) =1/4y P(Ay) = 1/2, encuentre P(As) en funcion de P(A; N Ay).

Para empezar podemos hacer un dibujo de como es lo que tenemos.

4,

alll

Az

Por enunciado sabemos que P(A; U Ay U A3) = P(Q2) = 1. De la imagen tenemos que

P(A1 UA U A3) = P(A1) + P(Az) + P(A3) — P(Al N A2) — P(A1 ﬂA3)—
P(A2 N A3) + P(A1 NAN A3)

1

1
1= 1 + 5 + P(A3) — P(A1NAz) — P(A1NA) — P(A1NAY) + P(A1 N Ap)

3

1=-+ P(A3) 72P(A1 ﬂAz)

4

1

+ 2P(A1 N A2)

Notar que en el segundo paso se utilizo que A; N Ay = A1 N A3 = A3 N Ay, y también que
A1 N AN Az es igual a la interseccién entre cualquiera de los dos eventos, esto también se ve en

la imagen anterior.
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9. El siguiente esquema se utiliza como modelo para procesos de contagio: De una urna con b
fichas blancas y n fichas negras, se extrae una ficha al azar. Se anota el color y se devuelve a la
urna, junto con una (01) del mismo color. Se repite el esquema tres (03) veces.

(a) Determine el espacio muestral del experimento (al finalizar las tres (03) repeticiones del
esquema).
(b) Calcule la probabilidad de que se extraigan tres fichas negras seguidas.

(c) Calcule la probabilidad de obtener exactamente dos fichas negras

(a) Para esto podemos hacer un dibujo de la situacion

El espacio muestral es
Q={b+3,N),(b+2,N+1),(b+2,N+1),....(b+1,N+2),(bN+3)}

Donde b son las bolitas blancas y N bolas negras. La flechas representan el color elegido
respectivamente.

(b) Nos interesa que salgan 3 fichas negras seguidas, y esto solo ocurre una vez, como se ve
en la imagen. Recordar que estos eventos no son independientes, pues dependen de la
extracciéon anterior. Entonces sea el evento

e [N; = sale negra en la /—esima extraccion

Nos piden P(N; N N, N N3). Entonces usando tenemos

P(Ny N Na 1 N3) = P(Ns| Ny 1 Ny ) P(Na|Np)P(Ny)
N +2 N+1 N
" N+4+2+b N+B+1 N+b
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(c) Se pide obtener exactamente 2 negras. De la imagen, se puede ver que solo hay 3 combi-
naciones posibles, las cuales son:

e Ai=NiNNaNb
e Ab =N NbNNs
e As=bN NN N3

Usando lo mismo que antes tenemos

P(Al) = P(N1 ﬁszb) = P(blNzﬂNl)P(N2|N1)P(N1)

_ b N+1 N

T N+2 N+b+1N+b
P(A2) = P(N1 NbN N3) = P(N3‘bﬂN1)P(b|N1)P(N1)

_ N+1 b N

T N+b+2 N+b+1N+b
P(A3) = P(bﬂ N20N3) = P(N3‘Nzﬂb)P(N2|b)P(b)

_ N-+1 N b

T N+b+2 N+b+1l N+b

10. Es sabido que al ojo humano hay muchas imperfecciones en la creacion de materiales que no son
detectadas con facilidad. Los inspectores de calidad altamente capacitados son capaces de tener
un alto porcentaje de acierto. En cierto experimento se puso a prueba a dos inspectores, donde
de 10.000 productos, el primero detecto 724 fallas, mientras que el segundo detecto 751 fallas.
Si se sabe que 1159 detecciones fueron consideradas fallas por al menos uno de los inspectores,
calcule

(a) La probabilidad de seleccionar una pieza y que no sea considerada una falla por ninguno

(b) La probabilidad de seleccionar una pieza que el segundo inspector la considere una falla,
pero el primero no

Definamos los siguientes eventos

e A = el inspector 1 encuentra una falla
e B = el inspector 2 encuentra una falla
Por enunciado tenemos las probabilidades anteriores, y ademas tenemos la probabilidad de fallos

que al menos uno de los inspectores detectaron, es decir, o el inspector 1 o el 2 detectaron la
falla. Entonces tenemos las siguientes probabilidades

e P(A) = 124 —0.0724

10000
o P(B) = ;2L =0.0751
o P(AUB) = {225 = 0.1159

(a) Nos piden que ningin inspector considere como falla la pieza seleccionada, es decir, nos
piden P(A° N B€) (el inspector 1 no encuentra falla y el 2 no encuentre falla). Entonces

P(A°N B°) = P((AU B))

—1-P(AUB)
—=1—0.1159
— 0.8841

(b) Nos piden P(A¢N B). Entonces

P(A° N B) = P(A°) + P(B) — P(A° U B)
=1— P(A) + P(B) — P(A° U B)
=1-0.0724 + 0.0751 — P(A° U B)

Solo nos falta P(A€ U B). Para obtenerlo podemos hacer un dibujo de los conjuntos.
Sabemos que Q corresponde al total de piezas (10.000), y la unién de ambos a 1159.
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El evento A€ corresponde a

Inspector 1 \ \ \ // ] /_{_F’fj,fﬁs;ectorz
\ - /// - N .

El evento B corresponde a

Inspector 1 Inspector 2
Q
De modo que A° U B corresponde a
Inspector 1 Inspector 2
Q

Esto ultimo corresponde a las 10.000 piezas, menos las 1159 piezas, mas las piezas detec-



tadas por el inspector 2. Entonces

P(A°U B) = [P(Q) — P(AU B)] + P(B)
= [1 - 0.1159] + 0.0751
= 0.9592

Recordando lo que tenfamos, la probabilidad pedida corresponde a

P(A° N B) = P(A°) + P(B) — P(A° U B)
=1— P(A)+ P(B) — P(A° U B)
= 1—0.0724 +0.0751 — P(A° U B)
—1—0.0724 + 0.0751 — 0.9592
=0.0435

Recordar que P(Q2) — P(AU B) corresponde a

womtert | | T e
~ - -
\ N
AN N

11. Sean A;, Az, A3 eventos definidos sobre un mismo espacio de probabilidad. Si A; N A, = @,
demuestre que P(A; U Az|As) = P(A1|A3) + P(Az|As)

Por definicion

P([A1 U Ayl N A3)
P(As)
P([Al N A3] U [A2 N A3])
P(As
P(A1 N A3) + P(A2 n A3) — P(Al NAN A3)
P(As)
P(A1 N A3) + P(A2 N A3) — P(@ N A3)
P(As)
B P(A1 N A3) + P(A2 n A3)
P(As)
. P(A1 N A3) P(A2 n A3)
P(As) P(As)
= P(A1|A3) + P(A2|A3)

P(Al U Az‘A3)
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12. En la urna U; hay 2 bolas blancas y 3 bolas negras y en la urna U, hay 2 bolas negras.
Seleccionamos una urna al azar y extraemos 2 bolas sin reemplazo. Calcule la probabilidad de
extraer 0 bolas negras, 1 bola negra, y 2 bolas negras.

Tenemos

[ ] U1 :
— 2 blancas
— 3 negras

.UQZ

— 2 negras
Definamos los eventos

e A; = se extraen / bolas negras
e U; = se elige la urna 1

e U, = se elige la urna 2

Con respectivas probabilidades P(U;) = 1/2 y P(U2) = 1/2. La probabilidad de extraer 0 bolas
negras corresponde a

P(Ao) = P(Ao|U1)P(Ur) + P(Ao|U2)P(U2)
1 1
= P(Salgan 0 bolas negras |U1)§ + P(Salgan 0 bolas negras ‘UZ)E
1 1
= P(Salgan 1 blanca y luego 1 blanca |U1)§ + P(Salgan 1 blanca y luego 1 blanca |U2)§
2 1\1 1
= <5 | 4> 2703

L
20

La probabilidad de extraer 1 bola negras corresponde a
P(A1) = P(A1|U1)P(Ur) + P(A1|U2)P(U2)
1 1
= P(Salga una negra y otra blanca\Ul)E + P(Salga una negra y otra blanca|U2)§
1 1
= P(Salga una negra y luego blanca U Salga una blanca y luego negra|U1)§ +0- 5
32,231
5 4 5 4)2

_3
T 10

[y

La probabilidad de extraer 2 bolas negras queda de propuesta para el lector.

En la siguiente secciéon se resuelve este ejercicio de otra manera.
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1.4 Conteo

Si extraemos una muestra de tamano k de una poblacién de n elementos se tiene

Muestras con reemplazo sin reemplazo

B n
(n—k)!

sin orde n+k-—1 n
in orden
k k

Para introducir esta seccion, derivaremos las formulas anteriores en un ejemplo sencillo. El Loto
es un juego de loteria bien famoso en nuestro pais, en el cual se deben elegir 6 nimeros de un total
de 41.

con orden n

INSTRUCCIONES AL REVERSO
JUEGO 1
NEnEnn

Nos interesa saber la totalidad de combinaciones posibles que hay. Consideremos las siguientes
variaciones del juego:

e Con orden y sin reemplazo:

| |
41 %40 x 39 x 38 x 37 x 36 — o — M _ 3 937 399 360
351 (41—6)!

Hay 41 ntmeros, primero elegimos uno de los 41, para elegir el siguiente solo hay 40 disponibles,
y para el siguiente hay 39, y asi hasta haber 36 disponibles, y como nos interesa el orden, esta
combinacién es tnica.

e Con orden y con reemplazo:
41 x 41 x 41 x 41 x 41 x 41 = 41° = 4,750, 104, 241

Hay 41 ntimeros, primero elegimos uno, habiendo 41 opciones, para el siguiente numero igual
habran 41 ntimeros (opciones) disponibles, para el siguiente también, y asi con los 6 nimeros a
elegir.

e Sin orden y sin reemplazo

41 x 40 x 39 x 38 x 37 x 36 41! 41!
6x5x4x3x2x1 6135!  6!(41 — 6)! ,059, 05

Hay 41 ntmeros, primero elegimos 1 de los 41, y hay 41 ntmeros disponibles, para elegir el
siguiente numero solo hay 40 disponibles, y para el siguiente hay 39, y as{ hasta haber 36
disponibles. Ahora hay que dividir por el numero de combinaciones posibles que hay, es decir,
nos interesa ver de cuantas maneras se puede formar un grupo de 6, esto corresponde a 6!.

33



e Sin orden y con reemplazo: Ejercicio para el lector

Para esta seccion es 1util recordar que si queremos calcular la probabilidad de algin evento, pode-
mos utilizar el clasico

casos favorables a A ﬂ B ﬂ

P(A) = = =
(4) casos totales #Q Q]

(9)

Si tenemos un conjunto enumerado de n elementos, entonces el total de formas de que salgan k
elementos ordenados es

n—k+1 (10)

por ejemplo, si lanzamos un dado 6 veces, y queremos ver cuantas formas hay en que salga 3 veces
seguidas un 1, esto es

6-3+1=4

El simbolo # corresponde a "numero" o "total" de casos de algin evento.
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1.4.1 Ejemplos

1. Suponga que se tiene una urna con N bolas idénticas, excepto porque M bolas son rojas y el
resto verdes. Se seleccionan aleatoriamente k bolas sin reemplazo. Defina el evento A, como x
bolas bolas rojas en la muestra de tamafno k ;cuél es la probabilidad de A, 7

_ Casos favorables

e <5 Del enunciado tenemos
Casos totales

Podemos plantear P(Ax)
e N bolas

e M bolas rojas
e N — M bolas verdes

Entonces nos interesa

Formas de extraer x bolas rojas de M bolas rojas y k — x bolas verdes de N — M bolas verdes

Formas de extraer k bolas de N

Como no nos interesa el orden y la muestra es sin reemplazo, podemos plantear lo pedido como

()
X k —x
P(A) = i)
k
2. En la urna U; hay 2 bolas blancas y 3 bolas negras y en la urna U, hay 2 bolas negras.

Seleccionamos una urna al azar y extraemos 2 bolas sin reemplazo. Calcule la probabilidad de
extraer 0 bolas negras, 1 bola negra, y 2 bolas negras.

Tenemos
° U1 .

— 2 blancas
— 3 negras

OU21

— 2 negras
Definamos los eventos

e A; = se extraen i bolas negras
e U; = se elige la urna 1
e U, = se elige la urna 2
Con respectivas probabilidades P(U;) = 1/2 y P(U,) = 1/2. La probabilidad de extraer 0

bolas negras se puede pensar de forma anédloga a como hicimos en (12]), usando totales, pero las
probabilidades de elegir negras segiin la urna lo haremos diferente.

Nos interesa
P(Ao) = P(Ao|U1)P(Ur) + P(Ao|Uz)P(Us)

Sabemos que no se pueden extraer solo 0 bolas negras de la urna 2 (evento imposible). Para
elegir 0 bolas negras de la urna 1, podemos hacer lo mismo que en el ejercicio anterior, queremos
elegir 0 bolas negras de entre 3 negras y elegir 2 blancas de entre 2 blancas, y vamos a extraer
2 bolas de entre 5. Entonces

P(Ao) = P(Ao|U1)P(U1) + P(Ao|U2)P(U2)
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Ahora nos interesa
P(A1) = P(A1|U1)P(Uyr) + P(A1|U2) P(U>)

Sabemos que no se puede extraer solo 1 bola negra de la urna 2, por lo cual nuevamente es el
evento imposible. Ahora para la urna 2, igual que antes, nos interesa extraer 1 bola negra de
entre 3, y 1 bola blanca de entre 2,y vamos a extraer 2 bolas de entre 5. Entonces

P(A1) = P(A1|U1)P(U1) + P(A1|U2)P(U2)

HIG .

+0-2

10

NI

Finalmente nos interesa
P(Az) = P(Az|U1)P(Ur) + P(Az|U2)P(U-)
Procediendo de forma analoga tenemos

P(A2) = P(A2|U1)P(Ur) + P(A2|U2) P(U2)

()G

)

13

20
3. Para un curso universitario, 8 alumnos deben conformar tres grupos a los cuales se les denomi-
nara A,B y C. La conformacion de los grupos se realizara de forma aleatoria, para lo cuales se
le pide a cada alumno que escoja una letra y prohibiendo la comunicacion entre ellos hasta que
todos hayan escogido. Si cada alumno elige uno de los grupos con igual probabilidad, determine:

+1-

1
2

NI

(a) La probabilidad de que un grupo quede compuesto exactamente por 6 alumnos.

(b) La probabilidad de que el grupo A quede constituido por 4 alumnos, el grupo B por 3
alumnos y el grupo C por un alumno.

(a) Podemos usar casos favorables y totales. Tenemos un total de 3% casos totales, pues hay 3
grupos a elegir y 8 alumnos que van a elegir un grupo. Para los casos favorables podemos
pensar de la siguiente manera, los 6 estudiantes pueden quedar en el grupo A, B o C, por
lo cual hay 3 casos, y queremos que de los 8 alumnos 6 elijan el mismo grupo, y los 2
alumnos restantes elijan cualquier otro de los 2 grupos. Entonces

6 alumnos elijan el mismo grupo, 2 alumnos elijan 2 grupos , total de grupos
38

<2> .22.3
7 —0.051

38
(b) Queremos que de 8 alumnos 4 elijan el A, de los 4 restantes 3 elijan el B, y el ultimo elija
el C. Entonces

de 8 alumnos 4 elijen A, de 4 alumnos 3 elijen B, el ultimo elije C
38

() G0,

38
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4. Suponga que en una piscina hay 3 tipos distintos de peces, de los cuales 10 son peces payaso,
6 son peces cirujano y 20 son peces globo. El precio de cada pez es de 20.000, 35.000 y 50.000
cada uno respectivamente.

(a)
(b)
()

(d)

(a)

(Cual es la probabilidad de pescar un pez globo?
Si pesco 3 peces, ;Cual es la probabilidad de que los 3 sean peces payaso?

Si pesco 5 peces, jcual es la probabilidad de que 3 de los 5 peces cuesten mas de $30.000
c¢/u (no es promedio, cada pez debe valer mas de 30.000)?

Si viene un comprador por 2 peces, ;Cual es la probabilidad de que le cuesten mas de $
50.0007

Nuevamente casos favorables y totales.

Peces globo 20

Total de peces 36
=0.55

Nos piden que los tres sean payasos. Podemos razonar de la siguiente manera, hay 10
peces payaso de un total de 30 peces. Si pescamos uno payaso, ahora la probabilidad de
volver a pescar un payaso es de 9 (peces payasos) dividido en 29 (peces que quedan), y asi
sucesivamente para el tercer pez. Entonces

10 9 8

Los peces que cumplen la condicién son los cirujano y globo, estos son 26 en total. Nos
interesa elegir 3 de entre los 26 que cumplen la condicién, y 2 de entre los que no cumplen
la condicién. Y vamos a seleccionar 5 peces de 36. Entonces

<26> <10>
3 2
A2/ N _ 031
36 0.3
5
Podemos calcular esto via complemento del evento A = le cuestan mas de $50.000, es decir,

calcular la probabilidad de que no le cuesten mas de esto, para asf solo considerar los peces
payaso, pues 2 de estos payasos valen menos de $50.000. Entonces

P(A) = 1— P(A°)
_ 1009
36 35

5. Dado un grupo de 100 computadoras, 15 de ellas resultan ser defectuosas ;Cual es la probabil-
idad de que, tomando dos computadoras al azar, las dos resulten ser defectuosas?

Tenemos

e casos favorables: elegir 2 defectuosas del grupo de las defectuosas, y elegir 0 del grupo de

las no defectuosas

e casos totales: elegir 2 de un total de 100

Entonces

G
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6. Suponga que en una prueba de un curso hay 2 secciones. Se sabe que m alumnos tendran algin
problema de salud o fuerza mayor. Si en la sala A7 hay 200 alumnos, y se presentaron a rendir
la prueba los 321 que actualmente estédn inscritos en el curso, ;cual es la probabilidad que al
menos cuatro de estos m alumnos se encuentre en la sala K202 ? Suponga que los alumnos
eligen al azar a que sala asistir.

Para calcular lo pedido podemos calcular el complemento, que resulta mas facil. Sea A = al
menos cuatro de estos m alumnos se encuentre en la sala K202. Nos interesa

P(A) = 1 — P(A°)

De modo que P(A€) corresponde a la suma de las probabilidades de que hayan al menos i
alumnos en tal sala, para i = 0,1,2,3, pues el complemento de que hayan al menos cuatro
alumnos, es que hayan menos de 4 alumnos. Podemos hacer esto via favorables dividido en
totales. Primero planteemos lo que tenemos
e 321 alumnos rinden la prueba
e Sala A7
— 200 alumnos

Sala K202

— 121 alumnos

e m tendran problemas

e 321 — m no tendran problemas

Como nos interesan los alumnos de la sala K202 razonemos de la siguiente manera para los casos
favorables, nos interesa seleccionar i alumnos de m que tendréan problema, y 121 — j alumnos
de 321 — m que no tendran problemas. Para los casos totales, tenemos 121 posibles alumnos
dentro de la sala K202 de un total de 321.

Entonces la probabilidad de interés se calcula como

bles)
LD 06 G (e
I - B - R

zlfz

3
i=0
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7. Si n bolitas se ponen de manera aleatoria en n bolsas, encuentre la probabilidad de que exacta-
mente una bolsa quede vacia.

Nos interesa que de n bolsas, 1 no tenga ninguna bola. De las n — 1 bolsas restantes, una tenga
2 bolitas si o si, y el resto entre de bolas entre en una bolsa cada una. Para los casos totales
tenemos n bolas que pueden ser repartidas en n bolsas, por lo cual hay n" casos totales. (una
bola tiene n opciones, la siguiente bola igual tiene n opciones, y asi sucesivamente...). Una
imagen de lo planteado es

| lele® 0] lo]le

Entonces

e Formas de que una bolsa no tenga bolas = ('1’) De n bolsas solo 1 esta vacia.
e Formas de que una bolsa tenga dos bolas = (g) De n bolas , dos caen en una misma bolsa.

e Formas de que las 2 bolas puedan elegir las bolsas restantes = n— 1. Una bolsa debe estar
vacia, por lo cual hay n — 1 bolsas disponibles.

e Formas de que las n— 2 bolsas restantes tengan una sola bola = (n—2)!. Las n— 2 bolitas
eligen de entre (n— 2) bolsas, una bola tiene n — 2 formas de elegir, la siguiente bola tiene
n — 3, y asi sucesivamente.

e Los casos totales corresponden a n”, pues una bola tiene n opciones, la siguiente bola igual
tiene n opciones, y asi sucesivamente...

Entonces

8. En un experimento compuesto, primero se lanza un dado honesto, y luego se lanza una moneda
honesta de forma independiente tantas veces como el numero indicado por el dado.

(a) ;Cual es la probabilidad de obtener 3 caras?

(b) Sabiendo que se han obtenido 3 caras jcuél es la probabilidad que el resultado del dado
fue 47

(a) Por los datos del problema, podemos usar probabilidades totales. Sea el evento A, =
sale x en el dado y C = salen 3 caras. Podemos condicionar en el numero de caras, y
como queremos exactamente 3 caras, en el dado debe salir un numero mayor o igual a 3.
Entonces

P(C) = ZP(C|A,')P(A/)

6
i=3
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Claramente P(A;) = 1/6. Para encontrar P(C|A;) razonemos de la siguiente manera con

un caso particular. Silanzamos 4 veces la moneda, entonces nos interesa que hayan 3 caras

y un sello, es decir, en 3 lanzamientos salgan 3 caras, y en 4 — 3 = 1 lanzamiento un sello,
1

osea (5)3 . (%) Ademaés hay que multiplicarlo por las formas distintas en que esto puede

ocurrir, pues de 4 lanzamientos, nos interesa que 3 sean iguales, es decir, hay (‘31) formas

destinas que esto pase (de 4 lanzamientos, 3 sean caras). En la pregunta nos sirve que el

dado salga 3 04 05 0 6. Sea i el resultado que sale, con i = 3,4,5,6, entonces las tres
3 i-3

caras salen con probabilidad (%) , y el resto de sellos con probabilidad (%) . Entonces

la probabilidad pedida corresponde a

P(C)=>_P(C|A)P(A)

i=3

Il
Il o |l
w
N
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(b) Nos piden la probabilidad condicional P(A4|C). Lo podemos descomponer de la siguiente
manera

P(A;NC)
P(C)
P(C N Ay) P(As)
P(C)  P(A4)
_ P(CJA4)P(Aq)
a P(C)

BIONGE

P(A4|C) =

[

9. Suponga que un supermercado recibe una partida de 10 cajas con cierto producto alimenticio.
Cada caja contiene 10 unidades de dicho producto, de los cuales la mitad estan vencidos.
Se extraen al azar y sin devoluciéon 4 unidades de la primera caja, 4 de la segunda y asi
sucesivamente, hasta extraer 4 de la décima caja. En cada muestra, se cuenta el ntimero de
unidades vencidas.

(a) ;Cual es la probabilidad de encontrar 2 o mas unidades vencidas en la inspeccion de una
determinada caja?

(b) La partida se rechaza si por lo menos en 5 cajas se encuentran 2 o mas unidades vencidas.
;,Cual es la probabilidad de rechazar la partida?

Tenemos lo siguiente

e 10 cajas
e cada caja tiene:

— 5 buenos
— 5 vencidos

(a) Se pide que en una caja cualquiera, haya dos o mas unidades vencidas. Sea A = hay al
menos 2 unidades vencidas en una caja. Calcularemos esto via complemento, es decir, 1—
la probabilidad de encontrar a lo mas 1 unidad vencida. Para esto, usemos casos favorables
y totales. Queremos que de 5 unidades vencidas, extraigamos i (i = 0,1). Y que de las 5
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unidades buenas, salgan el resto de las unidades, osea 4 —j. Y vamos a sacar una muestra
de tamano 4 de un total de 10 unidades. Entonces

o 00
® 0

(b) Definamos el evento B = al menos 5 cajas tienen 2 o mas unidades vencidas. En si,
nos piden calcular la probabilidad de las 10 cajas, 5 de ellas tengan 2 o mas unidades
vencidas. Notamos que la probabilidad de que en una caja haya al menos 2 unidades
vencidas ya la tenemos, pues la calculamos en el item anterior. Ahora, pensando como
en el ejercicio anterior, de las 10 cajas, queremos que i (i = 5,6,7,8,9,10) cajas tengan
la condicién necesaria. Cada caja tiene probabilidad 0.738 de cumplir la condicién, y
queremos que / de estas la cumplan, y que 10—/ no la cumplan, esto pasa con probabilidad
(0.738)" (1 — 0.738)10_', pues queremos una cierta cantidad cumpla la condicion, y la otra
cantidad no la cumpla. Entonces lo pedido corresponde a

P(B) = i (1,.0) (0.738)" (1 - 0.738)""""
= (1)T972

=0.738

10. Una mano de poker consiste en cinco cartas seleccionadas sin reemplazo de una baraja de 52
(sin comodines). Determine la probabilidad de obtener las siguientes combinaciones:

(a) Escalera de color: las cinco cartas consecutivas y del mismo palo.
(b) Escalera de color real: (10, J, Q, K, A) y del mismo palo

(¢) Poker: cuatro cartas con la misma numeracion.

(d) Poker de ases.

(e) Full: tres cartas con una numeracion y las otras dos con otra.

(f) Escalera: las cinco cartas consecutivas (el As puede ir al comienzo o al final).
(g) Color: las cinco cartas del mismo palo.

(h) Dobles parejas.

(i) Trio.

(j) Pareja.

(a) Procedamos por casos favorables y totales.

escalera de color

P(escalera) =
( ) # cartas que nos dan

Tenemos 4 palos distintos, Corazon, Diamante, Trevol y Pica. Cada una es estas tiene
13 cartas. Por lo cual la cantidad de combinaciones que hay por palo de que salga una
escalera la podemos obtener usando (|10, es decir tenemos

13-5+1=9
combinaciones. Ahora, tenemos 4 palos diferentes, entonces
escalera de color =9-4 =36

Y para los casos totales, se entregan 5 cartas de un total de 52, luego tenemos

(5)

5

combinaciones para entregar las 5 cartas. Finalmente la probabilidad pedida es

36

)

P(escalera) = = 0.00001385169

41



(b)

Note que por Palo, hay solo una opcién en que se tenga la secuencia (10, J, Q, K, A), pues
es Gnica y como son 4 palos, tenemos solo 1-4 formas de obtener esta combinaciéon. Luego,
la probabilidad pedida es

P(escalera real) = (542) = 0.000001539077
5
La probabilidad pedida se obtiene mediante

4 cartas con la misma numeracion y 1 otra carta cualquiera

P(Poker) =
(Poker) # de cartas que nos dan

Tenemos las siguientes combinaciones disponibles
(AW, A® Ak, AN)

(29,24 ,2&.24)
(3%,34,3& 34)

(QY.Q®, Q% Qh)
(K, K® K&, K&)

Tenemos entonces 13 maneras de obtener lo pedido, y ademas, nos falta una carta mas,
como ya sacamos 4 cartas, la carta restante tiene 52 — 4 = 48 opciones disponibles. Luego,
la probabilidad pedida es

13-48

52

(5)
Este es similar al anterior. Ahora tenemos solo una combinacién donde se obtienen 4 ases.
Y la carta restante tiene 52 — 4 = 48 opciones disponibles. Entonces la probabilidad es

1-48
P(Poker de ases) = —z5—
()

La probabilidad pedida se obtiene mediante

P(Poker) = — 0.000240096

= 0.00001846893

3 cartas con la misma numeracion y otras 2 con otra

P(Full) =

# de cartas que nos dan

Note que puede mal entenderse el ejercicio, se pide que sean 3 de la misma numeracién, y
que las otras 2 también sean iguales, pero diferente a las otras 3.

Para las 3 cartas, es similar a los anteriores, tenemos 13 combinaciones disponibles, y 4
Palos. Para esta ocasion piense de la siguiente manera: tenemos 13 combinaciones, y de
los 4 palos disponibles, tienen que salir 3 de estos, por lo cual

4
#3 cartas con la misma numeraciéon = 13 - <3> =13-4=52

para obtener las otras dos cartas, ahora quedan 12 numeraciones disponibles, pues las
primeras tres ya tienen un numero asignado. Ahora, las dos cartas se puede combinar de
diferentes maneras, (C, D), (D, T), (P, D), y asi sucesivamente, por lo cual de los 4 Palos,
queremos dos, hay (‘21) combinaciones para seleccionar estos pares. Entonces

4
# otras 2 con otra numeraciéon = 12 - (2> =72

Finalmente la probabilidad pedida es
2-72

(%)

5
P(Full) = = 0.001440576
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(f)

La probabilidad pedida se obtiene mediante

P(Escalera) 5 cartas consecutivas
scalera) =
#£cartas que nos dan

El numerador se puede pensar como

formas de obtener 5 cartas consecutivas de un Palo x cartas consecutivas diferentes

Entonces, para obtener 5 cartas consecutivas de un Palo, se tiene un total de
13-5+1=9

pero a esto hay que agregar la combinacion (J, Q, K, A), entonces hay un total de 10 com-
binaciones para obtener una escalera de un Palo.

Ahora, para las cartas consecutivas diferentes, las 5 cartas pueden salir de cualquiera de
los 4 palos. Entonces hay 4° combinaciones. Esto se pude ver asi

Carta /, Carta i+ 1, Carta i + 2, Carta i+ 3, Carta i +4

coni=1,2734,5628910. La primera carta puede salir de 4 colores (Palos) diferentes,
la siguiente también, y asi sucesivamente. Ahora, note que hay que restar la escalera
real, es decir, la combinacién con todos los nimeros del mismo Palo, pera esto solo hay 4
combinaciones, pues cada Palo tiene una opcién de salir con esta combinaciéon. Entonces
hay un total de

45— 4

combinaciones de elegir 5 cartas consecutivas diferentes, sin contar la real.
Finalmente, la probabilidad pedida es
10 - (4° —4)
52
(5)
10

Queremos 5 cartas del mismo Palo, para esto hay un total de (5) combinaciones. A esto
hay que restarle las combinaciones en que salga una escalera de 5, pero en el caso anterior
vimos que hay 10 combinaciones en que salga una escalera. Por lo cual hay que restarle
estas 10 combinaciones, pues queremos que no hayan escaleras. Tenemos por Palo un total

de
10
—10
(5)

combinaciones. Finalmente tenemos 4 Palos, por lo cual la probabilidad pedida es

((2) )
P(Escalera) = (52) = 0.001965402
5

La probabilidad pedida se obtiene mediante

P(Escalera) = = 0.003924647

dos parejas, otras dos parejas y carta diferente a estas

P(Dobl ja) =
(Doble pareja) #cartas que nos dan

13

2
diferentes, hay (g) combinaciones para obtener dos cartas iguales de diferente Palo, y

como queremos dos pares diferentes, hay un total de
13\ /4\ (4
2 J\2/\2

43
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combinaciones. Ahora par la carta restante, hay que seleccionar una de las 11 que quedan,
pues dos de las cartas que ya salieron corresponden a la doble pareja. Y hay 4 Palos.

Entonces hay
11\ /4
1 1

maneras de que salga la carta sobrante, sin que se repita con las parejas. Finalmente la
probabilidad pedida es

P(Doble pareja) = (2R 6 G)6) = 0.04753902

(%)

La probabilidad pedida se obtiene mediante

1 trio y 2 cartas diferentes a estas
P(Trio) = Y

F#£cartas que nos dan

Note que para el trio se debe tener el mismo numero, por lo cual la manera de seleccionar
un numero es (113). Luego, de los 4 Palos pueden salir 3, entonces hay un total de

13\ /4
1/\3
combinaciones de que salga un trio. Para las dos cartas restantes, se seleccionan dos cartas

de un total de 12, pues en el tri6 ya salio un numero. Y cada carta que salga tiene 4 Palos
disponibles, por lo cual hay un total de

()

4.4

2

combinaciones para que salgan dos cartas diferentes a las del trio. Finalmente la proba-
bilidad es

P(Trio) = (113)(;1()5(21)22)'42 — 0.02112845
5

Para la pareja, es analogo al anterior. La manera de seleccionar un numero es (
hay 4 Palos, y queremos seleccionar dos iguales tenemos un total de

13\ /4
1/\2
combinaciones para elegir el par. Luego, para seleccionar la otras 3 cartas es similar.

Queremos 3 cartas diferentes de un total de 12, pues ya se selecciono una en el par, y cada
una de estas tiene 4 Palos posibles a salir. Entonces hay un total de

(5)*

combinaciones a elegir las 3 cartas restantes. Finalmente la probabilidad pedida es

13

1), como

P(Trio) = W = 0.422569

()
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1.5 Ejercicios del capitulo
1. Pruebe que:

(a) Si P(A) = P(B) =0, entonces P(AU B) = 0;
(b) Si P(A) = P(B) =1, entonces P(ANB) = 1.

(a)

0 < P(A)+ P(B) - P(AUB)
P(AUB) < P(A) + P(B)

0< P(AUB) < P(A) + P(B)
0gP(AuB)<o+0
0<P(AUB) <
;sP(AuB)_o

(b)

0<PANB)<1
0< P((A°UB)) <1
0<1-PA°UB) <1
0 < 1— (P(A%) + P(BF) — P(A° N B%)) <
0<1-P(A°) - P(B)+ P(A“NB)) <1
1-P(A°) = P(B°) <1-P(A°) = P(B) + P(A*N B°)) <1
= 1-0-0<PANB)<1
1<P(ANB)<1
= P(ANB) =

1

Otra forma es usando la desigualdad de Bonferroni, pues
P(A)+P(B)—1< P(ANB)<1
1+41-1<P(AnB)<1
1<PANB)<1
= P(ANB)=1

Solo habia que recordar que las probabilidades estan acotadas entre 0 y 1.

2. Un espacio muestral finito Q = {w1,ws, ..., w,} se dice equiprobable si P(w;) = ¢. Demuestre
que:

(a) c=1/n
(b) Sea A un evento asociado a Q, donde A tiene k < n elementos (A = {w1,wo, ..., wk}),
entonces P(A) = k/n

n
(a) Sabemos que Q = U wj, entonces por Kolmogorov se tiene
i=1

P(Q) =1

)

n

Z P(wi) =1
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S|= =

Lo anterior asumiendo w; disjuntos 2 a 2.
(b) Nos interesa P(A). Entonces
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=
Il
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3. Una bola marcada puede estar en la primera o segunda de dos urnas con probabilidades py 1—p
respectivamente. La probabilidad de sacar la bola marcada de la urna en la que se encuentra es
P, con P # 1. Si extraemos un total de n bolitas, determine la cantidad necesaria de bolitas a
extraer por urna, para que la probabilidad de extraer la bolita marcada sea lo mas alta posible
si en cada extracciéon la bolita se devuelve a la urna correspondiente.

Definamos los siguientes eventos:

e A: se extrae la bolita marcada
e U; : la bolita marcada estéa en la urna 1
e U, : la bolita marcada esta en la urna 2

La probabilidad de extraer la bolita marcada la podemos obtener condicionando segin la urna
en la que este. Entonces

P(A) = P(A|U1)P(U1) + P(A|U2)P(U)
= P(A|U1)p + P(A|U2)(1 — p)

Ahora tenemos que calcular P(A|U;) v P(A|U,). Para esto supongamos que se realizan m
extracciones de la urna 1 y n — m de la urna 2.

Empecemos por P(A|U;), vamos a extraer m bolitas de la urna 1, la bolita marcada puede salir
en cualquiera de las m extracciones, es decir, puede salir en la primera extracciéon, o puede salir
en la segunda, o puede salir a la tercera, y asi sucesivamente hasta la m—esima extraccion.
Definamos B; : se extrae la bolita marcada en la i—esima extraccién y Bf : no se extrae la
bolita marcada en la i—esima extraccién, entonces

P(AJUr)

P(BiU[BiNBJU[BfNBSNBslU---U[BfN---NB5,_1 N Byl)
P(B1)+P(BfNBy)+P(BfNBSNB3)+---+P(BfN---NB5_1NBm)
P+(1—-P)P+(1—-PPP+---+(1—-P)" P

> (1-P)tp

k=1

1-(1-P)"

De manera anéloga se tiene que

PAlU,)=1—-(1—-P)" "
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Ahora que ya tenemos todo, reemplazamos

P(A) = P(A|U;)P(Uy) + P(A|U2)P(Uy)

=P(A|U1)p + P(A|Us)(1 — p)
=1-1-P)")p+(1-(1-P)"")(1~p)
(1-

PA)=(1-(1-P)"p+(1-Q1-P)"")(1-p)

Nos interesa que esta probabilidad sea lo mas alta posible, por lo cual debemos buscar el valor
de m. Esto derivando.
d
d—IP’(A) =—p(l=P)"In(1—-P)+(1—p)(1—P)"""In(1 - P)
m
Igualamos a 0 y despejamos m

—p(L=P)™In(1 = P)+(1—p)(1—P)""In(1-P)=0

=
-3k

Luego, el numero de extracciones que maximiza la probabilidad de extraer la bolita marcada es

/,,(1*713

—ny "\p )
m= 3+ 3mEa=p)

4. Si P es una funcién de probabilidad, demuestre que:

(a) para toda particion Cq, Gy, ..., Cx de Q
K

P(A)=> P(ANG)

i=1
(b) Deduzca desde a) el teorema de probabilidades totales y el teorema de Bayes.

(a) Para esto iniciaremos de algo conocido. Primero recordamos que Cy, Cy, ..., C es simple-
k

mente €2, es decir, U C; = Q. Entonces

i=1

A=A
=ANQ
k
=AnN UC,‘
i=1

En (11 se uso el tercer axioma de Kolmogorov.
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(b) Para el teorema de probabilidades totales usamos probabilidad condicional, de modo que

P(ANCi) = P(AIC)P(C))

P P
> P(ANC) =) _P(AIC)P(C)

i=1 i=1

k
P(A)=Y_P(AIC)P(C))
i=1
En se uso lo obtenido en (11)).
Para Bayes, nuevamente para un C; fijo cualquiera, se tiene

P(CiN A)
P(A)
P(CiNA) P(G)
P(A)  P(C)
P(ANG)) P(G)
P(A)  P(C))
_ P(AIG)P(G)
- P(A)
P(A|Gj)P(G)
k

> P(AIC)P(C)
i—1

P(GlA) =

P(Cj|A) =

En se utilizo lo obtenido en (13).

Para ilustrar una particion, podemos considerar el experimento aleatorio de lanzar un dado.

En este caso tenemos
Q=4{1,2,3,4,56}

y podemos tomar

Ci={1}, G ={2}, GC3={3}

Co={4}, Cs={5}, Co={6}

6
y claramente U C; =, ademés de ser disjuntos dos a dos.
i=1

Figure 1: Ejemplo de particiéon de Q
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5. Una senal puede ser verde o roja con probabilidad 4/5 o 1/5, respectivamente. La probabilidad
de que sea recibido correctamente por una estacion es 3/4. De las dos estaciones Ay B, la sefnial
la recibe primero A y luego la estacion A pasa la senial a la estacion B. Si la senal recibida en
la estacion B es verde, entonces encuentre la probabilidad de que la senal original fuera verde.

Definamos los siguientes eventos:

e V : la senal original emitida es verde
e R :la senal original emitida es roja
o A, : la senal que llega a A es verde
e A, : la senal que llega a A es roja

e B, : la senal que llega a B es verde
e B, : la senal que llega a B es roja

Nos piden P(V|B,). Esto se puede calcular via Bayes
P(V|B,) = P‘;(gjv)
Calculemos lo necesario.
P(VNnB,) =PV nNB,A)PA)+P(VNB,|A)P(A,)
pero esto es algo complicado, por lo cual podemos desarrollar y cancelar un par de terminos
P(VNB,) =PV nNB,A)PA)+P(VNB,A)PA,)
_P(VvnB,NA)PA)  PVNB,NA,)PA,)
P(Ar) P(A/)

=P(B,NANV)+P(B,NA,NV)

= P(B,|A, NV)P(A|V)P(V) + P(B,|A, N V)P(A,|V)P(V)
114 334

"1 i571 s

1

=2

Para calcular P(B,) podemos condicionar en todos los caminos posibles, entonces
P(B,) =P(B,|A, NV)P(A, NV)+P(B,|A, NV)P(A NV)
+P(B,|A,NR)P(A,NR)+P(B,JA-NR)P(A, N R)

_3(34\, 1 (14y, 3 (11 1 (31
4 \4 5 4 \4 5 4 \4 5 4 \4 5

20
23
Finalmente reemplazamos
P(VNB,)
P(V[By) = W
12
= m
20
23

6. En una urna se tienen r bolas rojas y b bolas blancas. Un ensayo consiste en tomar una bola
al azar y regresarla a la urna junto con k bolas del mismo color. Se repite este ensayo varias
veces y se define el evento R, como aquel en el que se obtiene una bola roja en la n—esima
extraccion. Demuestre que para cada n=1,2, ...

(a) P(Rn) = —

:r—i—b
nl r+ kc
b) P(RiNRyN---NR,) =
(b) P(R1NR2 ) I]lr+b+kc



Podemos hacer un diagrama de arbol.

y

(a) Para esto usaremos induccion.
en=1
r

P(Ry) = Py

e Hipotesis de inducciéon con n = k

r
r+b

P(Ri) =

e Para n = k 4 1, buscamos demostrar P(Ryy1) = . Condicionando en el paso

. +b*
anterior tenemos

P(Ri+1) = P(Ri+1|Rk)P(R«) + P(Ri+1|RE)P(R})
o+ k r n r b
r+k+br+b r+b+kr+k

o r—|—k+ b
r+b\r+k+b r+k+b

r
:>P(Rk+1): r—|—b

Notar que para calcular P(Rx1|Rk) se uso que en la k—esima la probabilidad de sacar
rojo es Frb’ lo cual implica que si sacamos rojo, entonces habran r + k rojas, del mismo
modo para P(Ry41|R), si en la k—esima la probabilidad de sacar blanca es

habran k + b blancas. Y P(Ry) corresponde a la hipotesis de induccion.
(b) Podemos usar

b
e entonces

P(Ry N Ry -~ Ra) = B(Rp|Rp1 N1 Ro N ROP(Ro_1|Rn2 M-+ Ry A Ry) - - B(Ry)
= ]P(Rl) .- 'P(Rn_lan_z N---NRyyN Rl)]P(R,,|R,,_1 N---NRyN Rl)

Ya que tenemos esto, note que cada probabilidad corresponde simplemente a obtener todas
rojas hasta la n—esima extraccion. Esto lo podemos obtener viendo la imagen anterior.
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Tenemos entonces

]P(Rl NRyN---N Rn) :P(Rl)'-'P(Rnfl‘Rn,Q N---NRyN Rl)]P)(Rann,l N---NRyN Rl)

o r+k r+ 2k r+(n—1)k
r+b r+b+k r+b+2k r+b+(n—1)k
_ﬁ r+ik
S rtbtik

7. Consideremos 70 estudiantes, de los cuales 40 son varones, y 30 son mujeres. Para cada es-
tudiante, se observa si fue admitido en una determinada universidad, donde se obtiene que 16
varones y 24 mujeres fueron admitidos en dicha universidad. ;Cual es la proporciéon de mujeres
que fue admitido en la universidad? ;Cual es la proporcion de hombres que fue admitido en la
universidad? ;Cual la proporcién de estudiantes admitidos?

Tenemos los siguientes datos

e 70 estudiantes

— 40 varones
* 16 admitidos
* 24 rechazados

— 30 mujeres
* 24 admitidas
* 6 rechazadas

Sean los eventos

e M = es mujer

e V = es varén

e A = es admitido
e R = es rechazado

Si bien las preguntas son directas, la ultima la desglosaremos de una forma particular. La
proporciéon de mujeres admitidas es

24
P(AIM) = —
30
La proporcién de varones admitidos es
16
P(AlV) = —
(AV) = 3

La proporcion de estudiantes admitidos es

40
70
16 + 24

70
16 24

7070

16 40 n 24 30

4070 3070

= P(AIV)P(V) + P(AIM)P(M)

P(A) =
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8. Considere una muestra con reemplazo de tamano 2, de un total de 3 elementos. Encuentre los
pares resultantes

Lo anterior se puede resumir en la siguiente tabla

Smorden | {11} | 2.2} | 3.3 | {12y | 3 | {23
Conorden | (L1) | (22) | 33) | 12,21 | 13,61 | 23,62

9. Sea Q =N = {1,2,...,n,..}. Para cada una de las siguientes secuencias A,;n=1,2,...., en-
cuentre ﬂ Ay U A;.
i=1 i=1
(a) An=1,2,...,n
(b) A,=N—-1,2,...,n
Para esto es 1til desarrollar las cosas un poco.
(a) La interseccion
ﬂA;:AlﬂAgﬁA3---
i=1

={1}n{1,2}n{1,2,3}N---
={1}

La unién
(o]
UA;:AlUAQUA3-"
i=1

={1}u{1,2}u{1,2,3}uU---
=N

(b) La interseccion

ﬂA;:AlﬂA2ﬂA3mA4"'
i=1

=N-{1}NnN-{1,2}NN—-{1,2,3} NN —{1,2,3,4}N---
={2,3,..}n{3,4,5 ..}1n{456,.}n{56,..}N---
=0

La unién
oo
UA,':A1UA2UA3UA4"'
i=1

=N-{1}UN—-{1,2} UN—{1,2,3} UN - {1,2,3,4}U - -
=1{2,3,.}U{3,4,5, .3 U{4,56,.3U{56,.}U---
=N-{1}

10. Sean A;, A, C Qy C = {A1, Ax}. Encuentre una o—algebra que contenga a C.

Podemos tomar
F={0,Q, A1, Ay, AT, AS, AL U Ay, A1 N Ay, A N AS, AT U AS}

Donde es facil corroborar que se cumple todo.
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11.

12.

De entre los nimeros {1,2,...,50} se escoge uno al azar. Cudl es la probabilidad de que el
ntmero escogido sea divisible por 6 o por 8 7

Definamos los eventos
A = es divisible por 6
B = es divisible por 8
Nos piden P(A U B), entonces
P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B)
Note que A y B corresponden a

A={6,12,18,24,30, 36, 42,48}
B = {8,16,24,32,40,48}

Ademas ambos tienen en comin dos elementos. Entonces

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

_ 8.6 2
50 50 50

L

~ 50

De 6 ntimeros positivos y 8 negativos, se eligen 4 al azar (sin sustitucion) y se multiplican. Cudl
es la probabilidad de que el producto sea positivo 7

Tenemos un total de 14 numeros. Note que para que el resultado sea positivo se deben tener
las siguientes opciones

e los cuatro niimeros son positivos
e los cuatro son negativos

e dos son positivos y dos son negativos
Sean los eventos

e A los cuatro niimeros son positivos
e B :los cuatro son negativos

e C : dos son positivos y dos son negativos
La probabilidad pedida se calcula como

P(AUBUC)

pues cualquiera de los tres eventos satisface las condiciones. Ahora note que son eventos dis-
juntos, pues no pueden ocurrir en simultaneo, por lo cual

P(AUBUC) =P(A) +P(B) +P(C)

Podemos proceder usando @D Para A queremos obtener 4 del grupo de los positivos, y 0 de los
negativos, entonces

b= 010

para B es similar, solo que en el grupo de los negativos

- B0
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13.

para C, queremos que hayan 2 en el grupo de los positivos, y 2 en el de los negativos, entonces

()6
(&)

P(A) =

Finalmente reemplazamos
P(AUBUC) =P(A) +P(B) + P(C)

_ @6, 06 606
@ @ @

= 0.5044955

- +

Pregunta para el lector: ;Como cambiaria el problema si ahora es con reemplazo?

Un trabajador elabora n articulos. El evento “El i-ésimo articulo es defectuoso” sera denotado
por A; ,coni =1, ..., n. Describa los siguientes eventos usando los conjuntos A; y las operaciones
usuales entre eventos;

(a) B = “Al menos un articulo es defectuoso”.

(b) € = “Ninguno de los n articulos es defectuoso”.

(¢) D = “Exactamente un articulo es defectuoso”.

(d) E = “A lo méas un articulo es defectuoso”.

(a) Este evento puede ocurrir de varias maneras. Puede haber un articulo defectuoso, o pueden

haber dos articulos defectuosos, o pueden haber tres articulos defectuosos, y asi hasta poder
haber n articulos defectuosos. Esto se escribe como

B:A1UA2UA3UA4U---UA,,:UA,-

i=1

(b) Este evento es que ninguno sea defectuoso, es decir, su complemento, esto es
n
C=ANASNASN---NAS =) Af
i=1

(c) Este evento puede pasar de varias maneras, pues puede ser el articulo 1 el que este defec-
tuoso, que sea el articulo 2, o que sea algun articulo, y que los demas no sean defectuosos.
Por lo cual esto es

(ALNASNASN - NASYU(ANASNASN- - NAS)U--- U (A, NASNASN---NAS )

(d) Este evento también puede pasar de varias maneras. Primero puede no haber ningin
articulo defectuoso, o puede haber 1. Este ultimo es lo mismo que antes, por lo cual

E=(A{NASN---NA)UD

14. Suponga que el 35% de los estudiantes de una universidad estan tomando Inglés, 7% estan

tomando Aleman y 2% restan tomando ambos Inglés y Aleman.

(a) Qué % de la poblacion de estudiantes esta tomando Inglés, pero no Aleman ?

(b) Qué % de la poblacion de estudiantes no esta tomando Inglés, ni Aleméan ?

Para este ejercicio trabajaremos con los mismos porcentajes, pero recordar que si se quiere una
probabilidad, los porcentajes se deben dividir por 100.
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Definamos los siguientes eventos

e A: estudiantes que estan tomando Ingles

e B : estudiantes que estan tomando Alemén

Note que nos dan los porcentajes de cada uno, y en particular el ultimo porcentaje corresponde
a la intersecciéon de ambos. Entonces tenemos

o A=35%
e B=7%
e ANB =2%

Podemos hacer un diagrama de Venn

35% 7%

Aca Q representa a todos los estudiantes de la Universidad.

(a) Los estudiantes que solo estan tomando Ingles corresponde a

35% 7% Q

Esto se puede obtener de diversas maneras. La mas fécil, es restar el evento AN B al evento
A, para asi eliminar a los que estan tomando Alemén e Ingles y quedarnos solo con los que
toman Ingles. Esto es

A—(ANB)=35%—2% =33%
La otra manera, es obtener la unién, y restarle B. O de forma equivalente
AUB=A+B-ANB
AUB-B=A+B-AnB-B
AUB-B=A-ANB
=35%—2%
=33%

La que coincide con lo anterior.
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15.

16.

(b) Los estudiantes que no estan tomando ninguno de los idiomas corresponde a

35% 7%

Q

Esto es la totalidad de los estudiantes menos la unién de los eventos A y B, entonces

Q- (AUB) =100% — (A+ B — ANB)
= 100% — (35% + 7% — 2%)
= 100% — 40%
= 60%

Se lanza al aire una moneda y se pregunta cul es la probabilidad condicionada de que aparezca
cara por primera vez en la N—ésima tirada, sabiendo que, por lo menos, ha salido cara una vez
en las M + N primeras tiradas.

Note que vamos a realizar N + M lanzamientos. Definamos los siguientes eventos

e A : sale cara en la N—esima tirada

e B : ha salido al menos una cara en las primeras N + M tiradas.
Se pide P(A|B). Entonces

P(B|A)P(A)
P(AB) = ——————~
(48) = =575
Para calcular P(A), note que es equivalente a calcular que salga solo una moneda en N tiradas,
pues solo hay una combinacién para tal evento, entonces

1 1

para calcular P(B) note que es mejor calcular el complemento, es decir P(B) = 1 — P(B€), esto
corresponde a que no salga ninguna cara en las N + M tiradas, entonces

1
Finalmente note que P(B|A) corresponde a la probabilidad de que salga al menos una cara en
las primeras N + M tiradas, dado que ya salio cara, pero esto es simplemente 1, pues ya salio
una cara , por lo cual sale al menos una con seguridad, por lo tanto, tenemos que la probabilidad
pedida es
P(BJAP(A)  1-1. 3+
P(A|B): (‘)(): 221"’1
P(B) 1- oON+M

En una caja hay 99 monedas honestas y una con doble cara. Suponga que se extrae aleatori-
amente una moneda, se lanza n veces, y resulta cara en todos los lanzamientos. ;Cual es el n
mas pequeno tal que, dada esta informacién, la probabilidad que la moneda tiene dos caras es
de al menos 9/107
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Podemos condicionar segtin la moneda extraida, en particular nos interesa la moneda con doble
cara. Sean los eventos

e A = se extrae moneda con doble cara
e A€ = se extrae moneda honesta
e H, = salen todas caras en n lanzamientos
Se pide
P(A[Hn)
entonces
P(ANH,)
P(Hn)
P(AN H,) P(A)
P(Hn) P(A)
P(Hn|A)P(A)
T P(Hy)
P(Hn|A)P(A)
~ B(H|A)JB(A) + B(H, | A)B(A7)
_ 1l
1155+ 2 106

P(A[Hn) =

Nos interesa minimizar n tal que P(A|H,) > 9/10, entonces

P(A|H,) > 9/10

1.-L
——10 _— >10
1 1 99 =
1 155 + 37 * 100
1 9 1
—>9. 2 .=
100 — 100 27
2" >9.99
n>10

17. Suponga que 5 bolitas se distribuyen en 7 urnas. Asuma que cada bola cae de manera indepen-

18.

diente en alguna de las urnas con igual probabilidad. Determine la probabilidad de que haya al
menos una urna con mas de una bolita.

Sea A = al una urna contiene al menos una bolita. Podemos calcular el complemento P(A) =
1 —P(A°). Note que P(A) corresponde a que ninguna urna contenga mas de una bolita, osea,
que las 5 bolitas caigan en urnas diferentes. Podemos aplicar @[) La primera bolita tiene 7
posibilidades donde caer, la segunda bolita tiene 6 posibilidades, y asi sucesivamente hasta que
la quinta bolita tiene 2 posibilidades donde caer. Claramente |Q| = 7°. Entonces tenemos

Al 7-6-5-4-3
I

P(A°)

Luego, la probabilidad pedida es
7-6-5-4-3

Para descubrir el cancer se ha iniciado una prueba que parece prometedora. Se encontré que
el 98% de los cancerosos en un hospital reaccionaron positivamente a la prueba, mientras que
solamente el 4% de aquellos que no tenian cancer lo hacifan asi. Si el 3% de los pacientes del
hospital tienen cancer, cual es la probabilidad de que un paciente elegido al azar, que reacciona
positivamente a la prueba, tenga cancer 7

Definamos los siguientes eventos

e A el paciente tiene cancer
e B : el paciente reacciona positivamente a la prueba

e ( : el paciente reacciona negativamente a la prueba
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por enunciado tenemos
P(A) = 0.03
P(B|A°) = 0.04
P(B|A) = 0.98

Nos piden P(A|B). Usando el Bayes @, podemos condicionar segtn la reaccién del paciente.
Entonces

P(BJA)P(A)
(BJA)P(A) + P(B|A)P(A)
B 0.98 - 0.03
©0.98-0.03+0.04-0.97
= 0.43108

B(A|B) = 5

19. Sean Ay B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio. Suponga que P(A) = 0.4 mientras
que P(AUB) =0.7. SeaP(B) = p

(a) Para qué eleccion de p, Ay B son mutuamente excluyentes?

(b) Para qué elecciéon de p, Ay B son eventos independientes?

Para esto recordamos que dos eventos A y B son excluyentes o disjuntos si AN B = 0. Y dos
eventos A y B son independientes si P(AN B) = P(A)P(B).

(a) Debemos ver para que valor de p se cumple P(AN B) = 0, entonces

P(ANB) =P(A) +P(B) - P(AUB)

=04+p—-07
=p—03
imponemos la condicién
0=p—-03
= p=03

(b) Debemos ver para que valor de p se cumple que P(AN B) = P(A)P(B). Entonces
P(AN B) = P(A)P(B)
P(ANB)=04-p
= = P(AN B)
0.4
20. Suponga que se lanzan dos dados honestos distinguibles (1 y 2). Counsidere los siguientes eventos:

A; = El resultado del dado 1 es un nimero par
A, = El resultado del dado 2 es un nimero par

Az = Los dados dan el mismo resultado

Calcule

(a) P(As|AL N A)

(b) P(A1 U AU A3z)

(C) P(Al U A2 U Ag)

(a)

P(A; N Ay N A3)
]P)(Al N A2)
3/36

= 9/36

=1/3

P(As]A1 NAy) =
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P(A; U A, U A3) = P([A] N AS N AS])
=1—-P(A{ N A5 N AS)

P(A; U Ay U AS) = P([Af N AS N A3]€)
=1-P(A{NASNA;)
P(A; N A7)
P(A5 N A7)
= 1 P(As|AS N AS)P(AS 1 AS)
1 3

3%
11
12

=1-P(A{NASNA;)

21. El Problema de Monty Hall es un problema de probabilidad que esta inspirado por el concurso
televisivo estadounidense Let’s Make a Deal (Hagamos un trato), famoso entre 1963 y 1986.
Su nombre proviene del presentador, Monty Hall. En este concurso, el concursante escoge una
puerta entre tres, y su premio consiste en lo que se encuentra atras la puerta. Una de ellas
oculta un automoévil, y tras las otras dos hay una cabra. Sin embargo, antes de abrirla, el
presentador, que sabe donde esta el premio del automovil, abre una de las otras dos puertas y
muestra que detras de ella hay una cabra. Desde el punto de vista de probabilidades ;es mejor
cambiarse de puerta o mantenerse para ganar el automovil?

Para esto hay que ser astuto en saber donde condicionar. Para hacernos una idea veamos la
siguiente imagen

1 2

20 W

4 |

El truco aca esta en asumir un par de cosas y saber donde condicionar.

Lo primero que se hace es seleccionar una puerta, y seleccionar la correcta de entre 3, tiene
probabilidad 1/3. Entonces definamos los eventos

A = Se selecciona la puerta con el automovil

A€ = Se selecciona la puerta con una cabra
tenemos

P(A) =1/3
P(A°) = 2/3
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22.

Note entonces que para calcular la probabilidad de ganar el automovil, podemos condicionar
segun la puerta que seleccionamos. Entonces

P(Ganar) = P(Ganar|A)P(A) + P(Ganar|A°)P(A°)

Ahora hay que asumir los dos escenarios. Nos cambiamos de puerta o nos quedamos con la
seleccionada inicialmente.

e Nos cambiamos
Veamos la siguiente imagen

Si nos cambiamos, habiendo seleccionado la puerta correcta, entonces no vamos a ganar
b b b
por lo cual P(Ganar|A) = 0. Entonces bajo este escenario

P(Ganar) = P(Ganar|A
1

Z 41
3+

~—

P(A) + P(Ganar|A°)P(A€)

WIN

2
3

e Nos quedamos con la puerta inicial

En este caso si nos quedamos con la puerta seleccionada inicialmente, entonces ganamos
si nos quedamos, por lo cual P(Ganar|A) = 1. Entonces

P(Ganar) = P(Ganar|A)P(A) + P(Ganar|A°)P(A°)
1

2
3793

W= =

En resumen

e Cambiarse = P(Ganar) =1/3
e No cambiarse = P(Ganar) = 2/3

Luego, es mejor quedarse en la puerta seleccionada inicialmente.

La paradoja de Bertrand o la paradoja de las tres cajas es un problema similar al anterior. Hay
3 cajas. La primera contiene dos monedas de plata; la segunda, dos monedas de oro; la tercera,
una moneda de oro y una de plata. Se elige una caja al azar y, luego, se elige al azar una de
las monedas que contiene esa caja. Resulta ser una moneda de oro. ;Cual es la probabilidad
de que la segunda moneda también sea de oro?

Definamos los siguiente eventos

A = Caja con 2 de oro
B = Caja con 2 de plata
C = Caja con 1 de plata y 1 de oro

O = Se extrajo Oro en la primera extraccion
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Nos piden P(A|O), pues queremos ver la probabilidad de que nos toque la caja con 2 de oro
(la que nos sirve) sabiendo que se extrajo oro en la primera. Para esto podemos usar @ ,
condicionando en la caja seleccionada.

P(O|A)P(A)
(O|A)P(A) + P(0|B)P(B) + P(O|C)P(C)
B 1-1/3
- 1-1/3+0-1/3+1/2-1/3
=2/3

B(A|0) = 5

23. Suponga el experimento de lanzar una moneda honesta dos veces. Describa Q.

Q={{C C}{C 5} {5 5} {5 C}}

24. Sea una cadena de caracteres de longitud w sobre un alfabeto dado A (de tamaifio |A|, incluida
la puntuacion) se llama cadena w. Por ejemplo, “banana’ es una cadena de 6 caracteres sobre
el alfabeto {a, b, n}. Supongamos que a una cantidad de monos se le da una computadora
con teclado de |A| teclas, cada una correspondiente a un caracter diferente. Suponga que el
experimento esté disenado de tal manera que cada mono escribird su cadena w en un tiempo
infinito. En base a lo anterior demuestre el siguiente teorema:

Figure 2: Imagen comica del problema

Al menos uno de los infinitos monos que escriben cadenas w, como se describe en el parrafo
anterior, producira casi con seguridad una copia perfecta de una cadena w objetivo en un
tiempo finito.

Para esto definamos el siguiente evento
Tw = Un mono escribe el caracter objetivo de largo w

el tipeo de una letra es totalmente aleatorio, lo asumimos equiprobable, y cada tipeo es inde-
pendiente de los demas. Entonces la probabilidad de que un mono escriba el caracter es



25.

Cada mono escribe de manera independiente a los demas monos. Asumamos que tenemos k
monos escribiendo y definamos el evento T,, ; como el i—esimo mono escribe de forma correcta
su caracter, i = 1,2, 3, ..., k. Nos piden la probabilidad de que al menos uno escriba su caracter,
esto es

IP)(Tw,l U TW,2 U TW,3 e Tw,k)

podemos usar . Entonces

k
P(Tw1UTw2UTws - Tws) =1 [J(1 = Tw.)

i=1

G
=(-(3))

Ahora veamos que pasa si tenemos una cantidad infinita de monos, esto es, hacer tender k al
infinito

1 w
im P(Tw1UTw2UTys - Tyk)= lim 1— (1 B <|A> )

k— o0 k—o0
=1-0
= lim P(Tw1UTw2UTuwz  Tuk) =1

k—o00

Concluyendo asi que si el numero de monos es infinito, entonces al menos uno escribira su
caracter correspondiente de manera correcta.

Un examen de oposicion consta de 14 temas. Se debe escoger un tema de entre dos tomados al
azar. Calcule la probabilidad de que a un alumno que ha preparado 5 temas le toque al menos
uno que sabe. ;Cual es el numero minimo de temas que debe preparar para que tenga una
probabilidad superior a 1/2 de superar el examen?

Definamos el evento

A Le toca al menos un tema que sabe

Claramente nos piden P(A). Podemos calcular esto via complemento, lo cual es
A : No le toca ningtn tema que sabe
Entonces
P(A) =1 —P(A°)
Procedamos mediante @D De los 14 temas, se extraen dos al azar, por lo cual
14
1= (3)

Ahora, queremos que 2 temas pertenezcan al grupo de los temas que no estudio, y que ningin
tema seleccionado al azar pertenezca al los que estudio, esto es

=G0

P(A) = 1 — P(A°)

Finalmente la probabilidad es

=1l
00

(%)



26.

Ahora queremos que P(A) > 1/2 en base a la cantidad minima de temas a estudiar. Definamos
el siguiente evento

E; : Le toca al menos un tema que sabe habiendo estudiado / temas

Nuevamente
P(E;) =1 —P(Ef)

Aca Q es el mismo. Para |Ef| tenemos

1= (o) (%)

pues queremos que de los i temas que estudio, no le toque ninguno (14 — i), y que del resto que
no estudio, salgan los 2. Entonces

P(E;) = 1 — P(E)

e
T

Nos interesa encontrar i tal que P(E;) > 1/2, entonces

pey=1- W2y,
&

O

@ <Y

(14—i)!

2(14—i—2)!

141
21(14—2)!

(14 — i)l 12!
(12— i) 14!
(14— (14— i—1)(14—i—-2) 1
(12— i)! 1413
(14 — i)(13 — 1)
1413

<1/2

<1/2

<1/2

<1/2
Resolviendo esta ultima inecuacion se tiene que el alumno debe estudiar aproximadamente 4

temas para tener una probabilidad mayor a 1/2 de aprobar el examen.

Suponga que en promedio el curso de Modelos Probabilisticos tiene 45 alumnos en el primer
semestre de cada ano. En base a esto, determine la probabilidad de que al menos dos estudiantes
cumplan anos el mismo dia.

Definamos el siguiente evento

A Al menos dos alumnos cumplen anos el mismo dia

El complemento de A en este contexto es
A¢ . Ningan alumno cumple afos el mismo dia

tenemos

p(ac) — 365 364 363 36544
© 365 365 365 365

pues un estudiante puede estar de cumpleanos cualquiera de los 365 dias, el siguiente estudiante
debe estar un dia diferente al ya seleccionado, hay 364 dias en los que puede estar de cumpleanos,
el siguiente estudiante tiene 363 dias, y asi sucesivamente.
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27.

28.

Entonces la probabilidad pedida es

P(A) =1 - P(A°)
44 .
365 — i
= 1 — _—
:,E! 365
= 0.9409759

Bajo el mismo contexto que antes, determine la probabilidad de que alguien comparta fecha de
cumpleanos con el profesor Reinaldo.

Podemos proceder igual que antes, la probabilidad de que ningtn estudiante comparta fecha de
cumpleanos con el profesor es

3644
3654°
pues el profesor esta un dia de cumpleanos, y para que no se comparta la fecha de cumpleanos

hay 364 dias a elegir. Luego, la probabilidad de que alguien comparta fecha de cumpleanos con
el profesor Reinaldo es

3644

1—
3654

=0.12

Se lanzan dos monedas de manera independiente, donde cada moneda tiene las siguientes prob-
abilidades de dar cara P(Cara) = vy P(Cara) = w. Defina

po = P(Salen 0 caras)

p1 = P(Salen 1 cara)

p2 = P(Salen 2 caras)

iSe puede elegir u 'y w tal que py = py = p2?

Encontremos expresiones para pg, p1, p2-

po = P(Salen 0 caras)
= P(sello)P(sello)
— (- u)(1-w)
p1 = P(Sale 1 cara)
= P(sello)P(cara) + P(cara)P(sello)
=(1-uv)w+ul-w)
p2 = P(Salen 2 caras)

= uw
Se busca solucionar entonces

Po = P2
P1L= P2

l1-v(l-w)=uw = v+w=1
l-uvw+ul-w)=uw = uw=1/3
Despejando w en la primera ecuacién y reemplazando en la ultima ecuacién, tenemos
u(l—u)=1/3

Pero esta ecuacion no tiene solucion en los reales, por lo cual no existen u, w tales que satisfagan
lo pedido.
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29.

Demuestre que la interseccion de dos o—algebra es una o—algebra.
Sean F1 y J» dos o—algebras definidas sobre un espacio muestral 2. Debemos corroborar [1.2
Entonces

e Como Fi, F, contienen al 2 por definicion, entonces claramente
Qe FNF

e Sea A € F1 NJF,, entonces esto significa que A € F1 y A € F>, por lo cual ambas contienen
Ay A€ por definiciéon de o—algebra, lo cual implica que A€ € F1 N F,
e El argumento es similar al anterior. Sea Aj, Ay, ... € F1 N J>,, entonces Ay, A, ... € F1 y

A1, Az, ... € F,, pero como son o—algebras se tiene que Uil A; € F1,F>. Lo que implica
que U?zl Ae FinNF

30. Encuentre la cantidad de derivadas parciales de orden “r" que tiene una funcién de n variables

31.

Recuerde que el orden en que se deriva no importa, por ejemplo

o3 o3
o f(xy)= W

dx20y fix.y)

Entonces necesitamos encontrar las combinaciones que hay de “r" elementos con repeticion de
un total de n sin importar el orden, es decir, si tenemos 3 nimeros disponibles para elegir, y
nosotros vamos a extraer aleatoriamente 4 nimeros, sin importar el orden pero con reemplazo,

entonces hay
4+3-1
=10
(57

combinaciones. Lo anterior es de la tabla (|1.4)). Para los nimeros piense que hay 3 ntmeros
a elegir, seleccionamos uno al alzar, lo anotamos, lo devolvemos, y volvemos a seleccionar
aleatoriamente, y asi 4 veces. Entonces, para nuestro caso, tenemos n elementos disponibles a

won

elegir, y vamos a extraer “r" con repeticion y sin orden, pues las letras x, y, z pueden volver a
salir.

Luego, para una funcién de n variables hay un total
n+r—1
r

Suponga que los nimeros de una loteria corresponden a los dias del afio, asumiendo que hay
366 dias. Determine la probabilidad de que ningtn numero sea del mes de septiembre, si la
loteria sortea 30 ntimeros sin reemplazo.

366
Q| =
30
Para |A|, queremos que 30 nimeros queden en el los otros dias distintos de septiembre, y que 0

queden en septiembre, entonces
366 — 30\ /30
30 0

Finalmente, la probabilidad pedida es

1A _ (*5%) ()

)

derivadas parciales de orden “r".

Podemos aplicar @ Con
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32.

33.

Dos personas lanzan una moneda n veces cada una, de manera independiente. Calcule la
probabilidad de que ambos obtengan la misma cantidad de caras.

Sea el evento
A; = La primera persona obtiene i caras y la segunda obtiene i caras, i=1,2,...,n

Como nos piden que tengan la misma cantidad de caras, hay varias formas, pues pueden tener
0 caras, 1 cara, 2 caras, etc, por lo cual se pide

n
P(misma cantidad de caras) = ZP(A,-)
i=0

Ahora, como los lanzamientos entre las personas son independientes, la probabilidad de obtener
cierta cantidad de caras es la misma para ambos, por lo cual es la multiplicacion de estas. Esto
se calcula de la siguiente manera: queremos i caras, y cada cara sale con probabilidad 1/2, por

lo cual si queremos i caras en n lanzamientos, esto pasa con probabilidad %, y el resto queremos

n—i

que salgan sellos (que no sean caras), esto pasa con probabilidad (1 — %) , ahora tenemos

que ver todas las combinaciones posibles que hay para que salgan i caras, como no nos importa
el orden, y es sin reemplazo, hay un total de ('I’) combinaciones. Luego, la probabilidad de

obtener / caras es
1 n—i
mif_ 1
i) 2 2

Entonces como queremos que las dos personas tengan la misma cantidad se tiene que

n

P(misma cantidad de caras) = Z P(A;)

= E
i=1

_ 1
T4\ n

Suponga que una familia tiene 2 bebes. Se sabe que al menos uno de ellos es nifo, jcual es la
probabilidad de que los dos bebes sean ninos?

Denotemos por M si es nino, y F si es nina. El espacio muestral en este caso es
Q= {{M, M} {M, N} {N,N}}
Se pide P(ambos sean ninos|al menos uno es nino), entonces

P(ambos sean nifios N al menos uno es nino)

P(ambos sean ninos|al menos uno es nifio) = Plal =)
al menos uno es nino

_ P(ambos sean nifos)
2/3

13
23
1

2
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34.

35.

36.

Se lanza un dado hasta que aparezca un 6. ;Cual es la probabilidad de que el dado se tenga
que lanzar mas de 5 veces?

Esto es equivalente a calcular que en los 5 primeros lanzamientos no salga un 6. Entonces la
probabilidad pedida es

5
5
P(tener que lanzar mas de 5 veces) = (6)

Queda como propuesto para el lector calcular la probabilidad via complemento, el cual se calcula
4 i
1/5

como 1 — —| =

S5 (c)

i=0
Suponga que el 5% de los hombres y el 0.25% de las mujeres son daltonicos. Se selecciona una
persona al azar y resulta ser daltonica. ;Cual es la probabilidad de que sea hombre?

Definamos los siguientes eventos

H : es hombre
M : es mujer

D : es daltonica

del enunciado tenemos

P(D|H) = 0.05
P(D|M) = 0.0025

Nos piden P(H|D). Podemos usar Bayes condicionando en si es hombre o mujer, entonces

P(D|H)P(H)
(D|H)P(H) + P(D|M)P(M)
0.05-1/2
T 0.05-1/2+0.0025 - 1/2
— 0.9524

P(H|D) = 5

Esto asumiendo que la probabilidad de extraer un hombre es la misma que la de una mujer.

Animales de una especie particular de roedores han nacido. Existen dos tipos de estos roedores
(Tipo I y II) con dos colores de pelaje por tipo. La probabilidad de tener un roedor de pelaje
café dado que es del Tipo I es 2/3. La probabilidad de tener un roedor de pelaje gris dado que
es del Tipo IT es 2/5.

(a) ;Cual es la probabilidad de que el animal elegido tenga pelaje de color café si es seleccionado
al azar de entre 5 animales del tipo I y 3 animales del tipo II7

(b) ¢{Cual es la probabilidad de que sea del Tipo I, si se seleccion6 un roedor con pelaje café?
Definamos los siguientes eventos

T1 :roedor de tipo I
T2 : roedor de tipo II

: pelaje café

O

G : pelaje gris
por enunciado tenemos

P(C|T1) = 2/3
P(G|T2) = 2/5
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(a) Para esto podemos probabilidades totales , entonces

P(C) = P(C|T1)P(T1) + P(C|T2)P(T2)
=P(CITL)P(T1) + P(G|T2)P(T2) (15)
=P(CITHP(T1) + (1 — P(G|T2))P(T2) (16)
=2/3-5/8+ (1-2/5)-3/8
=77/120

Note que en se tiene que P(C|T2) es equivalente a calcular P(G¢|T2), pues queremos
la probabilidad de que sea de color café dado que es de la especie II, y luego calculamos la
probabilidad de que no sea de color Gris ( su complemento), y luego aplicar .

(b) Nos piden P(T1|C), usando Bayes tenemos

P(C|T1)P(T1)
P(C)

~2/3-5/8

- 77/120

50

7

P(T1|C) =

37. Demuestre que si P(-) es una medida de probabilidad y B un evento con P(B) > 0, entonces
P(:|B) cumple con los axiomas de Kolmogorov.

Es claro que P(:|B) > 0. Veamos si P(Q|B) = 1.

P(QN B)
P(B)
_ P(B)

- P(B)
=1

P(Q[B) =

se cumple. Ahora sean A, A;, ... eventos disjuntos, entonces

* P(U2,ANB
P UlA,-|B _(Pl(B))

_ Zil P (Ai n B)
; P(B)

P (A; N B)
P(B)

o

i=1

M

P (AiB)

Mostrando asi lo pedido.

38. Suponga que van a enviarse cinco jueces federales a cierto Estado. El jefe del senado estatal
envia al presidente una lista que contiene los nombres de diez mujeres y cuatro hombres. Si
el presidente decide que de los cinco jueces tres deben ser mujeres y dos hombres. ;Cuél es la
probabilidad de que, tomando de la lista una mujer al azar, sea elegida como juez federal?

Podemos usar @[), donde
10
o= ()



39.

40.

41.

La probabilidad pedida es
3\ (7
1A ()
10
e (%)
Suponga que la probabilidad de acertar a un objetivo es 1/5. Se realizan 10 disparos indepen-
dientes.

=03

(a) ;Cual es la probabilidad de que se acerte al objetivo al menos dos veces?

(b) ¢Cual es la probabilidad condicional de que se acerte al objetivo al menos dos veces dado
que se ha acertado al menos una vez?

(a) Podemos calcular la probabilidad via complemento

P(acertar al menos dos veces) = 1 — P(Acertar 0 veces o acertar 1 vez)
=1 — (P(acertar 0 veces) + P(acertar 1 vez))

AN 710\ 1 1\
=1—((= (1.2
()= (D30-3)
— 0.6241904

Recordar que podemos acertar en cualquiera de los 10 disparos.
(b) Podemos aplicar condicional de manera directa e ir desarrollando
P(acertar al menos dos veces|se acertd al menos una vez)

P(acertar al menos dos veces N se acert6 al menos una vez)

P(se acert6 al menos una vez)
P(acertar al menos dos veces)

~ P(se acert6 al menos una vez)
_0.6241904

= 0.6992744

Supongamos que se han sacado cuatro caras seguidas en 4 lanzamientos independientes de una
moneda honesta. Un estudiante asegura lo siguiente

“Si en el siguiente lanzamiento saliese cara, habrian salido cinco consecutivas. La probabilidad

1
de que esto suceda es 5% = 0, 03125, por tanto en el siguiente lanzamiento la probabilidad de
que salga cara es so6lo 1 entre 32.”

. Esté en lo correcto el estudiante? Comente.
El estudiante no esta en lo correcto, pues la probabilidad de dar cara en cualquier lanzamiento
es 0.5. Aunque la probabilidad de lograr una serie de cinco caras consecutivas es de sélo 1 en

32 (0,03125), lo es antes de que la moneda se tire por primera vez. Después de los primeros
cuatro lanzamientos los resultados ya no son desconocidos, y por tanto no cuentan.

Demuestre o de un contraejemplo de lo siguiente:
“Si P(A) = o y P(B) = B, entonces P(AN B) < af”

Esto no es cierto, basta con tomar el experimento de lanzar una moneda y tomar A = B =
{Cara}. En este caso se tiene

pero esto no se cumple.

69



42. En una fabrica de teléfonos celulares, se sabe que 7 de 1000 celulares presentan algin tipo de
falla. Un software para detectar si el celular esta fallado da como resultado positivo (es decir,
avisa que el celular tiene falla) el 98% de las veces que este efectivamente esta fallado y da
resultado positivo el 9% de las veces que el celular esta bueno. Es decir, el 9% de las veces el
software avisa que el celular esta fallado cuando éste efectivamente esta bueno.

Si se elige al azar un celular de esta fabrica, responda las siguientes preguntas:
(a) Determine la probabilidad de que el software entregue un resultado positivo, es decir, que
el celular esté fallado.
(b) Determine la probabilidad que el software reporte un resultado correcto.

(¢) Suponga que en una tienda de venta de celulares de la fabrica se ponen a disposicion 20
celulares a la venta, de los cuales el vendedor sabe que 5 estan fallados y, usted decide
comprar 3 de ellos. ;jCuél es la probabilidad que al menos uno de los celulares comprado
por usted presente fallas?.

Definamos los siguientes eventos

A : Un teléfono presenta falla

C : Un teléfono esta bueno

B : Software avisa que el celular esta bueno
F

: Software avisa que el celular presenta falla

por enunciado tenemos
7

P(A) = —— = 0.
(A) = 15ag = 0-007
993
P(C)=1-P(A) = — = 0.
P(F|A) = 0.98
P(F|C) = 0.09

(a) Se pide P(F). Podemos obtener esto condicionando segtn el teléfono presenta o no una
falla, entonces

P(F) =P(F|A)P(A) + P(F|C)P(C)
= 0.98-0.007 + 0.09 - 0.993
= 0.09623
(b) En otras palabras nos piden la probabilidad de que el software no se equivoque y detecte
el estado correcto del celular. Esto puede pasar de dos maneras, que avise que el celular

estd bueno cuando realmente estd bueno, o que avise que el celular esta fallado cuando
realmente esta fallado, entonces nos piden

P(FNA)UPBNC)

claramente son disjuntos, entonces desarrollamos

P(FNA)UP(BNC)=P(FNA)+P(BNC)
_ P(A) P(C)
= ]P(FmA) F(A) +P(BmC)P(C)

_B(FnA), B( P(BNC)
-~ P(A) P(C)
= P(F|A)P(A) + P(BIC)P(C)
=0.98-0.007 + (1 — P(B°|C)) - 0.993 (17)
=0.98-0.007 + (1 — P(F|C)) - 0.993
=0.98-0.007 + (1 — 0.09) - 0.993
= 0.91049

A) + P(C)

Note que en se utilizo (|4).
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(c¢) Definamos el siguiente evento
A : Al menos un celular comprado presenta falla

podemos obtener P(A) via complemento, con

P(A) = 1 — P(A°)

= 1 — P(ningan celular presenta falla)
20

Q =

2= (%)

c 5\ /15

Al =
0/\3
Esto pues queremos que de los tres que vamos a comprar, ninguno caiga dentro del grupo

de los fallado, y el resto caiga en el grupo de los buenos. Finalmente la probabilidad pedida
es

Podemos proceder por @D Con

P(A) =1 - P(A°)
= 1 — P(ningin celular presenta falla)
L0
(3)

= 0.601

43. Suponga que hay 3 monedas en una caja. Una de ellas tiene doble cara, otra es una moneda
comin, y la tercera es una moneda sesgada con probabilidad de obtener cara igual a 0.75.
Suponga que se extrae una moneda al azar, se lanza y resulta cara. ;Cual es la probabilidad de
que la moneda lanzada haya sido la con doble cara?

Definamos los siguientes eventos

C : Se obtiene cara
M1 : Se extrae la moneda con doble cara
M?2 : Se extrae la moneda comun

M3 : Se extrae la moneda sesgada

Nos piden P(M1|C), usando Bayes y condicionando el la moneda que sale tenemos
P(C|M1)P(M1)

P(C|M1)P(M1) + P(C|M2)P(M2) + P(C|M3)P(M3)

B 1-1/3

- 1-1/3+1/2-1/3+0.75-1/3

=4/9

P(M1|C) =

44. Demuestre la desigualdad de Boole

Procedamos mediante induccion.



e n=k+1

k+1 k+1

PlUJA| <D BA)

Debemos demostrar esto ultimo.

k+1 k
PlUA | =P[JAUAmu
i=1 i=1
k k
=P (| JA | +P(Ac1) =P | JA N Acpa
i=1 i=1
k
<P U Ai | +P(Akt1) (18)
i=1
k
< Z P(A;) + P(Ax+1) (19)
i=1
k+1
=> P(A)
i=1
k+1 k+1

Probando asi lo pedido.

Note que en se utilizo la hipétesis de induccién (H.I).

45. Explique son sus palabras los diferentes tipos de extracciones en un ejemplo concreto.

Podemos explicar esto mediante sabores/bolas de helado. Supongamos que vamos una heladeria
y vamos a pedir un helado con 3 bolas.
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e Con reemplazo y sin orden: Podemos seleccionar una bola de cualquier sabor, la siguiente
bola también podemos volver a elegir el mismo sabor pues es con reemplazo, y lo mismo
para la tercera bola. No nos importa si la primera y segunda bola va por debajo de la
tercera bola como en el dibujo, o en general nos da igual si nos sirven primero la bola de
chocolate, luego la de fresa y finalmente la de vainilla, al final los tres sabores estaran ahi.

e Con reemplazo y con orden: En este caso de igual manera podemos volver a seleccionar
un sabor las 3 veces, pero ahora, si nos importa como estan distribuidas las bolas, ya sea
por que nos gusta comer un sabor primero, y luego los demas, o por que nos gusta que el
helado se vea de alguna forma especial. En el dibujo, nos importa que vaya primero el de
chocolate, luego el de fresa, y arriba el de vainilla, ya sea por que nos gusta primero comer
de arriba hacia abajo o por que se ve bonito de esa manera.

e Sin reemplazo y sin orden: Solo podemos tener 1 bola de un sabor en particular, en nuestro
caso, solo podemos tener una bola de chocolate, una de fresa, y una de vainilla, ya sea
por que no quedaban mas en la heladeria, o por que nos gusta que el helado contenga una
variedad de sabores. Y no nos importa cual bola va primero.

e Sin reemplazo y con orden: Solo podemos tener 1 bola de un sabor en particular, y si nos
importa cual bola va primero.

46. Suponga que un raton entrenado se coloca en el siguiente laberinto

El raton al estar en un sector en un instante dado elige una puerta de salida al azar y se cambia
de sector. Si el lugar donde inicia el raton es totalmente aleatorio (equiprobable), ;Cual es la
probabilidad de que en el primero paso se mueva a la puerta 47 Asuma que el raton siempre se
mueve de sector de manera equiprobable segtin disponibilidad de movimiento.

Note que el truco aca esta en darse cuenta las posibilidades que tiene de pasar de una puerta
a otra, y para calcular lo pedido, podemos condicionar segin el sector en que esta. Definamos
los siguientes eventos

S1: El raton parte en el sector 1
52 : El raton parte en el sector 2
53 : El raton parte en el sector 3
5S4 : El raton parte en el sector 4

A : El raton se mueve a la puerta 4

Para calcular lo pedido, necesitaremos percatarnos de algo, las probabilidades de pasar de un
sector a otro dependiendo de donde este el ratéon. Si el raton esta en el sector 2, entonces tiene
probabilidad 1/2 de pasar al sector 3, y probabilidad 1/2 de pasar al sector 1. Si el raton esta
en el sector 1, entones pasa al sector 2 con probabilidad 1/3, al sector 3 con probabilidad 1/3 y
al cuarto con probabilidad 1/3, y asi con los demés sectores. Esto pues elige al azar de manera
equiprobable.
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47.

48.

Nos piden P(A), entonces usando Totales tenemos
P(A) = P(A|S1)P(S1) + P(A|S2)P(52) + P(A|S3)P(53) + P(A|S4)P(54)
= % 1/4+40-1/4+1/3-1/4+0-1/4
—1/6

Suponga que una urna tiene N bolita, i de ellas son de color blanco, y el resto de color negro.
Se realiza el siguiente experimento: Se lanza una moneda, la cual tiene probabilidad 0 < p < 1
de dar cara, si sale cara, entonces se escoge al azar una bolita de la urna y se reemplaza por
una bolita blanca; si sale sello, se escoge al azar una bolita de la urna y se reemplaza por una
de color negro. ;Cual es la probabilidad de seguir teniendo i bolitas blancas en la urna 7

Note que la pregunta contiene algo condicionado, pues debemos seguir teniendo / bolitas blancas
dado que ya tenemos i blancas. Definamos los siguientes eventos

A; : tenemos i bolitas blancas luego de la primera extraccion

B; : Hay i bolitas blancas inicialmente en la urna

se pide P(A;|B;). Esto simplemente lo obtendremos razonando, sin formulas.

Si inicialmente hay i bolitas blancas, entonces hay N — i/ negras. Si lanzamos la moneda y
sale cara, se reemplaza por una bolita blanca, para mantener las / bolitas blancas, la bolita
seleccionada debe ser de color blanca, pues si es negra, habran / 4+ 1 blancas. Si lanzamos la
moneda y sale sello, se reemplaza por una bolita negra, para mantener las / bolitas blancas, la
bolita seleccionada debe ser negra, pues en otro caso tendriamos N — i+ 1 bolitas negras, y i — 1
blancas. Como lo pedido puede pasar de dos maneras diferentes, y estas son disjuntas, tenemos
que

i N —
P(AilB)=p 5+ (1=p) —

Se lanzan dos dados de manera simultanea e independiente

(a) Calcule la probabilidad de que los dos dados tengan al menos una coincidencia en n lan-
zamientos.

(b) El experimento se detiene si lo dados coinciden o si ellos suman 7. Si el experimento se
detiene al quinto lanzamiento, jcuél es la probabilidad de que los dados sumen 77

(a) Note que la probabilidad de obtener una coincidencia en el lanzamiento de los dos dados
es

6 1

36 6
Ahora definamos el evento A = se obtiene al menos una coincidencia, entonces
P(A) =1 —P(A)

=1 — P(se tienen 0 coincidencias en n lanzamientos)

30\"
= 1 — —_
(%)
(b) Definamos los siguientes eventos
A : Los dados coinciden
: Los dados suman 7

B
C : El experimento se detiene al quinto lanzamiento
D

: El experimento se detiene

Note que P(D) = 12/36, pues P(C) = P(A) + P(B) pues son disjuntos. Nos piden P(B|C),
pero note que los lanzamientos son independientes, por lo cual la probabilidad de que se
detenga el juego es siempre la misma en todos los lanzamientos.
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49.

50.

Entonces

P(B|C) = P(B|D)
P(B N D)
P(D)
6/36
= 13738

=1/2

Sea Q ={1,2,3,4}. Defina los eventos
A={1,2}, B={23} C={1,3}
P(A)=1/2, P(B)=1/2, P(C)=1/2, PHw})=1/4YweQ

iSon A, B, C eventos dos a dos independientes y mutuamente independientes?

Recordemos que A, B, C son dos a dos independientes si

P(AN B) = P(A)P(B)
P(AN C) = P(A)P(C)
P(B N C) = P(B)P(C)

y son mutuamente independientes si se cumple lo anterior y ademés

P(AN BN C) = B(A)P(B)P(C)

Entonces debemos verificar todo lo anterior.
P(ANB)=P({2})=1/4
P(ANC)=P{1})=1/4
P(BNC)=PH{3}) =1/4
P(AP(B)=1/2-1/2=1/4
P(A)P(C)=1/2-1/2=1
P(B)P(C)=1/2-1/2=1

Tenemos que A, B, C son eventos dos a dos independientes. Ahora note que

P(ANBNC)=P0@)=0
pero
P(AP(B)P(C)=1/2-1/2-1/2=1/8
por lo cual no son mutuamente independientes.

Describa la diferencia entre los terminos "independientes" y "excluyentes".

La diferencia esté en su definicién, pues A, B son independientes si
P(AnN B) = P(A)P(B)

en cambio A, B son excluyentes si
P(ANB)=0

En esencia se dice que A, B son independientes si A, B pueden pasar en simultaneo, pero el
evento A no afecta al evento B en el experimento a realizar. Por otro lado A, B son excluyentes
cuando no pueden ocurrir en simultaneo.
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2 Variables aleatorias

2.1 Definiciones

Informalmente una variable aleatoria corresponde a una funcion numeérica (real valorada) X definida
sobre el espacio muestral :

X: Q=R (20)
w— X(w) (21)

Dado esto, las variables aleatorias trabajan con ntumeros (€ R), por lo cual cualquier elemento de
Q debe ser representado como tal, por ejemplo si lanzamos una moneda 3 veces tenemos

Q={(s,s,5),(s,s,¢),(s,¢,5),(c,s,5),(s,c,c), (c,s,¢) (¢ ¢ 5)(ccc)}

y supongamos que nos interesa el numero de caras, entonces acé se tiene

w (s,8,8) | (s,8,¢) | (s,¢,8) | (¢,8,8) | (s,¢,¢) | (¢,8,¢) | (¢, ¢,8) | (¢, c)
Xw) | 0 1 1 1 2 2 2 3

Note que es importante distinguir que letras mayusculas X, Y, Z representan variables aleatorias,
y letras mindsculas representan valores particulares.

La funcién de distribucion acumulada (fda) (o acumulativa) o fda de una variable aleatoria X,
denotada por Fx(x), se define por
Fx(x) = Px((—o0, x]) = P(X < x)

a partir de esto se puede definir los tipos de variables aleatorias. Una variable aleatoria X es discreta
si Fx(x) es una funcién escalera de x. Una variable aleatoria X es continua si Fx(x) es una funcién
continua de x. Y una v.a mixta es una mezcla de ambos casos.

En resumen existen tres tipos de variables aleatorias:

e Discretas

e Continuas

e Mixtas

Para una variable aleatoria discreta X, la funcion de masa de probabilidad (fmp) esta dada por

px(x) = Px(X = x) = P(X = x)

Para una variable aleatoria continua X, la funcion de densidad de probabilidad (fdp) esta dada
por

fx(x) = f(x)

Note que podemos usar la fmp para calcular probabilidades directamente, por ejemplo, la prob-
abilidad de que la v.a tome el valor 1, se calcula como px(1) = P(X = 1), pero note que para el caso
continuo, estos eventos deben reemplazarse por intervalos. A continuacién se presentan dos ejemplos

px(x) = {(1 -p)7p x=1,2,3,..

0 en otro caso
e x>0
fx(x) =
x(x) {0 en otro caso

Note que a partir de esto, en el caso discreto la grafica de px sera con puntitos, y su fda sera con
escalones, mientras que para el caso continuo, tanto como fx(x) y Fx(x) son funciones.

El soporte de una v.a se denota generalmente por X, es decir, en donde esta definida la v.a. En
los casos anteriores se tiene X = {1,2,3,...} y X = RT respectivamente.
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En general si queremos calcular P(a < X < b), para el caso continuo se deben ocupar integrales,
mientras que en el caso discreto se deben ocupar sumas. Lo mencionado se calcula como

b
Discreto: P(a< X < b) = Z px(x)
X=a

b
Continuo: P(a< X < b) = / fx(x)dx
a

A continuacioén se presentan algunas imégenes de los tipos de variables aleatorias.

e Caso continuo

04

dnormix, 0, 1)
02
1

01

00

S
r
[=]
¥
S

Figure 3: fx(x)

1.0

pnormix)
06
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-
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P
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Figure 4: Fx(x)



e Caso discreto

rx(z),

pxlza) t

px(x

v

1) 1

pxlrs)

-

HTE
50 =
L2551
500 -
Bk
250 -
125

X

Fylix)

T

Xz

Figure 5: px(x)

Figure 6: Fx(x)
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e (Caso mixto

r.y

- |

i |=f

Figure 7: Fx(x)
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2.2 Propiedades

Sea X una v.a continua con funcién de densidad fx(x) y recorrido X.

Una funcién fx(x) es una fdp (o fmp) de una variable aleatoria X si y solo si,

o fx(x)>0, VxeX

e Para el caso continuo: / fx(x)dx = 1.
x

Para el caso discreto: Z px(x) =1
X

esto nos dice que la funcién debe ser positiva y debe sumar o integrar 1 en todo su recorrido.

Sea Fx(x) la fda de una v.a X, esta debe cumplir que

0 < Fx(x) <1, positiva y acotada

Fx(x) < Fx(x+1), creciente

lim Fx(x+ h) = Fx(x), continua por la derecha
h—0+

o lim Fx(x)=0

X—>—00

e lim Fx(x)=1

X—00

Se tiene la siguiente relacion entre fx(x) y Fx(x):

X

o Fx(x)=P(X <x)= / fx(u)du

—00

. %)EX) — f(x)

La fda tiene las siguientes propiedades:

Considere una v.a discreta y a,b € X con a < b. Se tiene que

Fx(x7)=P(X < x)

[ ]
3
L
IN
>
A
o

[ ]
B}
Y}
A
>
N
o
I
-
=
|
=
>
I
=
|
By
L

o P(X>a)=1-Fx(a)

e P(X>a)=1- Fx(a")

Para el caso continuo simplemente se tiene

e Pla<x<bh)=Pla<x<b)=Pla<x<b)=Pla<x<b)
e P(X<x)=1-P(X > x)

e P(X>x)=1—-P(X <x)

Note que las propiedades para las v.a.s discretas también aplican para las mixtas.
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La esperanza (o valor esperado o media) de la variable aleatoria X, se define como

Z xpx(x)  Discreto
E(X)=px =1
/ xfx(x)dx Continuo

X

Note que si la suma o la integral divergen, o no estan definidas, se dice que E(X) no existe. El
operador E(-) tiene las siguientes propiedades

o E(b)=b

o E(aX) = aE(X)

E(X)eR

E(aX 4+ b) = aE(X) + b, linealidad

> h(x)px(x)  Discreto
E(h(X)) =4 7
/Xh(x)fx(x)dx Continuo

En base a la esperanza, surge la desigualdad de Jensen. Sea X una variable aleatoria con esperanza
finita, y g una funciéon de R para R:

e Si g es convexa, entonces E{g(X)} > g(E(X)).
e Si g es concava, entonces E{g(X)} < g(E(X)).
Recuerde que una funcion f(x) es
{Convoxa si f(x)>0
Concava si  f"(x) <0
La mediana de una variable aleatoria X es algin namero m = med(X) tal que
Fx(m) =1/2 (23)
En el caso discreto se debe cumplir
P(X < m)>1/2y P(X > m) > 12 (24)

La medida de dispersién mas comun es la varianza de una variable aleatoria X, la cual mide la
dispersion de X con respecto a su media pwx. La varianza de X se define como

Z(x —ux)?px(x)  Discreto
Var(X) = ok = E[(X — ux)’] = /
(x — px)*fx(x)dx Continuo

El operador Var(-) tiene las siguientes propiedades
e Var(X) = E(X?) — [E(X)]?
aX) = a*Var(X)

(
( 0
e Var(aX + b) = a?Var(X)
(X)=0
(
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Los momentos de una distribuciéon o variable aleatoria son una clase especial de esperanzas. Se
definen los siguientes momentos

e El k—esimo momento no centrado de X, el cual se define como

Zx”px(x) Discreto
E(X")={
/X"fx(x) Continuo
x

e El k—esimo momento centrado de X, el cual se define como

Z(X — x)"px(x) Discreto
E[(X —px)=1¢ *
/X(X — ux)"fx(x)  Continuo

Una de las propiedades mas importantes que tiene una variable aleatoria, es su funciéon generadora
de momentos, ya que sirve para calcular los momentos de una forma mas sencilla, y ademas es
sumamente importante debido a que caracteriza de forma tnica a la distribucién, por lo cual la
generadora de momentos es tnica. Se define como

Z e™px(x)  Discreto
Mx(t) =1 7
/eb‘fx(x)dx Continuo
x

A continuacion propiedades utiles
o Mx(t) = E(e™) = Y E(X)
k=0

dn
dtn t=0
Mx 1 a(t) = e?*Mx(t)

Max(t) = Mx(at)

o E(X") =

Mx(t)

o Maxip(t) = e Mx(at)

o Mx. = e% Mx(t/b)

En el caso de que la generadora de momentos no exista, se puede definir la funcién caracteristica,
la cual tiene la particularidad de siempre existir. Se define como

Z e™px(x)  Discreto
X
ox(t) = _
/ e'™fx(x)dx Continuo
x
Donde i es la unidad imaginaria. Ademas, tiene la siguiente propiedad

g(xmy— L9

- t
i e P )]
El percentil es una medida util. Este se define como

Si x, es el valor que toma el percentil px 100%, entonces Fx(xp) = p.

A modo de ejemplo el cuartil inferior corresponde a xp25. O el caso particular de la mediana es
Xp.5. Este ultimo nos indica que el 50% de los datos es menor a xg5.
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2.3 Ejercicios del capitulo

1. Sea X = ntimero de caras obtenidas en tres lanzamientos de una moneda justa. Entonces, el
recorrido de X es X ={0,1,2,3}, y su fda X es

0 si —co<x<0

§ sio<x<1
Fx(x) = % sil<x<?2

& osi2<x<3

1 si3<x<

Determine Fx(2.5) v px(x).

Fx(2.5) = P(X < 2.5)
=P(x=0,0102)

Podemos dibujar la Fx(x), la cual corresponde a

Fx(x)

1 -—

0.5 L 0

Luego, como es una escalera, es una v.a discreta. Usando (22]) tenemos

px(0) = Fx(0) — Fx(07)
1
=--0
8

Finalmente tenemos que



2. Lanzar una moneda de forma independiente hasta que aparezca una cara. Sea p , con (0 < p <
1), la probabilidad de que salga cara en cualquier lanzamiento, y defina la variable aleatoria
X = numero de lanzamientos necesarios para obtener una cara. Entonces, la probabilidad de
requerir x lanzamientos (independientes) es

P(X=x)=P{(s,....s,0)})=0—-p)lp, x=12,...

x—1 sellos

Determine Fx(x), la probabilidad de que el numero de lanzamientos necesarios para obtener
una cara sea de a lo mas 5, y de a lo menos 3. Y demuestre que efectivamente suma 1 sobre
todo el recorrido.

Para lo primero, por definicién

X

Fx(x)=P(X<x)=) (1-p)'p
k=1

=1-(1-p)
Para la probabilidad nos interesa P(3 < X < 5). Entonces

P(3< X <5)=P(X =3)+P(X =4)+ P(X =5)
=(1-pPp+(1—pPp+(1—p)p

Para lo ultimo se tiene que

> @—ptp=pd (1-p)
x=1 x=0
1

“PI(i-p)

3. Sea X una v.a con fmp dada por

Calcule la esperanza de X.

E(X)=1-P(X=1)+2-P(X =2)+3- P(X =3)

12 3
.2 490.% 2
67266

wl~N =

4. Suponga que X es una v.a con probabilidad de masa

AXe™>
px(x)=4{ x!
0 e.o.c

x=0,1,273, ..

Calcule la generadora de momentos, y con esto la esperanza y la varianza.

Note que X ={0,1,2,...}, luego, X es una v.a discreta, por lo cual debemos hacer el calculo de
la fgm mediante una serie.
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Por definicion

Ahora calculamos E(X) y E(X?).

E(X) = % (e20=<)

t=0
— et —A(1—e?)
e‘Xe ) -
=A
d? ¢
LA —x(1—¢€%)
E(X ) dt? (e ) t=0
_ d t —\(1—e")
T <e )\(e )> t=0

_ et)\(e—k(l—et)) + e2t>\2(e—>\(1—e’))

=2+

t=0

Ahora
Var(X) = E(X?) - [E(X)P?
=2+ A2 )2
=

. El tiempo de reparacion (en horas) T , de un articulo se puede modelar a través de la siguiente
funcién de densidad

te’t t>0
fT(t) = {
0 e.o.c

El costo de reparacion de un articulo es C = S + kT , donde la constante k es un costo por
unidad de tiempo y la variable aleatoria S toma valores s; y s, con probabilidades py 1 — p
respectivamente. Calcule el costo esperado.

Nos interesa E(C). Aplicando propiedades tenemos

E(C) = E(S + kT)
E(S) + E(kT)
= E(S) + KE(T)

Para esclarecer un poco las cosas, la v.a S esta definida como

(=47 ==
Psis) = l1-p S=9%
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Entonces

E(S) =s1P(S=351)+ sP(S =s)
=sip+5(l-p)

Ahora

IE(T):/O t?e"tdt

(o)
= / 3 le tdt
0

=T1(3)
=2

De modo que el costo esperado es
E(C) =sip+ s2(1 — p) + 2k

6. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucién acumulada dada por

0, six < —1,
Fx(x) 1—np, si —1<x<0,
X) =
X 1—p+1ipx, si0<x<2
1, six > 2.

donde 0 < p < 1.

(a) Caleule P(X = —1), P(X =0), P(~1 < X <0), PO < X <1) y P(X > 1)
(b) Calcule E(X)

(a) Notamos que es una v.a mixta. Usando las propiedades (2.2)) tenemos que

P(X =—1) = Fx(—1) = Fx(-17)
=1-p-0
:]_—p

P(X =0) = Fx(0) — Fx(07)

-0
:1—P+%_(1_P)
=0

P(—1 < X <0) = Fx(0) — Fx(-1)

-0
=1—P+pT—(1—P)
=0

P(0 < X <1) = Fx(1) — Fx(0)

p-l p-0
—1-2=-_ (1= i
2 < Pt 2>

NI
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P(X>1)=1-P(X <1)

=1-Fx(17)
—1-(1 p-1
‘("”z)
P

_p—5

P

T2

(b) Para calcular la esperanza, notamos que X toma valores {—1} U [0,2). Entonces usando
la definicion de esperanza

E(X):—l-P(X:—l)—k/ozx(;i [l—p—i-p;])dx

=p—1+p
=2p—1

7. Sea X una v.a con funcién caracteristica
ox(t) = k + mt + pt?

Determine los valores de k, m, p tales que la esperanza de la v.a sea 1, y la varianza 4.

Obtenga la funcion caracteristica de la v.a 2X

Obtenga la funciéon caracteristica de la v.aY = 3X + 2

Para esto, necesitamos el primer y segundo momento, entonces
1

d 1
E(X) == (k+mt+pt2> == <m+2pt

)

m .
Nos interesa que E(X) = 1, entonces — =1 = m = j. Ahora el segundo momento

1
P )
t=0

i
m
i

1 d? 1
2y 2
E(X°) = EPTE (k + mt + pt ) 2 (2

Entonces la varianza es

m?

1
=-2p-—1

Nos interesa que Var(X) = 4, entonces —2p — 1 = 4 = p = —5/2. Para obtener el valor
de k, es facil ver que el momento de orden 0, debe ser 1, por lo cual se obtiene k = 1

(b) Usamos propiedades
pax(t) = px(2t)
=1+i(2t) — g(2t)2
=1+2it—10¢>
(¢) Nuevamente usamos propiedades y la definicion

oy (t) = ax42(t)
— E(eit(3X+2))

= e*px(3t)
. 4
= g2t (1 +3it— 25t2>
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8. Sea X una v.a discreta con fmp

—— k=1,2,3,..
px(k) = { In(1— p)k

0 e.o.c

con p € (0,1). Calcule E(X) y Mxp(t).

E(X) = i ko

Mx 1 5(t) = E(e"X*P)
_ E(etX+tb)
_ E(etXetb)
_ eth(etX)
& k
oth Z etk p
pct In(1— p)k
_etb e (etp)k
In(1-p) &= &
etb

= m/n(l —e'p)

Provisto de que t < —/n(p), pues la serie de Taylor de f(x) = In(1 — x) en torno a x = 0 esta
definida para|x| < 1.

1 1
9. Sea X una v.a continua con f(x) = = —— definida para todo R. Encuentre la moda y medi-

ml+x
ana de X.

Para la moda, nos interesa un x que maximice la probabilidad. Entonces derivamos.

d (1 y___ x> g
dx \14+x2)  (14+x2)2
x=0

La moda es x = 0. Ahora para la mediana, buscamos m tal que

P(X<m)=05
m1 o1
——— =05
/,oo w1+ x2
arctan(m) 4L 05=05

arctan(m) =0

m=20

La mediana es m =0

88



10. El salario mensual, en cientos de miles de pesos, de los trabajadores de una empresa es una
variable aleatoria cuya funcion de densidad esta dada por:

x—1 si 1<x<2
fx(x)=1¢ 3—x si 2<x<3
0 €.0.C

(a) Encuentre el salario minimo del 50% de los trabajadores con mayor salario

(b) ¢{Cual es el salario maximo del 10% de los trabajadores que menos gana?

(a) Nos piden el salario minimo del 50% de los trabajadores con mayor salario, por lo cual nos
interesa encontrar p tal que
3
/ 3—xdx=05
P

p>—6p—8=0
(p=4)p-2)=0

Notar que p = 4 no esta en el recorrido de la v.a, por lo cual nos quedamos con p = 2.
Luego, el salario minimo del 50% de los trabajadores con mayor salario es de $200,000.

(b) Ahora nos piden el salario maximo del 10% de los trabajadores que menos gana, esto se

calcula como
P
/ x—1ldx=0.1
1

2

p 1

— - - =01

2 P13
p~14+0.45

Notamos que p ~ 0.55 no nos sirve, por lo cual nos quedamos con p ~ 1.45. Luego, el
salario maximo del 10% de los trabajadores que menos gana es de $145,000

11. Sea W una v.a con funcién de probabilidad

T

—sin(tw) w e (0,1
o) = 3o v e
0 e.o.c

Defina la variable aleatoria Y = W + 2. Calcule E(Y) y Var(Y).

Aplicamos propiedades de la esperanza.

E(Y) = E(xW + 2)
= E(zW) + E(2)
= E(W) + 2

1
= 7r/ wzsin(ww)dw +2
0 2

™
= 42
5+
s
Z 42
5+

= E(Y)
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Ahora aplicamos propiedades de la varianza

Var(Y) = Var(rW + 2)
=Var(rW)+0
= 1Var(W)

= 2 (E(W2) - (EW))?)

1 1
= 72 / w2zsin(7rw)dw - (/ w"rsin(ﬂw)dw>
o 2 0o 2

2

Usamos la definicion de la varianza y solo desarrollamos.

Var(g(X)) = E[(g(X) — E(g(X)))’]

= Elg(X)* — 28(X)E(g(X)) + [E(g(X))I’]
= E(g(X)?) — 2E[g(X)E(g(X))] + E[E(g(X))’]
= E(g(X)?) — 2E[g(X))E(g(X)] + E[E(g(X))’]
= E(g(X)*) — 2E[g(X)]* + Elg(X)]?
= E(g(X)*) - [E(g(X))*
13. Sea X una variable aleatoria continua con fdp f(x) y fda F(x). Para un valor fijo xo, defina la
funcién
f(x)

g(x) = 1—F(X0) XZXO

0 X < Xp

Demuestre que g(x) es una funcion de densidad. Asuma F(xp) < 1.

Debemos probar que integra 1 en todo su dominio, entonces

/xo 1 —f(:()xO)dX Ti- /lr(xo) (F(e0) = Flx))

- 1 — F(Xo)
B 1-— F(Xo)
=1

Y como f(x) es la fdp de la v.a X, se tiene g(x) > 0, por lo cual g(x) es una funcion de densidad.

14. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad dada por

1—|x|, si|x|<1
fX(X):{ 0 | sl IlO.

Determine E(X) y Var(X).
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Por el valor absoluto, podemos descomponer un poco mas la funciéon de densidad, pues

1-(—x) —-1<x<0
fx(x)=<¢1-x 0<x<1

0 si no

Entonces

E(X) = /01 x(1+ x)dx + /01 x(1 = x)dx

0 1
Var(X):/ (x—0)2(1—|—x)dx—i—/0 (x—0)2(1—x)dx
1
6

Notar que X es simétrica en torno al 0, por eso E(X) = 0.

15. Considere la variable aleatoria, discreta, X con funciéon de distribucion acumulada Fx(x) dada

por
0 si x < =2
01 si —-2<x<-1
0.3 si -1<x<0

05 si 0<x<1
0.7 si 1<x<2
1 si x> 2

(a) Realice una grafica de la distribucion
(

)

b) Calcule la funcion de probabilidad asociada. Grafiquela.
) Sea B, la region determinada por X? — 1 < a. Calcule P(By)
)

(c
(

a) La grafica corresponde a
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(b) Los valores que toma X son {—2,—1,0,1,2}. De la acumulada se obtiene que

P(X =-2)=0.1

P(X = —1) = Fx(-1) — Fx(-2)

=03-0.1
=02

P(X =0) = Fx(0) — Fx(-1)
=05-03
=0.2

P(X =1) = Fx(1) — Fx(0)
=07-05
=2

P(X=2)=1-Fx(1)
=1-07
=03

La probabilidad de masa corresponde a

01 X=-2

02 X=-1,0,1
PX()= 1003 x -2

0 e.o.c

La grafica es

=)
N

(c)

P(By <0)=P(X?-1<0)
=P(X?<1)
= P(X| < V1)
=P(X[<1)
=P(-1<X<1)
=P(X=-1)+P(X=0)+P(X =1)
=06

16. Suponga que el tiempo de reparacion de un cierto artefacto electrénico es una variable aleatoria
X con funcién de densidad dada por

fx(x) = e - Is0y

Sea Z = 4 /; el factor de depreciacion. Calcule la esperanza de Z.

Aca I~y es la funcion indicatriz, la cual nos indica que el evento ocurre si x > 0, solo es otra
forma de escribir la funcién de distribucion.

92



Por definicion

E(Z)zE( ;)
:/ T e *dx
0 X
1
= \/7?/ ﬁefxdx

_f/ oty
= /l(1/2)
— VT VE

Aeka

17. Sea A > 0, y f una funciéon de densidad definida como f(x) = 3

x < 0.

si

(a) Encuentre P(X < t)

(b) Encuentre E[nX(X —1)],n €N

x>0y f(x)= si

N[>

(a) Como la funcion de densidad esta dividida en dos intervalos, vamos uno por uno. Para

t < 0 se tiene

D
P(X <t) :/ ZeMdx
oo 2
At
-2
Para t > 0 se tiene
t
P(X < t) = / e (x)dx
—00
0 t
A
— / n )\xd +/ 7)\de
—o0 0
L Y
2
De modo que se tiene
At
% t<0
Fx(t) = e
€ >0
1-— t
5 >

(b)
E[nX(X —1)] = E(nX? — nX)

= nE(X?) — nE(X)

0 oo 0
=n (/ x2ie>‘xdx —|—/ x2>\e_>‘xdx> —n (/
o 2 0 2 oo

2n

)\2
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18. Considere la variable aleatoria X con funcién de densidad

x| -1<x<1
Fx(x) = 0 e.oc

Determine Fx(x).

Podemos separar la v.a como

—x —-1<x<0
fx(x) =14 x 0<x<1

0 e.o.c

Entonces, si x < 0 se tiene

si x > 0 se tiene

Il
T
AR =)

|

=

Q.

<

+
o\x
=

Q.

=

71+X2
2
Finalmente, se tiene que
0 —0<x< -1
1— 2
2X -1<x<0
Fx(x) =
x(x) 1+ x2
0<x<1
2
1 x>1

19. Demuestre que Fx(x) 5 efectivamente es una fda.

_ 1
“@rey

Claramente es positiva

Jim Fx(x) = Jim 3 +1e*X
- x||—>n<1>o 1+ eix
.
0 P = I e
=TT
=0

Y es facil ver que f*“(x) > 0, por lo cual es creciente
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20. Sea X una v.a con fda dada por

0 x <0
2
P%
> 0<x<1
Fx(X): 2 }
1 1
§+22i+1 k<x<k+1l k=123 ..
i=1

(a) Calcule P(X < 1)y P(X =k), k=1,2,3,... y determine la naturaleza de la v.a

(b) Demuestre que la probabilidad condicional P(X > k4+m|X > m), m, k = 1,2, ... no depende
de m

(a)

Ahora, para calcular P(X = k) hay que tener cuidado, pues note que podriamos directa-
mente haber hecho lo siguiente

P(X = k) = Fx(k) — Fx(k™)
k
1 1 k2
=2tlm g
_1

i=
2k—1 K2
2T T T2
pero el lector astuto notara que esto es solamente valido para k = 1, pues para k = 2,3, ...,
el salto no lo pega en x = 0, sino en x = k — 1, es decir, k~ = k — 1, por ejemplo si
queremos calcular P(X = 2) se tiene

P(X =2) = Fx(2) — Fx(27)

por lo cual se debe hacer el calculo para k = 2,3, .... Entonces

1 11 1
*§+_ 2i+1 9 2i+1
i=1 i=1
- ko =1y
- Z i+l Z oI+l
i=1 i=1
k—1 k—1
1 1 1
= o1t Z i1 Z 2it1
i=1 i=1
1
~ Dkt1
Es facil ver que P(X = 1) = 1, luego, se tiene que
1
P(X:k):2k+1’ k=1,23,

Y es claro que la v.a es mixta, pues en X = 1 pega un salgo desde una funcién continua a
un escalon.
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P(X > k+mnX > m)
P(X = m)
P(X > k + m)
P(X > m)

P(X>k+m|X>m)=

=—————  ocupamos lo demostrado anteriormente

(oo} !

Demostrando asi lo pedido.
Podemos ver la Fx en la siguiente imagen

Fx(x)

e

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

Note que la forma mas sencilla de ver si una v.a es mixta es viendo su fda Fx(x).

21. Sea X una v.a con fmp dada por

Calcule E(X) v Fx(x).
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22.

Note que X = {0, 1,2}, entonces

P(XSO)—P(X_O)_1<2>_1

Entonces
0 x <0
1/4 0<x<1
F = -
X =934 1<xco
1 x>2

Se extrae una muestra aleatoria (m.a.) de tamafio n de un lote de N articulos, de los cuales
una fracciéon p son defectuosos. Sea X = ntmero de articulos defectuosos en la m.a. Determine
la fmp fx(x) = P(X = x) si

(a) La m.a. es ordenada con devolucion.

(b) La m.a. es ordenada sin devolucion.
Suponga que N = 100;n = 10 y p = 0.1, y que el lote se rechaza si mas de la mitad de los

articulos inspeccionados son defectuosos. Calcule la probabilidad de rechazar el lote en ambos
casos, a) y b).

Note que el orden no afecta a la distribuciéon del numero total de articulos defectuosos.

(a) De los n articulos que vamos a extraer, nos interesa que x sean defectuosos, y la proba-
bilidad de obtener un articulo defectuoso es p, es decir, vamos a extraer un articulo , y
vemos si es 0 no defectuoso, lo devolvemos a la muestra, y volvemos a extraer un articulo,
y asi sucesivamente, por lo cual hay (;) maneras en que salga un defectuoso, y luego se
multiplica por las respectivas probabilidades, entonces tenemos

>pX(1 -p)™, x=0,1,2,..,n
En el caso particular pedido tenemos
10 1—
P(X =x)= (0.1*(1—-0.1)"", x=0,1,2,...,n
X

Nos piden P(X > 5), entonces

P(X >5)=1—P(X < 4)

10 X 10—x
:1—Z<X 0.1%0.9

x=0
= 0.001634937

(b) Como es sin devolucion, queremos x articulos defectuosos del grupo de los defectuosos
(Np), y el resto en los articulos no defectuosos. Como vamos a extraer n articulos de N,
tenemos entonces

SIS
()

y se calcula de manera analoga al anterior obteniendo que P(X > 5) = 0.00003

P(X =x)=
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23. Sea X una variable aleatoria con fda dada por

0 x<0
Fx(x)=q¢x 0<x<1/2
1 x>1/2

a) Haga un grafico para esta fda.

—~ o~

)
b) Verifique que Fx(x) es efectivamente una fda.
c) Calcule P(X < 1/2) y P(X =1/2).
)
)

—~

d) Identifique la naturaleza de esta fda (continua, discreta u otra?)

—~

(a) La grafica es

Fy (%)

0.5

0.5 0 0.5 1

(b) Claramente es creciente, positiva y cumple con los limites respectivos. Para chequear que
es continua por la derecha, en x = 0 es claro que se cumple, veamos ahora en x = 1/2

Px(1/2) = lim  Fx(x)
= Fx(1/2")
=1

P(X<1/2)=1—-P(X >1/2)
=1-(1-Fx(1/27))
= Fx(1/27)

1

2

P(X =1/2) = Fx(1/2) — Fx(1/27)
=1-1/2
=1/2

(d) Es una v.a mixta, ya que pega un salto de una funcioén continua a un punto en x = 0.5
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24. Considere la fda dada por

con p € (0,1].

(a) Demuestre que Fx(x) es una fda
(b) Calcule P(X =0)y P(X >0)

(c) Calcule E(X)
(a)

a) Veamos la fda graficada para diversos valores de p

Fylx)

p=03

e Veamos si es creciente
f'(x) = pe™™

como p € (0, 1] se tiene que es creciente
e (Claramente es positiva
e Veamos los limites

lim Fx(x)=0, claramente
X——00

X

lim Fx(x)= lim 1— pe~

X—>00 X—00
=1—plim e™
X—00
=1

e Veamos si es continua por la derecha, en este caso, el tinico punto a analiza es x = 0,
entonces

lim Fx(x)= lim 1— pe™™

x—0F x—0F
donde coincide que Fx(0) =1—p

P(X =0) = Fx(0) — Fx(07)
=1—-p—-0
:]_—p

P(X >0)=1-P(X <0)

=1- Fx(0)

=1- P(X =0)— Fx(07)
=1-(1-p)—-0

=p
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(c) Para esto ultimo, note que Rec(X) = {0} U (0, c0), entonces

E(X) =0 P(X =0)+ /Ooox <de(X)> dx

dx
= / xpe *dx
0

oo
= / xe Xdx
0

=p

25. Sea X una v.a con fmp dada por

1
lcule E ([ —— .
calcule (1+X>

Tenemos

pero... como calculamos esto? recordemos el teorema del binomio con y =1
~ /n
14+ x)"= xk
=3 (7)

para calcular lo pedido, podemos integrar en ambos lados, de modo que

k=0
X x n n
/ (l—i-u)”duz/ ( )ukdu
0 0 oo \K
(1+x)"—1 & (n) x1
n+1 = \k)k+1
six=1
(1+1)" -1 7i n\ 1%+
n+1 —\k)k+1
211 & (n\ 1
n+1l = \k)k+1
pero el lado derecho es justamente lo que queremos calcular, de modo que
12711
E(X)= ——
(X) 2" n+1

26. Demuestre que si X tiene recorrido en los enteros no negativos, entonces podemos calcular la
esperanza como

E(X) =Y P(X>x) (25)
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Note que por definicién de esperanza tenemos

E(X) =Y xP(X = x)
x=0

=0-PX=0)+1-PX=1)4+2-P(X=2)+3-P(X=3)+"--
Expandamos esto y reorganicemos de la siguiente manera
=PX=1)+PX=2)+4P(X=2)+P(X=3)+P(X=3)+P(X=3)+---
(PX=1)+PX=2)+P(X=3)+ )+ (PX=2)+P(X=3)+ ")
P(X > 1)+ P(X > 2) + P(X > 3) + -

M

P(X > x)

X
Il

27. Sea X una v.a con fdp dada por

28.

29.

Determine Mx(t).

Mx (t) = / e Xe > dx
0

oo
= )\/ e Xt gy
0

Un comité de 3 integrantes se forma aleatoriamente seleccionado de entre 4 médicos y 3 enfer-
meras(se eligen uno a uno las personas y estas no se vuelve a considerar en el siguiente paso).
Escriba la funcién de probabilidad para la variable aleatoria X que representa el ntimero de
médicos en el comité.

x=0,1,2,3

Una tienda de computadoras ha comprado tres de cierto tipo a $500 cada uno y las vendera a
$1000 cada una. El fabricante ha aceptado volver a comprar en $200 cualquier computadora que
no se haya vendido en un tiempo especificado. Denotemos por X al nimero de computadoras
vendidas y supongamos que p(0) = 0.1, p(1) = 0.2, p(2) = 0.3 y p(3) = 0.4. ;Cual sera la
utilidad esperada de esta tienda al comprar las tres computadoras?

Podemos hacer la variable aleatoria U(X) = utilidad asociada al vender x computadoras. De
modo que

U(X) = Ingreso — Costo
= 1000X +200(3 — X) —3-500
= 800X — 900
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Tomamos esperanza

E(U) = 800E(X) — 900
=800(0-0.1+1-0242-0.3+3-0.4) — 900
=700

30. Sea Mx(t) la funcion generadora de momentos de X, se define

5(t) = In(Mx(t))

Muestre que:

_ E(X?) - (E(X
o 1

= Var(X)
31. Sea X una v.a con fdp

1 O0<x<«1
fx(X)Z{

0 e.o.c

Determine E(X") y P(X > 1/2|X > 1/3).

1
E(X") = / x"dx
0
1
n+1

P(X >1/20X > 1/3)
P(X > 1/3)
P(X >1/2)
P(X > 1/3)
_ f11/2 dx
f11/3 dx
=3/4

P(X >1/2|X >1/3) =
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32. Muestre que Var(X) >0

Vamos a demostrarlo usando la desigualdad de Jensen, en particular
E(g(X)) = g(E(X))

pues si usamos g(X) = x2, podemos ver que f”(x) =2 > 0, por lo cual es convexa, entonces

)
)

E(X?) > (E(X))?
E(X?) - (E(X))* >0
Var(X) >0

33. Sea X una v.a no negativa con esperanza finita, demuestre que
1+ (E(X)2) <E (\/1 n x2)

Procedemos de manera similar a antes, tomando g(X) = v/1 + x?, y tenemos

1
f'(x)= ———————=>0
(9 (14 x2)v/1 + x2

por lo cual es convexa, entonces tenemos
E(vV1+ X2) > /1 + (E(X)?)

= 1+ (E(XR?) <E (\/1 n x2)

34. Sea X una v.a con fda dada por

0 x < —a
. arcsin(i)
FX(X)_ 14,73 —a<x<a
2 T
1 x> a

(a) Determine la probabilidad de que X se encuentre entre (—a/2, a/2)
(b) Calcule el cuantil xg.75

(c) Obtenga fx(x)

(d) Obtenga la moda y mediana de X
(a)

P(—a/2 < X < a/2)=P(X <a/2)— P(X < —a/2)
= Fx(a/2) — Fx(—a/2)
arcsin (%) 1 arcsin (%/2)

+

Wl | O

T 2 T

arcsin(1/2)

(b) Se pide P(X < xg.75) = 0.75, entonces
P(X S X0'75) = 075

1 arcsin (X‘)T”)
-+ ——F = =0.75
2 iy

av2

= X0.75 = >
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de modo que

(d) Note que la funciéon \/ﬁ solo tiene un minimo, por lo cual X no tiene moda.

Para obtener la mediana, nos interesa xg 5, entonces

P(X S X0'5) =0.5
1 arcsin <X"T5>
=+
2 i
= x05=0

1
= =05
2+

35. Se tiene una moneda sesgada tal que P(cara) = 3/7 y P(sello) = 4/7. Suponga que la moneda
se lanza 3 veces de manera consecutiva. Defina la v.a X : numero de caras obtenidas. Encuentre

px(x) y E(X).

Se tiene

Y la esperanza

36. El espacio muestral de un experimento es Q = {a, b, ¢, d, e, f} y cada resultado es equiprobable.
Defina la siguiente v.a

Calcule

(a) P(X=1)

(b) P(X -1 <1)

(¢) PIX>0UX<2)

Como es equiprobable es todo casi directo.

(a)

IO =
+
| =
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P(X-1<1)=P(-1< X -1<1)
=PO0<X<2)
=PX=0)+PX=1)+P(X=2)
2 201
6576 6
5
~%

()

P(X>0UX<2)=P(X>0)+P(X<2)—P(X>0NX<2)
=P(X>0)+P(X <2)—P0O<X<?2)
=P(X>0)+P(X <2)—P(X<2)—P(X<0)
=P(X>0)—P(X <0)

5 1
6 6

2
=3

37. Sea X una v.a con densidad dada por

c2-x) 0<x<1
fX(X):{O e.o.c

(a) Determine el valor de c tal que efectivamente sea una densidad
(b) Calcule P(X| > 0.3)

(a) Claramente se debe tener ¢ > 0. Ahora debemos encontrar el valor de ¢ tal que integre 1.
Entonces

P(X|>0.3) = P(X > 0.3)

1
2
= —(2 = x)dx
o3
= 0.746

38. Un vendedor tiene dos tiendas diferentes donde vende computadoras. La probabilidad de que
venda, en un dia, una computadora en la primera tienda es 0.4 e independientemente, la prob-
abilidad de que venda, en un dia, una computadora en la segunda tienda es 0.7. Ademas,
supongamos que es igualmente probable que él venda una computadora de tipo 1 o tipo 2.
Una computadora de tipo 1 cuesta 1800 mientras que la computadora tipo 2, con las mismas
especificaciones, cuesta 1000. Sea X la cantidad, en dolares, que el vendedor vende en un dia.
Encuentre la distribucion de la variable aleatoria X.
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Primero veamos el recorrido. Se pueden vender 0 computadoras, es decir, se gana 0; se puede

vender una (de tipo I o II), se gana 1000 o 1800; y finalmente se pueden vender dos, se puede
ganar (2000,3600,2800), entonces

X = {0, 1000, 2000, 1800, 2800, 3200}

note que se pueden vender dos computadoras pues hay dos tiendas. Para lo pedido definamos
los siguientes eventos

A : se vende una compu en la primera tienda

B : se vende una compu en la segunda tienda
T1I : se vende tipo I
TII : se vende tipo II

por enunciado tenemos

P(A) = 0.4
P(A) = 0.6
P(B) =07
P(B°) =03
P(TI)=1/2
P(TII)=1/2

nos interesan los eventos

P((ANTINBS)U(A°NBNTI)), P(ANTIIN B)U (AN BNTII)),
P(ANTINBNTL),P(ANT2NBNT2), P(ANTINBNT2)U(ANT2N BNT1)),
P(A N BE)

entonces

P(ANTINBYU(A“NBNTI)=P(ANTINB))+ P(ANBNTI))
=04-1/2-03+0.6-0.7-1/2
=0.27

P(ANTIINB)U(A“NBNTII))=P((ANTIINB))+ P(A“NBNTII))
=04-1/2-03+06-0.7-1/2
=0.27

P(ANTINBNT1)=04-1/2-0.7-1/2
=0.07

P(ANT2NBNT2)=04-1/2-0.7-1/2
=0.07

P(ANTINBNT2)U(ANT2NBNT1)=P((ANTINBNT2)+P(ANT2NBNT1))
=04-1/2-07-1/2404-1/2-0.7-1/2
=0.14

P(A°NB)=0.6-0.3
=018
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Finalmente tenemos

0.27 x = 1000, 1800
0.07 x = 2000, 3200

Px()= 1014 x— 2800
0.18 x=0
39. Sea £ una v.a con fmp dada por
}\k

P =k)= A>0k=1,23, ..

Ty
calcule E(&).

— (14 M)kt
1
BCEDY ; < 1+ )
) —141

) kzk< : )

(1+,\)2;k(1+x>
_ A 1

(1+ )2 (1— m)Z

40. Para una empresa de buses de pasajeros es importante mantener una buena frecuencia del
servicio. El tiempo de recorrido X de un bus, medido en minutos, desde su salida del terminal
hasta su regreso a el, tiene funcién densidad de probabilidad dada por:

1
e w1200 > 190
fx(X) = 3oe ’ x=

0 e.o.c

(a) Determine la probabilidad que un conductor realice el recorrido en menos de t minutos.
(b) Determine la probabilidad que un conductor realice el recorrido en mas de 3 horas.

(¢) Un bus inicia su recorrido y tres horas después aun no ha llegado a su destino. Calcule la
probabilidad que el bus se demore a lo menos 15 minutos adicionales

Note que X esta en minutos.
(a) Six > 120 entonces

t
P(th):/ ie 3 (x—120) 4
120 30

] _ o H(t-120)
(b) Pasemos 3 horas a minutos
60 -3 =180
entonces
P(X >180) = 1 — P(X < 180)
—1_ (1 B e—?ﬁ)(180—120))

= e_2

107



(¢) Nos piden P(X > 195|X > 180), entonces

P(X > 195N X > 180)
P(X > 180)

_ P(X >195)

~ P(X > 180)

1— P(X < 195)

1— P(X < 180)

e~ 3(195—-120)

P(X > 195X > 180) =

B e~ % (195-180)

— o172

41. Formalmente una v.a se define como:

Dado un modelo de probabilidad (£, A, P), una variable aleatoria es una funcion real valorada
X sobre Q tal que, para todo numero real x, el conjunto {w € Q : X(w) < x} pertenece a A.

Basicamente que "cada elemento de la acumulada pertenezca a A". En base a la definicion,
determine si las siguientes v.a.s son o no una v.a.

(a) Q={a, b,cty A={0,{a} {b,c} Q}.

Y(w)_{o w=b

1 w=a,c

(b) 2=40,1,2,3,4,5}, F ={0,{0,1},{2,3,4},{5},{0,1,2,3,4},{0,1,5},{2,3,4,5}, Q}
L X(w)=w+1, YweQ
i. X(w) = |w/2]

0 w<l1
i, X(w)={1 1l<w<4
2 w>4
(a) Tenemos
0 x<0
{weQ:Y(w)<x}=<{b} 0<x<1
{a,b,c} x>1

pero note que {b} ¢ A, por lo cual Y no es una variable aleatoria.

(b) i. Tenemos

Xw)|1]2][3[4]5]6

0 x<1
{0} 1<x<2

(weQ: X(w)<x}=101}  2<x<3
{0.1,2} 3<<4

pero {0} ¢ F. Por lo cual no es v.a.
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ii. Tenemos

y
0 x<0
(0,1} 0<x<1
Q: X < =
lwe:X(W)sx}=19151023 1< x<2

{0,1,2,3,4,5} x>2
pero {0,1,2,3} ¢ F. Por lo cual no es v.a.

iii. Tenemos

0 x <0
{0,1} 0<x<1
{0,1,2,3,4} 1<x<?2
{0,1,2,3,4,5} x>2

{weQ: X(w)<x}=

Notamos que todo pertenece a F, por lo cual si es una v.a.

Se deja como propuesta para el lector verificar todo lo anterior mediante la siguiente
definicién alternativa

X7HA)={w e QX(w) € A} € FYAEB.
recordando que

X (QF, P)—= (R, B, Px)

42. Sea X una v.a con fdp

k

fx(x) = T (x—ap

x €R

Encuentre el valor de k tal que fx(x) sea efectivamente una fdp. Y comente sobre la existencia
de E(X).

Para que sea una fx(x) debe integrar uno y debe ser positiva. Entonces

o k
— —dx =1
/_001+(x—a)2 x

o 1
k — —dx =1
/_Ool—l—(x—oz)2 x

X=x—oa=dx=dx

° 1
k ——dx =1
/,oo1+x2 *

k < Ii_}m arctan(a) — lim arctan(b)) =1

b——o0
k- m=1
1

= k=—
™

Se deja propuesto al lector reflexionar en torno a la existencia de la esperanza de X.
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43. Sea Fx(x) la fda de alguna v.a X, pruebe que lim Fx(x) =1
X—00

Sea A, = {w : X(w) < n}, entonces {A,} T Q; o sea |J5o; A, = Q, pues estamos recorriendo
todo el espacio muestral, ademas P(A,) = P(X < n) = Fx(n). Luego,

Jim, Flx) = i F(n)
= lim, Pl
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3 Distribuciones
Previamente ya vimos las propiedades de una v.a, en particular conocimos fx(x) y px(x), pero no

definimos que representan en particular. En esencia estas funciones se ajustan bien a los datos y
representan de buena manera a la probabilidad de estos. A modo de ejemplo tenemos

Distribucion discreta

— pxlx)
— Datos

028
|

prob
0.15

005
|

Figure 8: Caso discreto - px(x)

Distribucién continua

04
|
h Y
V4

7& \ — fx(x)

7[ \;\ Datos

Density
03

01

00

Figure 9: Caso continuo - fx(x)

Las funciones de densidad y de masa pueden representar una cantidad variada de fenémenos y
modelar situaciones de una manera sencilla. A continuacion se presentan las distribuciones mas cono-
cidas y frecuentemente utilizadas.

n

A partir de acé utilizaremos la notacion "~", la cual quiere decir distribuye.
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3.1 Distribuciones discretas
1. Bernoulli

Esta distribuciéon toma valores 1 y 0, por lo cual corresponde al éxito o fracaso del experimento
respectivamente. Con probabilidad de extio p y fracaso 1 — p.

px(x) = {p si x=1

1—-p si x=0

E(X)=p

Var(X) = p(1-p)
p€[0,1]

Notacion: X ~ Bern(p)
Mx(t) = (1 = p) + pe’

2. Binomial

Esta distribucion mide el numero de éxitos en n ensayos independientes Bernoulli con probabil-

idad p.
n
p(1—p)"™ x=0,1,...,n
px(x) = <X> ( )
0 e.o.c

o E(X)=np

e Var(X)=np(l-—p)

e pel0,1]

Notacion: X ~ Bin(n, p)

Generalmente nos van a pedir la cantidad de x éxitos en un experimento
Mx(t) = [(1 = p) + pe’]”

3. Uniforme discreta

Esta distribucion corresponde al caso equiprobable, donde cada resultado tiene la misma prob-
abilidad. Con n=b—a+ 1.

x=aa+1,...,b=10b

T
x
—
X
N—r
|
O 5|

e.0.Cc

Var(X) = ——
¢ Var(X) =

e Notacion: X ~ Unif{a, b}
4. Binomial negativa

Esta distribucion cuenta el numero (x) de ensayos Bernoulli necesarios para tener k éxitos.

x—=1\ 4 x—k _
<k_1>p(1—p) x=k k+1,..

0 e.o.c

px(x) =
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k(1—p)
2
Notacion: X ~ BinNeg(k, p)

Mx(t) = L—é’lﬂ

e Algunos libros la definen de formas diferentes, por lo cual puede variar la forma de la
distribucion segin lo que se este buscando, ya sean éxitos, fracasos, etc. Tener ojo con
esto.

o Var(X) =

5. Geométrica

Esta distribuciéon cuenta el numero de ensayos hasta obtener el primer éxito.

ox(x) = {p(l —p) "t x=1,23,...

0 e.o.c
1
o E(X)=—
p
1—
o Var(X) = 2p
p
e Notacion: X ~ Geo(p)
pe’
Mx(t) = ————
* Mx(t) 1—(1-p)et
e En algunos libros esta definida de forma p(1 — p)*, para x =0, 1, ..., en este caso cuenta el

numero de fallos hasta el primer éxito.

6. Hipergeométrica

Suponga que se tiene una poblacion de N elementos de los cuales, K pertenecen a la categoria A
y N — K pertenecen a la categoria B. La distribucién hipergeométrica mide la probabilidad de
obtener x (0 < x < K) elementos de la categoria A en una muestra sin reemplazo de n elementos
de la poblacion original.

(=) ()
px(x) = ()

0 e.o.c

x=0,1,2,...,min(n, K)

nK
N
e N: Tamano de la la poblacién

E(X) =

e n: Tamafo de la muestra seleccionada
e K: Numero de elementos o individuos en la muestra con cierta caracteristica.

e Notacion: X ~ Hip(N, K, n)

7. Poisson

Esta distribuciéon mide la probabilidad de ocurrencias.

Axe—k
px(x) =4 x!
0 e.o.c

x=0,1,2, ...

o E(X)=Var(X)=2x
o Mx(t) =exp[A(e™t —1)]
e Notacion: X ~ P())
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3.1.1 Ejemplos

1. En un laberinto en forma de T, a una rata se le dara alimento si gira a la izquierda, de lo
contrario recibird una descarga eléctrica. En la primera prueba, la probabilidad de que la rata
gire a la izquierda es la misma de que gire a la derecha, una vez realizada la primera prueba, se
observa el comportamiento en una segunda instancia. Del experimento se obtuvo lo siguiente:
De las ratas que giraron a la izquierda en la primera prueba, el 68% volvié a girar a la izquierda
en la segunda prueba, mientras que de las ratas que giraron a la derecha en la primera prueba,
el 84% gir6 a la izquierda en la segunda prueba.

(a) Calcule la probabilidad de tener que realizar el experimento 5 veces para encontrar la
tercera rata que en la segunda prueba reciba alimento

(b) De 8 ratas que recibieron carga eléctrica en la segunda prueba, calcule probabilidad de que
sblo 3 de ellas hayan recibido alimento en la primera prueba

Sea I; la rata gira a la izquierda en la i—esima prueba. Por el enunciado tenemos

P(I;) =05 ; P(If) =05

(a) Nos interesa la probabilidad de tener que realizar el experimento 5 veces para tener el
tercer éxito, por lo cual esto distribuye binomial negativa, pero nos falta la probabilidad
(p), esta probabilidad corresponde a la de que un ratén reciba alimento en la segunda
prueba. Utilizando el teorema de probabilidades totales y condicionando en si giro a la
izquierda o derecha en la primera prueba tenemos

P(L2) = P(Lo|1) P(I) + P(L|I7) P(IT)
=0.68-0.6+0.84-0.5
=0.76

Ahora si, sea X = el numero de realizaciones del experimento hasta encontrar la tercera
rata que en la segunda prueba recibe el alimento, entonces X ~ BinNeg(3,0.76). Nos
interesa la probabilidad de tener que realizar 5 veces el experimento, entonces

P(X =5) = <§ - 1) (0.76)3(1 — 0.76)°% = 0.1517

(b) Nos interesa tener 3 éxitos dentro de 8 ensayos (binomial), es decir, que de 8 ratones que
recibieron la carga eléctrica en la segunda prueba, solo 3 de ellas hayan recibido alimento
en la primera. Ahora tenemos que encontrar la probabilidad de que la rata reciba alimento
en la primera dado que en la segunda prueba recibieron carga eléctrica, entonces

P(I5|I;) P(I;)
P(I5)
(1= P(I|I))P(I)
1 - P(IL)
(1-0.68)-0.5
1—-0.76
= 0.67

P(I|I3) =

Ahora si. Sea Y = el numero de ratas que recibieron alimento en la primera prueba, entre
8 ratas que recibieron la descarga eléctrica en la segunda. Entonces Y ~ Bin(8,0.67). Nos
interesa que solo 3 ratas hayan recibido alimento en la primera prueba, entonces

P(Y =3) = <§> (0.67)%(1 — 0.67)83 = 0.06591468
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2. Un laboratorio que trabaja 24x7 recibe muestras de PCR para su analisis. Suponga que las
ultimas 1.000 muestras analizadas presentaron una positividad del 8%. ;Cual es la probabilidad
que al revisar una muestra aleatoria de 20 resultados entre las ultimas mil muestra analizadas, al
menos x arrojen PCR positivo? Nota: Una muestra aleatoria por definicion es SIN reemplazo,
salvo que se indique lo contrario.

Tenemos

e 1.000 muestras

e 8% presenta una positividad, es decir, 80 muestras

e se extrae muestra aleatoria de 20 muestras

e Nos interesa que x arrojen positivo
Podemos intuir que es una HiperGeometrica, pues tomamos una muestra de tamano 20, dentro
de una poblacién de tamano 1000, y podemos dividirla en los que tienen positividad y los que no.

Entonces sea X = nimero de muestras que arrojan positividad, entonces X ~ Hip(20, 1000, 80).
Y solo se pide P(X > x).

3. Se lanzan dos dados de manera independiente 24 veces. Determina la probabilidad de que se
obtengan al menos un doble 6.

La probabilidad de obtener un doble 6 es
p=1/36

Definamos X : nimero de veces que sale doble 6, entonces X ~ Bin(24,1/36), pues tenemos 24
ensayos, y la probabilidad de éxito es 1/36. Se pide P(X > 1), entonces

P(X>1)=1-P(X <1)
—1- P(X =0)

24 240
(P (R (1oL
0 36 36
4. Suponga que una bombilla falla un dia cualquiera con probabilidad p = 0.001. Calcule la
probabilidad de que la bombilla dure al menos 30 dias encendida.

Aca el éxito es que falle la bombilla. Y nos interesa ver que se tenga un éxito en al menos 30
ensayos. Definamos X : namero de dias hasta que la bombilla falla, entonces X ~ Geo(0.001).
Se pide P(X > 30), entonces

P(X >30)=1— P(X < 30)

29

=1- 0.001(1—0.001)"*
x=1

=0.97

5. El namero de pacientes que acuden diariamente a la sala de urgencias (S.U.) de cierto hospital
tiene una distribuciéon de Poisson con media 10. ;Cual es el probabilidad de que, durante un
dia normal, el nimero de pacientes ingresados en urgencias del hospital serd menor o igual a 37

Tenemos que X ~ P(10). Nos piden P(X < 3), entonces

3

PX<3)=>_

x=0
=1.0336 x 1072

e 33

x!
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3.2 Distribuciones continuas

Contiene algunas que no se pasan en el curso, pero resultan interesantes de conocer.

1. Uniforme

L a<x<hb
X
0 e.o.c
0 x < a
Fx(x) = Zﬁa a<x<b
—a
1 x>b
o]E(X):a;b
b— 2
e Var(x) = { 12‘9)
etbieta
* Mx() =53y

e —00<ab<o
e Notacion: X ~ U(a, b)

Para efectos practicos da lo mismo si es U[a, b] o U|a, b)...

2. Exponencial

0 e.o.c
1
E(X)=—
o E(X) =
1
° Var(X):ﬁ
A
© Mx(t) =5
e \>0

e Notacion: X ~ Exp(})

3. Gamma
ﬁaxa—le—ﬁx
=] @ 70
0 e.o.c
a
o E(X)=—
(X) 5
o Var(X) = %
o= (52)
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oa,ﬁ>0

e Notacion: X ~ Gamma(a, B)

Algunas propiedades de la funcion Gamma:

. F(1/2) = V7
e I(n+1)=nl(n)
e [(n)=(n-1)!
e (n+1)=n!
4. Beta
x*71(1 — x)F-1
o) = “Bap 0<x<1
0 e.o.c
a
. ]E(X) = atp
e Notacion: X ~ Beta(a, )
° a,ﬁ >0
_ Ha)r(B)
* B@h)=Fo1p
5. Normal
L e_(xgg)Q —00 < X < 00
fx(x) = { V2mo?
0 e.o.c
e E(X)=pn
e Var(X) =0
o?t?
° Mx(t) = e'u’t+ ?
e uER
° 02 >0

e Notacion: X ~ N(u,o?)

e Se denomina la normal estdndar cuando p = 0 y 02 = 1. En este caso X ~ N(0,1) con

—x%/2
e
fx(x) =

V2m

e La acumulada de la normal estandar corresponde a ®(x)

e Se tiene la propiedad ®(—x) =1 — ®(x)
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6. LogNormal

o E(X) = ¥

e A eR

e (>0

e Notacion: X ~ LogNormal(}, ¢?)

7. Weibull

Fx(x)

e E(X) =2l <1+ ll<>
e \,v>0
e Notacion: X ~ Weibull(\, v)

8. Chi-cuadrado

fx(X) =

E(X)=n
Var(X)=2n
e ncN

V() — (1 12t>n/z

Notacion: X ~ x2(n)

n denota los grados de libertad

uxv—1e=(x/A)

)\u

Xn/2—1e—x/2
2n/2[(n/2)
0
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9. t-Student

E(X)=0 ,v>1

Var(X) = ui2

> 2

e neR

Notaciéon: X ~ t,

v denota los grados de libertad
e No tiene MGF

10. Fisher (F)

1 (” )m x(1=2)/2
1 x>0
(tw)2 ~ =
fx(X) — B(U1/2,l/2/2) | %) (1 4 ('%)X) 1tv2

0 e.o.c

v
E(X)=—— ,1h>2
* () 1/2—2 2
v, €N

Notacion: X ~ F(v1, v»)

e v1, vy denotan los grados de libertad
e No tiene MGF

11. Cauchy

() =4 [(X;“)z + 1}

e E(X) = indefinida

e x €R

e y>0

e Notacion: X ~ Cauchy(xg,7y) , o también: X ~ C(xp,7y)
e No tiene MGF
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12. Doble exponencial o de Laplace

e %‘
fx(x): 28 —00 < x < 00
0 e.o.c
(x—n)/B
€ 5 x <0
Fx(x) = o (x—)/B ,
_ 5 X
° ]E(X) =W
e Var(X) =2p?
e LeER
e >0
e Notacion: X ~ Laplace(u, B)
ekt
* Mx(t) =g
13. Rayleigh
fX(X) = 0'2 -
0 e.o.c
P
E(X) = =
e E(X)=0¢ 5
e o0>0

e Notacion: X ~ Rayleigh(o)

14. Nakagami

e Notacion: X ~ Nakagami(m, Q)

15. Logistica

e—(x—n)/s
f(x) =3 s+ e tmrye XEF
0 e.o.c
e ueR
e s>0
e E(X)=pn

Var(X) = =52
Notacion: X ~ Logistic(u,s)
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3.3 Reconocer distribuciones

Algo muy importante para el curso es saber reconocer las distribuciones, es decir, la forma de las
distribuciones. A continuacién se presentan algunos ejemplos de como se ajusta una fx(x) a alguna
distribuciéon conocida. Esto ultimo nos sirve para calcular integrales, y asi ahorrarnos un montén de
tiempo.

1. Determinar como distribuye fx(x) = xe™ - Iy

fx(x) = xe™

12X2—le—x-1

r)
= X ~ Gamma(2,1)

Recordar que [(2) =1

2. Con lo anterior determine E(X). Si fx(x) = xe™™ - Ieso.

Por el ejemplo anterior sabemos que X ~ Gamma(2, 1), por lo cual la esperanza es 2.
E(X)=2

3. Calcule E(Y), si Y ~ exp(3)

E(Y) = / y3e ¥ dy
0

= 3/ ye ¥dy
0

3 o) y271673y
:37/ L __dy
0

3 r(2)
1 o0 22 2—1_,—-3y
_1 / Sy
3 Jo r2)
1 o0 22 2—1_,—3y
_1 / Sy ey
3 Jo r2)
1 (o9}
= 7/ Gamma(2,3)dy
3 Jo
1
==--1
3
_1
R
o 32y2flef3y o
Recordar que / Tdy = / fv(y)dy = 1, ya que se integra en todo el recorrido de
0 0

la v.a.

1
4. Determinar como distribuye fx(x) = 3 I1<x<4)
1
fX(x):§-I(1<X<4)

1
=——.I(1 4
11 (I1<x<4)

= X~U(1,4)
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5. Determinar como distribuye fx(x) = n(1 — x)""1 - Toc <1

fx(x) =n(1-— X)"f1

= X ~ Beta(1,n)

r(mr(1) r(n) 1
Notar que fnt1)  ar(n) -

[ee]

6. Calcular / e dx

—0o0

Por la forma, podemos ajustarla a una normal.

o] _ 2
= / exp 7)(1 dx
oo 2-
Se tiene que 0? = 1/\@ , por lo cual debemos tener lo mismo abajo

/ \/27r(1/f Xf

27r(1/f)

5

W/W

Normal(0,1/+/2)

—vm

4e—x/2

7. Determinar como distribuye fx(x) = W T

4e—x/2
0= sy
%10/2-1 4—x/2
~ 210/21(10/2)
= X ~ x?*(10)
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1 n
8. Determinar como distribuye px(x) = <2> <Z> Te—012,..n

2-(3) ()
(G
WIONCHE

= X ~ Bin(n,1/2)

N =

]

9. Calcule

1
/ x6(1 — x)ggdx
0

Podemos hacer esto de dos maneras. La primera es ajustandola a una Beta, o ajustandola a la
esperanza de una Beta. Vamos por la primera

1 1
/ X6(1 o X)gng _ / 771(1 )10071dX
0

B(7,100) [* x)100-1
d
B(7,100) /0 <! X
1 100 1
X
B(7,100) [ XU =X 7 7,
/0 7 100 X

—_

= B(7,100) / Beta(7,100)dx

o

= B(7,100) - 1
= B(7,100)

Vamos por la segunda

1 1
/ xO(1 = x)%dx = / xx®(1 — x)1%01dx
0 0

(E' : :) ! 6—1 100—-1
P e ] _

1 6—1 100—1
x°71(1 - x)
B(6, 100 B G A
(6 )/0 *B(6,100)

1
(6,100) / x - Beta(6,100)dx
0

B
B(6,100) - E(X), X ~ Beta(6,100)
B

6

= B(6,100) 6 + 100
6
= B(6,100) - 7

En general lo tnico que tenemos que ver es que calze la distribucién con su recorrido, pues en
el caso anterior, si la integral fuese en otro intervalo, no se puede aplicar lo mostrado, por lo
cual se debe tener ojo con eso.
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3.4 Transformacion de una v.a

Si queremos aplicar una transformacion Y = g(X) a una v.a X, esta se obtiene mediante

fx (g’l(y))

d
fi =|—g!
v(¥) ' a& V)
Si tenemos n inversas, entonces la transformacion esta dada por

d

—g H(y)| (g (v)

3.4.1 Ejemplos
1. Sea X ~ N(0,1). Encontrar como distribuye Y = eX

La formula se ve un poco complicada, pero simplemente es calcular la inversa de la transforma-
cion, y su derivada, con esto ya estamos listos. Primero calculamos el recorrido. Para esto solo
necesitamos evaluar los extremos del recorrido de la v.a en la nueva transformaciéon. Como X

distribuye normal, su recorrido es (—o0, ).

im =0
X—r—00

lim & = o

X— 00

Entonces se tendria que Rec(Y) = (0, 00).

Ahora buscamos lo necesario para la formula.

X

y=e
y=e¢€*/In()
In(y) = x
g (y) = In(y)
d a1
€ (v) = "

Ya que tenemos todo, usamos la formula

W) =5 0] (7))
1] e (’"2(X))
_'y Nz
1

*/"2(}’)/2 , O < y < 00

= e
V2Ty

Tenemos 1
e
V2Ty

f(y) = —I"/2 0 <y < oo

= Y =¢eX ~ Lognormal(0,1)
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2. Sea X ~ exp(\). Encontrar como distribuye Y = X2

Procedamos intuitivamente sin la formula.

Fe(y)=P(Y <y)
Pero Y = X?
= P(X*<y)
=P(X*<y) /J
= P(X| <)
= P(—/y <X <)
= Fx(Vy) = Fx(=Vy)

= Fx(vy) =0
d
A(y)=F 2
Y()/) X(\f)/) dy
1
fY()’) = ﬁfX(ﬁ)
b e MY
2.y
1
2
_ 1 yi 7(12)%
BRI

Finalmente tenemos

=Y = X2~ Weibull(1/2,))

Note que Fx(—4/¥) = 0 ya que la exponencial solo esta definida para x > 0, por lo cual cuando
x < 0 vale 0. El recorrido de Y es claro que es y > 0, pues al evaluar en (0, c0) se mantiene
igual el recorrido.

3. Encontrar como distribuye Y = —/n(X) si X ~ U(0, 1)

Evaluando los extremos, se tiene que Rec(Y) = (0, o).

Fy(y) = P(=In(X) < y)
= P(In(X) =z —y)
=P(X>e™)
=1-P(X<e?)
=1- Fx(e_y) %
fr(y) =eVfx(e™)
f(y)=e™
=Y =—In(X) ~ Exp(1) (27)
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4. Sea X ~ Geo(p). Encuentre la distribucion de Y = X2

Para el caso discreto funciona algo diferente, tenemos que evaluar la inversa de Y en px(x). Y
para el recorrido se evalia cada punto en la transformacion. Entonces

y=x*

x=y

No queda en valor absoluto ya que X solo toma valores positivos. Ahora sabemos que el recorrido
de X es 1,2,3, ..., entonces

Yy =12 =
Yy=2=4
Yy =32=

Entonces la distribuciéon de Y corresponde a

« B p(l—p)‘ﬁ_1 y=1409,..
i) = 0 e.o.c

5. Sea X una v.a con funcién de probabilidad de masa

1
0 e.o.c

x=0,+1,4+2,%£3,...,£n

Determine Y =|X| y Z = X2.

o Y =|X|
Ahora nos percatamos que que al tener valor absoluto, hay valores que tienen la misma imagen,
pues Y =|1| =|-1] = 1, por lo cual hay que sumar estas probabilidades. Entonces
P(Y=0)=P(X=0)= 1
- 7 2n+1
2
PY=1)=PX=-1)+P(X=1)=
(Y =1)= PX = ~1) 4 PX =1) = 5=
2
PlY=2)=PX==-2)+P(X=2)=
(Y =2)= P(X = ~2) + P(X =2) = 5~
El recorrido ahoraesY =0,1,2,...,n
Entonces se tiene
1
=0
on+1 7
PY=y)={ 2
=1,2
oany1 YTt
0 e.0.c
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o 7=X2

Es similar al anterior. Primero calculemos el recorrido, es facil ver que Rec(Z) = {0, 1, 4,9, 16, ..., n*}

1
P(z=0)=P(X =0) =
(z=0)= A )= o1
2
P(Z=1)=P(X=1 P(X=-1)=
(Z=1)=PX=1)+P(X=-1)= 5"
2
P(Z=4)=P(X =2 P(X =-2)=
(Z=4)=P(X=2)+P(X=-2) = 5~
Entonces se tiene
1
ant1 270
P(Z=1z)= 2 2=14 ..
2n+1
0 e.o.c

6. Sea X ~ Beta(a, 1). Determine como distribuye Y = —/n(X).

Recordamos que si X ~ Beta(a, 1), entonces fx(x) = ax®~! para x € (0,1). Entonces

(
= P(In(X) = =)
=P(X >e™)
Frly) =1- P(X < &)
Fy(y) =1-Fx(e™)
fr(y) = e x(e™)
fr(y)=ae™, y>0

Entonces Y = —In(X) ~ Exp(a).

7. Encontrar como distribuye Z =

P(zgz)—P<X_“gz>

=P(X < zo+p)
Fz(Z) = Fx(ZO' +[.L)
fz(z) = ofx(zo + )

=0 1 ef(za'+p,7y,)2/2g2

V2mo?

fz(z) = L e /2

V2m

El recorrido de Z es el mismo que el de X, por lo cual Z ~ N(0, 1)

8. Sea X una variable aleatoria continua con densidad dada por

1-|x] sif|x] <1
Mm:{ x| si|

0 e.o.c
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Determine Y = X2.

Separemos la densidad segin caso a caso.

1+x si —1<x<0
x(x)=¢1l—-x si0<x<1

0 e.o.c

Ahora usamos lo de siempre.

fr(y) = P(X*<y)

= PIX| < )
= P-y7 <X <)
= A9~ )
= fx(f)+7x( V)
= VT g (V)
1— Y +1—y
-]
_2-24y
N
R

VY
1
-

Tenemos que Rec(X) = (—1,1), y como nos interesa Y = X2, el recorrido nuevo es Rec(Y) =
(0,1).

1
— -1 0<yxl1

fr(y) =4 VY

0 e.o.c

9. Sea X ~ exp(1). Encontrar como distribuye Y = a — «y/n(X). Con a € Ry v > 0.

<y)=1_— (a=y)/v) /2
P(Y <y)=1 a(e )/W

1
A (y) = :fo (e(a—y)/'v)
L —elen/v

v
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Ahora el recorrido.

XI|_>rr(looz —qln(x) = —o0

lim a—/n(x) = o0
x—0+

= Rec(Y)=R
Entonces se tiene que

e_e(a—y)/w yER

1
f(y) =47
0 e.o.c

A esta distribucién se le conoce como distribucion de Gumbel.
= Y =a—qI/n(X) ~ Gumbel(a, )

10. Encontrar como distribuye Z = AX si X ~ Exp(X)

P(Z<z)=PXX<2z)

=P(X <z/X)

—-1-_ e—z)\/)\
Fz(z)=1—¢"%
fz(Z) =e?

El recorrido es el mismo que el de X, por lo cual Y ~ Exp(1)

11. Sea X ~ U(0,1). Encontrar como distribuye Z = v'X

De inmediato podemos ver que el recorrido es (0,1). Ahora realicemos la transformacion.

P(Z <z)=P(VX < z)
=P(X < 2%)

= Fx(#) /o
fz(z) = 2zfx(2°)
=2z
— 22271(1 _ Z)lfl
22711 - z)1-!
r@ra)
r2+1)
_ 2 1(1 Z)
BE1)

1-1

Z = VX ~ Beta(2,1)
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3.5 Ejercicios del capitulo

1. Sea X una variable aleatoria no negativa tal que /n(X) ~ N(0, 1).

(a) Pruebe que Fx(x) = ®(/n(x))
(b) Calcule P(X > 1)

(c) Pruebe que E(XK) = ek*/2
(d) Calcule E(X) y Var(X)

Solo hay que usar el que /n(X) ~ N(0,1)

(a)
Fx(x) = P(X <x)
= P(In(X) < In(x))
= ®(/n(x))
(b)

P(X>1)=1-P(X<1)
=1- P(In(X) < In(1))
=1-P(In(X) <0)
~1-9(0)

1
=1-5
1
T2

(c) Para esto llamemos Z = /n(X) de modo que Z ~ N(0,1). Ahora E(Xk) = E(e¥"(X)) =
E(e*4). Usamos la definicién de esperanza y formamos una normal.

oo —22/2

E(X"):E(ekz):/ ek=

d
oo V2T ‘

1 i 2
—z°/2+kz/2

= e dz
V2T /_oo

1 i ® 2/2+kz/2
:—e/_// e~Z/2Hkz/2q,
— 00

V2
_ 1 ek2/2 * e—z2/2+kz/2—k2/2dz
V2T SN
(oo}
_ ek2/2/ Le—(z—k)2/2dz
—oo V2T
_ K2

Notar en el ultimo paso estamos integrando una N(k,1) en todo su recorrido, por lo cual
es valor de la integral es 1.

(d) Solo hay que evaluar con k = 1,2 en lo anterior.
E(X)=e"/2=1
E(X?) = 2= e
Var(X)=¢e* -1
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2. Un escritor, en promedio, comete un error cada 500 palabras escritas, cominmente una pagina
contiene 300 palabras. ;Cuél es la probabilidad de que NO cometa mas de dos errores en cinco
péaginas?

Tenemos lo siguiente

e 1500 palabras en 5 paginas

e 1 error cada 500 paginas, osea p = ﬁ = 0.002

Nos interesa el numero de errores por paginas, es decir, el numero de éxitos (error) por pag-
ina, por lo cual es binomial. Sea X = numero de errores cometidos en 5 paginas, X ~
Bin(1500,0.002). Nos interesa la probabilidad de que a lo mas hayan 2 errores en cinco paginas.
Entonces

2 1500 x 1500—x
PX<2)=)_ . (0.002)%(1-0.002)
x=0

=0.423

3. APEX es una casa de cambios que presta el servicio de cambio de cheques en dolares (US$).
Se espera recibir 10 cheques por hora y la probabilidad de que un cheque no tenga fondos es de
0.1.

(a) ;Cual es la probabilidad que el segundo cheque sin fondos se reciba en a lo mas en la cuarta
recepcion?
(b) Si en una hora se recibe lo esperado ;Cual es la probabilidad de que se haya recepcionado
al menos dos cheques sin fondos en una hora?
Tenemos
e 10 cheques por hora
e probabilidad de que un cheque no tenga fondos es de 0.1

(a) Nos interesa la cantidad de ensayos para obtener el segundo éxito (Binomial Negativa),
es decir, nos interesa la cantidad de cheques a recibir para encontrar un segundo cheque
sin fondos. Sea X = numero de cheques a recibir hasta encontrar el segundo cheque sin
fondos, se tiene X ~ BinNeg(2,0.1). Se pide

PX<4)=Y_ (; - i) (0.1)(1 — 0.1)*~2
x=2

= 0.069

(b) Nos interesa que de 10 ensayos, al menos dos sean éxitos (binomial), es decir, que de los 10
cheques recibidos, al menos 2 no tengan fondos. Sea X = numero de cheques sin fondos,
se tiene X ~ Bin(10,0.01). Nos piden

P(X>2)=1-P(X <2)
=1-P(X=0)-P(X =1)
= 0.2639

4. Sea X la variable aleatoria que representa el rendimiento, en toneladas, por hectérea de trigo en
un gran terreno. Se sabe que X puede ser modelada mediante la siguiente funcién de densidad.

() = Z(X—l)(?:—x) 1<x<3

0 e.o.c
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Sea Y la ganancia (en millones de pesos) obtenida por la venta de una hectérea, de tal forma
que aquellas hectareas que tienen un rendimiento inferior a 1,2 toneladas, seran vendidas a
$1,5. Aquellas hectareas con un rendimiento entre 1,2 y 2,1 toneladas seran vendidas a $2,3 y
aquellas hectareas con un rendimiento superior a 2,1 toneladas seran vendidas a $3,0. Calcule
la ganancia esperada.

Podemos definir Y como

15 x<1.2
fly)=4¢23 12<x<21
3 x>21

Entonces
E(Y)=15P(Y =15)+23P(Y =2.3)+3P(Y =3)
=15P(X <1.2)4+23P(1.2< X <21)+43P(X2.1)

1.2 2.1 3
= 1.5-/ fx(x)dx +2.3- / fx(x)dx—|—3-/ fx(x)dx
1 1 2

2 1
= 2.5752

5. Sea X una variable aleatoria normal con media 1 y varianza 4, es decir, X ~ N(1,4). Pruebe
que P(—1 < X < 3) =29(1) — 1, donde ®(z) es la fda de Z ~ N(0, 1).

P(-1<X<3)=P(-1-1<X-1<3-1)

-1-1 X-1 3-1
(7 < F <A
=P(-1<Z<1)
=P(Z<1)—-P(Z<-1)
= &(1) - &(-1)
= ®(1) - (1 - &(1)
=2¢(1) -1

6. Sea X ~ Exp()\). Encuentre la distribucion de Y = [X] 4 1 y reconozca la distribucion.

Usamos la definicién de la funcién techo, de modo que

P(Y = k)

P(IX]+1=k)
([X1=k=1)
(k—1<X<(k—=1)+1)
(k—1< X < k)

k
/ Ae Mdx

e M(e*—1)

= e (e - 1):%

_ ek (1)
_ e (1)
ey (1-e)
=p M1 -p)

P
P
P
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Notamos que es una geométrica de parametro 1 —p =1 — e~>. Ahora calculemos la esperanza
usandol —p=1—e>

E(Y)=Y y(1—p)p "
y=1
=(1-p)Yy yp

Luego, la esperanza de Y es

EY) = 1=

. Sea X ~ N(u,o?). Encuentre la distribucién de Y = aX + b.

P(Y <y)=P(aX+b<y)

_P<X§y_b>
a

Fy(y) = Fx <y —~ b)

a

1 y—b
hly) =& < p >

I S A SN s
a/2mo?

R R A (I s
V2mo232

_ 1 w6y
V2 (oa)?

Luego, Y = aX + b ~ N(u + b, a%0?)
. Encuentre la moda de X, si X ~ N(u,1).

Recordamos que la moda es un valor de X que maximiza la fdp fx(x)(o px(x)). Entonces nos
interesa encontrar el maximo.

1

Fix) = o~ (x—m)*/2
(x) P
1 2
Fl(x) = —(x — p)——=e 7H)/2
() =~ W)=
1 2
x — ) e~ (x=n)?/2
X e 0
(x —n) e
—(x—p)=0
X =



La moda de una N(u,1) es .

9. Considere la variable aleatoria, discreta, X con funcion de distribucion acumulada Fx(x) dada
por

0 x < =2

01 -2<x<-1
03 —-1<x<0
05 0<x«1
07 1<x<?2

1 x>2

Defina Y = X2 + 1. Encuentre Fy(y).

Calculemos primero P(X = x).

Podemos hacer la siguiente tabla

Fx(x) 010305071
P(X=x)|01]02]02]02]|03

Encontremos el recorrido de Y
x€{-22} = Y=(-22+1=224+1=5
x=0=Y=0+1=1
xe{-11} = Y=(-102+1=12+1=2
De modo que Rec(Y) = {1,2,5}. Ahora encontremos las probabilidades
P(Y =1) = P(X =0) = 0.2

P(Y =2)=P(X=-1)+P(X =1)
P(Y =5) = P(X = -2)+ P(X =2)

0.
0.

~

Haciendo los respectivos céalculos, se llega a que

0 y<l1
02 1<y<?2
06 2<y<h5h
1 y>5

Fy(y) =

10. Calcule el n—esimo momento no centrado de una Gamma(a, B).

&S] a—1pa,—xB
E(X") :/ x”$dx
0

M(a)
_ r?:) /0 % a1 gmx g
- r/?:) /0 x(@ )1~ 173
- r’?:)r(a ) g
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11. El 84.13% de los arboles de un tipo tienen un didmetro a la altura del pecho (DAP) inferior
a 11.6 pulg. Suponga que el DAP de este tipo de arbol es una variable aleatoria normalmente
distribuida con ¢ = 2.8 pulg. Una cuadrilla avisaré al capataz cuando encuentre 3 arboles cuyo
diametro a la altura del pencho sea inferior a 6 pulg. Calcule la probabilidad de que la cuadrilla
avise al capataz cuando mida el quinto arbol.

Tenemos

e 0.8413 tienen DAP inferior a 11.6 pulg ( Dap < 11.6)
e DAP ~ N(u,2.8?)

e La cuadrilla avisara al capataz cuando encuentre 3 arboles cuyo DAP sea inferior a 6 pulg.
(DAP < 6)

Sea X = DAP. Para calcular la probabilidad pedida necesitamos P(X < 6), pero X ~ N(u,2.8%),
nos falta encontrar p, pero por enunciado sabemos que P(X < 11.6) = 0.8413, entonces podemos
encontrar la media de la siguiente manera

P(X < 11.6) = 0.8413
P(X —pu<116 —p) =

X — 11.6 —
(1 <)

2.8 2.8
116 — p
P (Z < 2_8> =0.8413

Buscando en la tabla de la normal estandar, se tiene que P(Z < 1) = 0.8413, por lo cual

116 —pn

= 0.8413
2.8

u=28.8

Ahora si tenemos que X ~ N(8.8,2.82). Calculamos P(X < 6).

P(X<6):P<z<68'8>

2.8
=P(Z<-1)
=&(-1)
=1-®(1)
=0.1587

Finalmente nos piden la probabilidad de que la cuadrilla avise al capataz cuando mida el
quinto arbol. Nos interesa el numero de ensayos necesarios hasta tener 3 éxitos, es decir,
numero de arboles necesarios hasta encontrar 3 con el didmetro especificado, por lo cual Y ~
BinNeg(3,0.158). Y nos piden

5-1

P(Y =5) = <3 B 1) (0.158)%*(1 — 0.158)°>> = 0.0169

12. La proporcién de tiempo Y en la que un robot industrial esta en operacién durante una semana
de 40 horas es una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad

2y 0<y<1

fly) = {0 e.o.c

Con la informacion entregada responda lo siguiente:

(a) Encuentre E(Y) y Var(Y).
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(b) Para el robot motivo de estudio, la utilidad X para una semana estd dada por X =
200Y — 60. Encuentre E(X) y Var(X).

(c) ;Cuél es la utilidad minima semanal del 20% de las mayores utilidades?.

(a) Calculamos lo necesario

1 22
Var(Y)= - A

5
1
18
(b) Esto lo podemos hacer de dos formas diferentes, una es usar la definicion de esperanza y

varianza, y otra es encontrar la fdp de X, procederemos mediante esta ultima, ya que en
la siguiente pregunta necesitamos esto. Entonces

P(X < x) = P(200Y — 60 < x)

_p Y§X+6O
200

x + 60
FX(X)ZFY( 200 )

1 x 4 60
fe(x) = ——f
x() = 550 Y( 200 >

7i_2_ x + 60
~ 200 200

1 /x+60
fe(x) = ——
x(x) 200( 100 )

Ahora el recorrido

y=0 = X =200-0—60=—60
y=1= X=200-1—-60=140

De modo que Rec(Y) = [—60, 140]. Entonces la fdp de X es

x + 60
60 < x < 140
fic(x) = { 20000 =X=
0 e.o.c

Ahora calculamos lo pedido.

140
x + 60
E(X) = d
%) /_60X20000 x

_ 0
3
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13.

14.

140
E(X2):/ X2X+6de
_eo 20000

= 7600

2202

Var(X) = 7600 — 32

20000

9

(c) La utilidad minima semanal del 20% de las mayores utilidades corresponde a

140
/‘ X460 02
P

20000
2
p 3p
— — = 40.71=
40000 1000+07 0

De acéa se tiene p; ~ —238.885 y p, = 118.885. Notamos que p; no esta en el recorrido de
X, por lo cual la utilidad minima semanal del 20% de las mayores utilidades es de 118.885.

Diversos estudios muestran que los alumnos que rinden la PDT (ex PSU) la desarrollan en forma
lineal, donde el tiempo utilizado en cada pregunta se comporta como una variable aleatoria Log-
Normal. Suponga que el tiempo medio asignado a cada una de las 10 preguntas de probabilidad
y estadistica es de 4 min con una desviacion estandar de 2 min. Determine la probabilidad que
a lo mas en dos de ellas el tiempo utilizado sea superior a 4 min. Asuma que cada pregunta se
responde de manera independiente.

Recordamos que si T ~ LogNormal(X, ¢2), entonces E(T) = e*¢"/2 y Var(T) = (e¢" —1)(e® +
¢?). Por enunciado tenemos que

Resolviendo
/2 _ g

(e —1)(e? +¢2) = 22

Se tiene A = 1.0397 y ¢2 ~ 0.693. Ahora analicemos porque necesitabamos esto. Nos piden que
a lo mas en 2 preguntas el tiempo se utilizado sea superior a 4 minutos, es decir, que de 10
preguntas, en 2 se ocupen mas de 4 minutos. Podemos intuir que es una binomial, pues queremos
éxitos dentro de 10 ensayos, con p = P(T > 4). Calculando se tiene que p = P(T > 4) = 0.4066.
Ahora, sea X = numero de preguntas en que el tiempo utilizado en estas es superior a 4 minutos,
se tiene que X ~ Bin(10,0.4066). Nos piden P(X < 2), entonces

PX<2)=1-P(X <2

—1_ Z (1X0> (0.4066)* (1 — 0.4066)1°>

x=0
= 0.1568

Usted bien sabe que por estos dias las Bolsas de Valores estdn muy volatiles. Es muy dificil
predecir si el indice correspondiente del valor de las acciones va a subir o bajar. Asuma que la
probabilidad de que en un dia determinado cualquiera suba el indice es 7. Se asume (parece
ser cierto por estos dias) que los sucesos asociados al precio de las acciones en dias diferentes
son independientes.
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(a) ;Que distribucién sigue la variable aleatoria X = Numero de dias habiles en que el indice
sube en un mes (de 22 dias habiles)?

(b) Casi todos los dias estan “a la baja”. Por ello, usted espera con ansias un dia en que
el indice accionario suba. Justificando su planteamiento, ;Que distribuciéon seguiria la
variable aleatoria Y =Numero de dias de espera hasta que sube el indice? Siempre con
7 =0, 25, determine la probabilidad de que haya al menos 3 dias.

(c) La gente corre apresuradamente para llegar a comprar acciones y se ha detectado que
el tiempo que se usa en trasladarse a la Bolsa es Normal con media de 24,6 minutos y
desviacién estandar de 6 minutos. ;Que valor de tiempo de traslado produce que solo el
20% de las personas demoren menos que dicho tiempo?

Tenemos

e Probabilidad de que en un dia determinado suba el indice =

(a) Nos interesa el numero de éxitos dentro de 22 ensayos (Binomial), es decir, nos interesa
el numero de dias en que el indice suba durante un periodo de 22 dias. Entonces X ~
Bin(22, )

(b) Nos interesa el numero de ensayos hasta obtener el primer éxito (Geométrica), es decir, nos
interesa el numero de dias a esperar hasta que suba el indice. Entonces X ~ Geo(0.25).
Nos piden

P(X <3)=1-P(X < 3)
=1-P(X=0)—P(X=1)—P(X=2)
— 0.5625

(c) Sea X = el tiempo que se usa en trasladarse a la bolsa, entonces X ~ N(24.6,62). Nos
piden t tal que

P(X <t)=0.2
P(X —246 <t—246)=

p X—24.6< t—246)
6 6 n

P<Z< t—624.6> _

t—24.6
o(——) =02
(")

t—24.6
6

=071(0.2)
t=6b1(0.2) +24.6
Despejando se tiene t = 19.56.

15. Considere la variable aleatoria, discreta, X con funciéon de distribucion acumulada Fx(x) dada
por

0 x < =2
01 —-2<x<-1
03 —-1<x<0

Fx(x) =

x0)=905 0<x<1
07 1<x<?
1 x> 2

Defina Y = X2 + 1. Encuentre Fy(y).
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Calculemos primero P(X = x).

Podemos hacer la siguiente tabla

Fx(x) 01103050711
P(X=x)|01[02]02]|02]0.3

Encontremos el recorrido de Y

x€{-22} = Y=(-22+1=224+1=5
x=0=Y=0+1=1
xe{-1,1} = Y=(-1) +1=1*+1=2

De modo que Rec(Y) = {1,2,5}. Ahora encontremos las probabilidades

1) = P(X =0)=0.2
P(Y=2)=P(X=-1)+P(X=1)=04
5)=P(X =-2)+P(X=2)=04

Haciendo los respectivos calculos, se llega a que

0 y<l1
02 1<y<?2
06 2<y<b5h
1 y>5

Fy(y) =

. Encuentre el valor de ¢ tal que minimiza la expresion E[(X — c)?], esto es, demostrar

min E[(X — c)’] = E[(X — E(X))’]

Sea g(c) = E[(X — ¢)?]. Entonces

g(c) =E[(X —c)’]
= E[X? - 2Xc + ?]
g(c) = E(X?) — 2cE(X) + ¢?
g'(c) = —2E(X) + 2¢
Igualamos a 0

2c —2E(X) =0
c=E(X)
corroboramos que es un minimo
g'(c)=2>0

Luego, g(c) tiene un minimo en ¢ = E(X), por lo cual ¢ = E(X) es el argumento que minimiza
la expresion, teniéndose asi que el minimo es E[(X — E(X))?].
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17. Demuestre que una N(u, 0?) efectivamente integra 1 en todo su recorrido.

Para esto vamos a usar polares.

Primero realicemos el cambio de variable x = x — p = dx = dx

(x—n)?

I—/ e 22 dx
—00 27TU2
I - ! £ d I
= e 202 dx
/ﬂx) V2mo? /

Luego,

° 1 (x—n)?
/ ——e 22 dx=1

—o0 V2ma?

18. Calcule el n—esimo momento centrado en y, de una N(u, o2).

Si empezamos a calcular los momentos de manera directa, notaremos algo particular, que la
funcién a integrar resulta par e impar, por lo cual hay que separar los dos casos, ;Por qué? note
lo siguiente
2n+1 oo 1 2041 —(x—p)?/2
E(X —p)™ = [ —==(x—p)*"" e 0#) 2dx
—00 V2702
Ahora consideremos el cambio de variable x = (x — u) = dx = dx. Los limites se quedan
iguales. Entonces

B[(x — ufr = [

* 1

(X _ #)2n+le—(x—p,)2/2a2 dx

8
ﬂ
3
q’\)

2 252
X2n+1e X /2dX+ X2n+le x* /20 dx

(o)
—o0 V2mo? /0 V2mo?
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Ahora para la integral de la izquierda consideremos el cambio de variable x = —x = dx = —dx,
de modo que se tiene

0 &)

1 2n+1 = (—x)* /20 / 1 om0

= — —X n e x 7 dX + —FX n e x dX
/oo v 27r02( ) 0 V2mo?

*© 1 25 2 ° 1 25 2
—1 2n+1 X2n+le—x /20 dx +/ X2n+le—x /20 dx
/o (=1) V2mo? 0 V2mo?

202
X2n+167X /20 dx

/oo 1 2n+1 7Xz/202d n /‘00 1
— ——x*"le % —_—
0 V2mo? 0 V2mo?

*© 1 241 _—x2 /20> /oo 1 241 _—x /202
—x""T e /% dx — ——x"T e /% dx
/o V2mo? 0 V2mo?

Entonces

= E[(X — p)"*] =0

Ahora los momentos pares

* 1

E[(X — p)*"] = / Wore: 2(X - u)z”e_(x_“)2/2“2dx
—00 ™o

Hacemos x = x — u = dx = dx
® 1 2 222
:/ = x2ne X /20 gk

—00 271'0'2

2 oo 2n —x%/20° d
= Xe X
V22 Jo

1
Ahora hacemos x = x1/2 = dx = Ex_l/zdx
2 1 /oo —x/20% —1/2
= — x"e /%% x dx
V2ma22 Jo

1 « -1/2 ,—x/20°
= x" e /% dx
V2mo? /o

1 o 2

_ (n—1/2+41)—1 ,—x/20

= X e dx
2mwo? /o

Lt 1/2) 022

V2mo?

- 27;"r(n+ 1/2)

Luego, los momentos centrados en u de una N(u, o?) son

0 n es impar
E[(X —u)"] = { 270"
i3

M(n+1/2) nespar

*Lo anterior asumiendo n € N

19. Intente generalizar el ejercicio (7)), es decir, si fx(x) = f(x — p) determine Z = X — p , lo mismo
X —

si fx(x) = M (Ax) determine Z = AX, y mas aun, si fx(x) = 1f (%) determine Z = il
o

o ix(x)=Ff(x—p),Z=X—-pu
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20.

21.

p(Z<z)=P(X—p<2)
= Fx(z+u)
Fz(z) = Fx(z + 1)
fz(z) = fx(z + n)
=fx(z+p—p)
fx(z)

fz(Z)

Se deja como ejercicio para el lector hacer las demostraciones de las otras dos transformaciones.
Ademas queda como propuesto reflexionar sobre la interpretacion de lo anterior.

Considere la densidad definida como

1
— l<x<o
X

Calcule P([X] = k) para k =1,2, .... Donde
y=[x={y:y€ZAxeRAy <x<y+1}

Esto simplemente lo podemos hacer ocupando la definicién anterior. Entonces

Entonces

1
PY=k)= 5 k=123

Sea X ~ U(0,1). Encuentre la fdp de Y = 4X(1 — X).

Note que no podemos despejar directamente Y, pues

y =4x(1 —x)
4x> —4x+y =0

para despejar usamos la ecuacién cuadratica

4x* —4x+y =0

4+ ./16 — 16y
X =—
8
X_l:l:\/l—y
=0

entonces tenemos dos inversas

gl = Y 21_y
&) = 1-vi-y

2

Por lo cual hay que aplicar . Como tenemos X ~ U(0, 1), no hay que evaluar en fx(x), pues
fx(x)=1-I(0 < x < 1).
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Entonces

f(y)=| LIEViZyy jd =V
dy 2 dy 2
=
CaVT=y| lavi—y
1 1
= +
4/1—y  4/1—y
1

21—y
Ahora encontremos el recorrido de Y. Recordando que X € (0, 1), tenemos

0<x<1

141
0< =<1

0<l+y/1-y<2
“1<+y/1-y<1

0<1—y<1?

O<yxl1

Luego, Y € (0,1). Entonces la fdp es

1

— O<y<l1
fr(y) =4 2vli-vy

0 e.o.c

22. Sea X una v.a con fdp dada por
2(x+1)
-l<x<2

F(x) = 9 X

0 e.o.c

Encuentre la fdp de Y = X2.

Note que este ejercicio es bien particular, pues tenemos que la transformacion no es inyectiva en
(—1,2), pues es una cuadratica. En base a esto, primero notar que en los siguientes intervalos
la transformacion mapea de la misma manera

sixe(-1,0) = ye(0,1)
sixe(0,1) = ye(0,1)
Mientras que para la otra parte del recorrido si es inyectiva

sixe(1,2) = ye(l,4)

Para encontrar la fdp de Y, la manera mas sencilla es separar convenientemente la fdp de X y
trabajar caso a caso.

Note que podemos escribir la fdp de X como

M —1<X<O
9

2(x+1)

— 0<x<1

fc(x) = 9 =X

M 1<X<2
9 <

0 e.o.c
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Como en (—1,0) y (0,1) la transformaciéon Y = X2 mapea a (0,1), tenemos que sumar las
inversas y aplicar la formula (26). Entonces

tenemos dos inversas

six>0 = g '(y) =y
-y

six<0 = g l(y) =
Entonces si y € (0, 1) tenemos

w0 = 7| G | ] T

1 2(ﬁ+1)+ 1 2(/y+1)
BN 20y 9
2

Ty

como en x € (1,2) es inyectiva, y positiva, nos quedamos con g; *(y) en este intervalo. De modo
quesiy € (1,4)

W) = vy

il
-t

Finalmente tenemos

2
— O<y<x1
9y

9.y -

0 e.o.c

y<4

23. En un Banco saben que el tiempo que demora un ejecutivo en atender a los clientes presenta
una distribuciéon de probabilidad aproximadamente Normal con media 15 minutos y desviacion
estandar 5 minutos.

(a) Determine la probabilidad de que un cliente demore menos de 20 minutos.

(b) ¢Cual seria el valor de la media si el Banco deseara lograr que en general, de cada 100
clientes atendidos, 95 demoraran menos de 20 minutos? (Asuma que la desviacion estandar
no cambia)

(c) Ahora observamos clientes hasta que uno de ellos demore menos de 20 minutos en ser
atendido. ;Que numero de clientes Ud. esperaria atender hasta encontrar uno con atenciéon
menor a 20 minutos?, jcual es la desviacién estandar?

(a) Definamos X : tiempo que demora un ejecutivo en atender a los clientes , entonces X ~
N(15,5). Nos piden P(X < 20), entonces

P(X<20):P<

X—15<20—15
5 5

= (1)
= 0.8413
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(b) Queremos P(X < 20) = 95/100, entonces
P(X < 20) = 0.95

P(X_“ < 20_“) — 0095

5 5
2 —
d>< 0 “) ~0.95
5
20 -
: E — 71(0.95)
1 =20— 51644854
= 11.77573

(c) Queremos ver el numero de ensayos hasta obtener el primer éxito, con probabilidad de
éxito 0.8413. Entonces X ~ Geo(0.8413). Nos piden ux y ox.

px = E(X) = 5o = 1188637

1-0.841
ox = +/Var(X) = ./% = 0.4735192

24. Sea X ~ U[0,1]. Defina Y = min{X, 1/2}. Encuentre Fy(y) y calcule su esperanza.

El minimo se comporta segiin X. Como X es uniforme entre 0 y 1, entonces Rec(X) = [0, 1].
El minimo se basa en ir viendo cual de los dos valores es mas pequeno, y quedarse con ese, en
este caso, para x € [0,1/2], nos quedamos con X, mientras que para x > 1/2, nos quedamos
con 1/2. Esto se puede escribir como

fx o<Xx<1)2
)12 12<Xx<1

Ahora considere la funcion

B _x 0<x<1/2
y=eX =315 (>1p

podemos graficarla

0.5

-0.5 0 0.5 1

entonces note que y € [0,1/2]. El procedimiento a seguir en este tipo de variables, debemos ir
cuidadosamente tomando los intervalos necesarios, dependiendo de como se comporta Y.

e Siy<1/2

Fr(y)=P(Y <y)
=PY<0)+POL<Y<y)
=04+ P0< X <y)
=PO0<X<y)
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e Si y < 0 claramente vale 0
e Si y < 1/2 claramente vale 1, pues estariamos abarcando todo el recorrido, aun asi es
posible chequear esto, notando que en y = 1/2 es un valor puntual de masa.

P(Y <1/2) = P(Y < 1/2)+ P(Y =1/2)

1
=§+P(1/2<X<1)
1,1
22
=1
De modo que
0 y<a0
Fr(y)=qy 0<y<1/2
1 y>1/2

Para la esperanza debemos calcular P(X = 1/2).
P(X =1/2) = Fx(1/2) = Fx(1/27)
=1-1/2
=1/2
Entonces

1/2

E(Y) = y-ldy+%P(Y:1/2)

-Mooh

25. Sea X ~ Exp(2). Defina

y_ X X<
S lo Xx>1/2

Encuentre Fy(y).

En general el procedimiento es el mismo para este tipo de variables aleatorias. Podemos graficar
la funcion al igual que antes

05

-05 0 05 1 15
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Tenemos que y € [0,1)

e y < 0 claramente vale 0
o y<l1
Note que si y < 1 entonces puede ser ambas funciones, por lo cual

Fr(y)

P(Y<y)

(Y<0)+PO<Y<y)
0<Y <y)
(
(X
(X

Y_O)+P(O<Y<y)
>1/
1/

)+ P(0<2X <y)

P
P
P
P 2

P 2)+P(0< X <y/2)

>
1/2
=1-P(X<1/2) +/ 2e *dx
0
=1-(1- e—2-1/2) 11 _e
=1l+el—e”
e y > 1 claramente vale 1
Finalmente se tiene
0 y <0

Fr(y)=<R1+el—e” 0<y<1
1 y>1

26. Sea X ~ N(u,0?). Encuentre la acumulada de Y = min{0, X}

En este caso Y se escribe como

0 X<O0
Y =
X X>0

La grafica es

0:5

con y € [0, —c0). Notando que solo solo se debe analizar y < 0, se tiene que

Frly) = ¢(y;,1,> y<0

1 y>1
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27. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad dada por

) = {1—|x| x| <1

0 e.o.c

Determine Fy(y), donde Y = max{0, X}.

Primero arreglemos la fdp de X. Tomando en cuenta los valores absolutos ahora nos queda

1+x —-1<x<0
fx(x)=<¢1—-x 0<x<1
0 e.o.c
Sabemos que Y se comporta de la forma que si X toma valores negativos, entonces en tal parte

vale 0, y si toma valores positivos, entonces en tal parte vale X. La variable original X toma
valores entre —1 y 1, por lo cual Y es de la forma

v _ 0 -1<X<0
)X 0<X<o0

Podemos graficar

05

-0:5

y podemos proceder igual que en los ejercicios anteriores.
e y<O0
Para este valor se tiene que Fy(0) = P(Y <0)=0

o y<l1
Para esto se tiene

Fe(y)=P(Y <y)
=P(Y <0)+P(Y =0)+PO<Y <y)

0
=o+/ 1+ xdx+ PO <Y < y)
—1

1
:0+§+P(O<X<y)

1 %
2Ty
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e y > 1, Como es la acumulada, es claro que Fy(y) = 1.
Finalmente se tiene que la acumulada corresponde a
0 y <0
%
2

1
) =45+r 0<y<1
1 y>1
28. Sea X ~ U[2,7]. Defina

3 X<3
Y=¢X 3<X<5
5 X>5
Encuentre Fy(y), calcule P(Y = 3), P(Y =5) y calcule E(Y).

Lo mismo que antes. La grafica es

6

con y € [3,5].

Siy <5
P(Y<y)=P(Y <0)+P(Y=3)+PB<Y<y)
=0+P(X<3)+PB<X<y)

3
1 v o1
- d d
/27—2 X+/3 729

_y=2
5
Entonces la acumulada es
0 y <3
-2
Fr(y)={%5~ 3<y<5
1 y>5
Podemos visualizar la acumulada en la figura . En base a esta es facil calcular y obtener
que
1
PlY =3)=-
(v =3)=;
2
PlY=5)=-
(v=5)=1
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Fyy)

Figure 10: Fy(y) - Ejercicio 28

Podemos derivar para obtener la fdp en la parte continua de modo que

_ ) 3<yss

f(y)

O Ul

e.o.c
Calculamos la esperanza

E(Y) /3 %dy +3P(Y =3) +5P(Y =5)
21

5
29. Considere X ~ Exp(1). Defina la v.a

X X<1
il A
Y >
Encuentre la fdp de Y.
Podemos usar probabilidades totales. Entonces
1
A = (Y <yl =X0P0 =X) 4P (Y <y = ) P (v = %)
X< ypix < +P( y)P(; y
=Fx(y)1—-e)+P < P(X >1)

=Fx(y)1—e )+ P(X>1/y)e

= Fx(y)(1—e ) + (1 — Fx(1/y))e"
) =(-e)a-e - et /o
P =M e )b e e

y2
Finalmente

Se sugiere que el lector reflexione en torno a por que se utilizo este procedimiento en particular
y no se procedi6é como en los ejercicios anteriores
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30. Sea X ~ U(—1,2). Defina la v.a Y =|X]. Calcule E(Y) de manera directa e indirecta.

31.

La manera directa

E(Y) = E(X])

2
:/ |x] fx (x)dx
-1

0 1
1 1
fxfder/ x=dx
1 3 o 3

I
oo~

La manera indirecta es encontrando fy (y). Para esto, note que X € (—1, 2), teniendo el problema
de que y = g(x) =|x| mapea dos veces al mismo intervalo, pues

x € (~1,0) =y € (0,1)
x€(0,1) =ye€(0,1)

mientras que para y € (1,2) no hay problema. Entonces en el caso anterior tenemos dos inversas

gaily)=—y
&)=y

Entonces para y € (0, 1) tenemos

f(y) =[-1]  fx(=y) + 1 fx(~y)

_2
3
para y € (1,2) tenemos
1
fr(y) = 3
entonces
2
= €(0,1
; ye(.1)
f(y) = % y€[1,2)
0 e.o.c

calculamos la esperanza

1 2 4
E(Y :/ yfdy—i-/ y=dy
(Y) 3 3

| ol

Sea X ~ N(1,2). Calcule P(X? > 1) y encuentre como distribuye Y = 2X + 1 mediante
generadora de momentos.

P(X? > 1) = P(X| >1)
=1-P(X|<1)
=1-P(-1<X<1)

) o)
=1-®(0) - &(-1)
= 0.3413447
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32.

33.

34.

Para la generadora de momentos tenemos

My (t) = Maox1(t)
= eth(2t)

2(2t)2
— et ezt+ =L

= e3t+%
Esta ultima corresponde a la generadora de momentos de una N(3, 8).

Demuestre que si X ~ Fx(x) continua, entonces la v.a Y = Fx(X) sigue una uniforme continua
en 0, 1.

Veamos

derivando tenemos
y)=1 0<y<l1

Esto nos dice que si queremos encontrar una transformacion h(Y), con Y ~ U(0, 1) para llegar
a Fx(x), entonces debemos resolver para X de la siguiente manera

Fx(X) =y

Sea Y ~ U(0, 1). Encuentre una funcion h(Y) tal que X = h(Y) ~ Exp(}).

Podemos aplicar lo demostrado anteriormente, pues sabemos que la acumulada de una expo-
nencial es Fy(w) = 1 — e~*". Entonces

1— e—)\X

=Yy
1—y=eX
In(1—y)
= X=—-——7
A
luego, se tiene que
In(1-Y
X = h(Y) = _¥ ~ Exp(1)

Repita lo anterior pero ahora buscando h(Y) ~ Cauchy(0, 1)

La acumulada de una Cauchy(0,1) es
1
Fw(w) = —arctan(w) +1/2
7r
entonces
1
y = —arctan(X) +1/2
s

™ <y - ;) = arctan(X)

= x=an(x(v-3))
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35. Sean p y m la media y mediana, respectivamente, de una variable aleatoria X. Pruebe que:
(a) minE[(X - )?] = E[(X - u)?]
ceR
(b) minE{X — c|} = E{X — m|}
ceR

(a) Sea g(x) =E[(X — c)?]. Entonces
g(c) =E[(X - ¢)?]
=E[X? - 2Xc + 7
g(c) = E(X?) — 2cE(X) + 2
g'(c) = —2E(X) + 2c

Igualamos a 0

2c — 2E(X) =0
c=E(X)
corroboramos que es un minimo
g'(c)=2>0

Luego, g(c) tiene un minimo en ¢ = E(X), por lo cual ¢ = E(X) es el argumento que
minimiza la expresion, teniéndose asi que el minimo es E[(X — E(X))?].

(b) Sin perdida de generalidad demostremos esto en el caso continuo.

h(c) = B(X — c])
:/ |x — ¢l fx(x)dx

—0o0

= /C —(x — ) fx(x)dx + /COO(X — ¢)fx(x)dx

—0o0

Derivamos en ambos lados y aplicamos la regla de Leibniz

h’(c):/c fx(x)dx—/coo e (x)dx

igualamos a 0

P(X<c)=P(X >c)
P(X<c)=1-P(X <)
2P(X <c)=1
P(X<c)=1)2

pero esta ultima es la definicién de la mediana . Lo que prueba que
miﬂg E{X —c|} = E{X — m|}
ce

36. Sea Z = X2 con X ~ N(0, 1), encuentre como distribuye Z.

P(Y <y) = P(X2<y)
— P(X| < v9)
= P(-Vy <X < V)
— Fx(v) — Fx(—¥)
frly) = zfﬁfx(m + Q%fx(—m



37.

38.

1 ef(\/y/)z/2 ]_ ef(f\/y)z/2
= +

2y 2w 2,y or

1 e Y/2 1 e Y/
= +

2,y V21 2y V2«

_ 76_}//2

01/2-1

- e Y/2
21/21(1/2)

El recorrido en este caso es y > 0, pues x € (—00, o). Entonces
91/2-1

— -y/2 0
UENCY) M

v (y)

Donde se tiene que

Zn~ Xé) (28)

Recordar que (1/2) = /7

Diversos estudios muestran que los alumnos que rinden la PDT (ex PSU) la desarrollan en forma
lineal, donde el tiempo utilizado en cada pregunta se comporta como una variable aleatoria Log-
Normal. Suponga que el tiempo medio asignado a cada una de las 10 preguntas de probabilidad
y estadistica es de 4 min con una desviacion estandar de 2 min. Determine la probabilidad que
a lo mas en dos de ellas el tiempo utilizado sea superior a 4 min. Asuma que cada pregunta se
responde de manera independiente.

Recordamos que si T ~ LogNormal(}, ¢?), entonces E(T) = A2y Var(T) = (eCz —1)(e? +
¢?). Por enunciado tenemos que

Resolviendo

/2 g
(e —1)(e* +¢°) = 27

Se tiene A & 1.0397 y ¢? ~ 0.693. Ahora analicemos porque necesitdbamos esto. Nos piden que
a lo mas en 2 preguntas el tiempo se utilizado sea superior a 4 minutos, es decir, que de 10
preguntas, en 2 se ocupen mas de 4 minutos. Podemos intuir que es una binomial, pues queremos
éxitos dentro de 10 ensayos, con p = P(T > 4). Calculando se tiene que p = P(T > 4) = 0.4066.
Ahora, sea X = numero de preguntas en que el tiempo utilizado en estas es superior a 4 minutos,
se tiene que X ~ Bin(10,0.4066). Nos piden P(X < 2), entonces

P(X<2)=1-P(X <2)

1

—1-3 <1X0> (0.4066) (1 — 0.4066)0—

x=0
= 0.1568

Se lanza una moneda hasta que aparece una cara, cudl es la funcion de probabilidad del ntmero
de tiradas ? Calcule E(X) y Var(X)
Se tiene que X ~ Geo(1/2), por lo cual px(x) = 1/2(1/2)*"!, x = 1,2,.... Teniendo asi

E(X) = 1/(1/2) y Var(X) = 17742
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1
39. Considere una va X con valores en {1,2,.....} y p(k) = P(X = k) = > » bara k=12,..
Calcule P(X sea par); P(X > 5), P(X sea divisible por 3), e indique una mediana.

para esto se debe cumplir 7 entonces

P(sz)zzi

Imponemos la condicién

Ahora
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Imponemos la condicion

N

3 o 3"_‘
v
N —

(A\VARAYS
— N
3

entonces m = 1, 2 son medianas.

40. Sea X una v.a.c con fdp dada por:

3x2 —1<x<0
Fx(x) = 0 e.o.c

Sea —1 < b<0.

(a) Calcule P(X > b|X < b/2).

(b) Encuentre b tal que P(X > b|X < b/2) = 1/9.

(c) Obtenga y grafique la funcion de distribucion Fx(x).

(d) Obtenga E(X) y Var(X)

(a)

P(X >bnNX < b/2)
P(X < b/2)

_ P(b< X <b/2)

 P(X < b/2)

272 3x2dx

fff 3x2dx
_ T
b3 +38

P(X > b|X < b/2) =

(b) Usamos lo calculado previamente
e 1
b*+8 9
b=—1/2

FX(X):/ 3uPdu
-1
=x3+1

la grafica es

Fylx)

0:5
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0
E(X) = / 3x3dx
~1
_ 3
4
para la varianza necesitamos el segundo momento
0
E(X?) = / 3x°dx
-1
-1

entonces

T 16
41. Para medir la velocidad del aire, se usa un tubo (conocido como el tubo estatico de Pilot) que

1
permite medir la diferencia de presion. Esta diferencia de presion esta dada por P = Edvz,

donde d es la densidad del aire y V es la velocidad del viento (kph) una va con fdp dada por:

1
— 10<v<20
fi/(v) =1 10 Y
0 eoc
(a) Encuentre la fdp de P
(b) Calcule Var(P)
(a)
P(P<p)=P (;dv2 < p>
—p (v2 < 2pd)
_p (v < \/2pd)
= Fv(v/2pd)
fp(p) = d fv(v/2pd)
1 d 1
fo(p) = = ——. =d10° ~d20°
P(P) =15 J2pd’ SPs3
(b) Notemos que
1
— 10<v<20 10<v <20
f(v)=410 S f(v)={20-10 Y
0 eoc 0 e.o.c

Se tiene que V ~ U(10, 20).Entonces
Var(P) = Var <;dv2>
= id2Var(V2)
22
= JP(E(WVY) — E(vP)

17000 ,
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2 e AN
E(X) = Zox ”
o0
AX
S5
- € XZ:O Xx(x —1)!
= e,)\ S >\X
= (x=1)
o0
)\X-‘rl
-2
=e
; ((x+1)—=1)!
oo )\X
E5Y
=e e
calculemos el segundo momento
© =Xy x
2 €7
E(X?) = XZ:OX "
N = (-1
el e—>\>\><+1

Il
d
X
4
Nav!

x

reemplazamos todo

donde claramente se tiene E(X) = Var(X).
43. Sea X ~ N(0,1). Defina la v.a Y =|X].

(a) Encuentre la fda, la fdp y la fgm de Y
(b) Calcule E(Y) y Var(Y).

)
c¢) Muestre que E(X?*) = E(Y?K) para todo k > 1
a)

(
(

P(Y <y)=P(X[ <y

~



= Fx(y) — Fx(~y)
fr(y) = fx(y) + fx(~y)
B e V2 o= (-y))2

+
V2 V2m
2e—Y’/2
V2T
El recorrido es Rec(Y) = (0, 00). Entonces
2
e~ Y /2
frly) = o V>0

a esta distribucién se le conoce como Half — Normal.

La acumulada simplemente la podemos expresar como una integral

F Y 2e=u"/2 d
= u
Y () /0 —

Calculemos la fgm

M = ty2e YZ/zd
t e
Y( ) /o V2T Y

00 9o—y?/2Hty+5 -5
= d
/0 V2T Y
00 o=y /2+ty—Y
Y
0 vV 2m
) —1(y?—2ty+1t?)
_ B / e Ty
0 V2
1oy,

_1 2
:etz/z/oo 2e—3(y—t) dy
0
1

e

2t22/°oe Hy—1)

= cze

0
2et/2/ooe 2y

t
—=2e"2P(X > —t), X~ N(0,1)
= 2e'/2(1 — &(—1))
= 2! 2(t)
Calcular la esperanza, varianza y momentos queda como propuesto para el lector.

44. Nuevamente considere X ~ N(0,1). Defina la siguiente v.a

1 X>0
Y:
0 X<0

Calcule la fgm y E(Y).

My (t) = e*P(Y = 1) + e°P(Y = 0)
=e'P(X >0)+ P(X <0)

1
—2(e +1)
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E(Y)=1-P(X>0)+0-P(X <0)
=1/2

45. Sea X ~ Cauchy(0,1). Encuentre la distribucion de las siguientes transformaciones

(a) Y =1/X
(b) Y =[X]
(©) Y=

(a) Primero encontremos el recorrido. Sabemos que Rec(X) = R. Entonces

im —=0
x—+oo X

el punto problemaético es en x = 0, entonces

1
lim — =00
x—0t X
1
lim — = -0
x—0— X

entonces Rec(Y) =R. Ahora aplicamos lo de siempre

P(Y <y)=P(1/X <y)
=P(l/y < X)
=P(X>1/y)
=1-P(X<1/y)
=1-Fx(1/y)

1
fr(y) = Pfx(l/y)
111
y27r1—|—}%
11
S owy24+1
Se tiene
1 1

——, eR
Ty?+1 Y

f(y) =

mas aun, Y ~ Cauchy(0,1).

(b) El recorrido es Rec(Y) = (0, o). Aplicamos lo mismo de siempre
P(Y <y)=P(X| <y)
=P(-y<X<y)
= Fx(y) = Fx(=y)
fr(v) = x(v) + (=)

1111
oy 41w (—y)2+1
201
oy 41
2 1
fY(y):;m’ y>0
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(¢) Tenemos Rec(Y) = (—1,1). Y en este caso tenemos dos inversas

Y
1—y2
y

—_1 .
& (v) = 71 — )7

g '(y) =

pero siendo consistentes con la funciéon y = X nos debemos quedar con gy *(y)
V12 ' ’

entonces
d 1 -1
f(y) = 8 )| fx(er (v))
1 1 1
1—y2)3/2 1 2
(1-y%) ( y ) 1
1—y2
T 1—y2
_ 1 1
= >
tenemos entonces
1 1
A = — -1 1
Y = L= 5 <y<

46. Sea X ~ Bin(n, p). Encuentre la distribucion de Y = n — X.

La inversa es g !(y) = n — y. Evaluando cada punto tenemos

x=0= y=n
x=1=y=n-1
X=2=y=n-2

x=n—-1=y=n—(n—-1)=1
X=n = y:n—n:0

el recorrido es el mismo. Ahora

P(YY=y)=P(n—-X=y)
=P(X=y—n)

I L W T R . )
<y_n>p (1-p)

n! —n n

ooyt P
n! —n n
"o ony” 4P

= <;> (L=p)"p""

luego, Y ~ Bin(n, (1 — p))
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47. Sea X ~ U(0,5). Encuentre la probabilidad de que la ecuaciéon en u dada por
4 +4uX +X4+2=0

tenga raices reales.

Para esto, nos interesa que el determinante de la ecuaciéon cuadratica sea positivo, es decir

16X% —(4-4- (X +2))=16X2-16X —32>0
=X2-X-2>0

entonces nos interesa P(X2 — X —2 > 0). Resolviendo la inecuacioén, o graficando esta funcion,
tenemos

5
P(2§X<5):/ 1dx
> 5
3

5

48. Sea X con distribuciéon exponencial de parametro A. Determine
X—-1
E(XWW)
e imponga condiciones sobre A para que la esperanza exista.

Para esto note que

Il
()
L
&=
—~
(0}
x
~—

I
o
L
o
8
®
x
>
ml
>
4
Q.
X

A—1
A
_ 51 .1
€ 31
_e‘l)\
a1

Lo anterior solo es valido si A —1 > 0, pues en otro caso la integral diverge, por lo cual se debe

tener
A>1

para que la esperanza exista.
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4 Vectores aleatorios

4.1 Definiciones y propiedades

La definiciéon de un vector aleatorio es similar a la de (21]), solo que ahora se extiende a mas dimen-
siones, en particular se tiene que un vector aleatorio n—dimensional es una funcion (X, ..., X,) desde
el espacio muestral © en R", el espacio Euclidiano n—dimensional:

(X1, Xn): Q=R
w— (X1(w), ... Xn(w))

En general las definiciones y propiedades son similares a las de una dimensiéon. Por ejemplo la
distribucion acumulada esta dada por

X1, %o, X0 (X1, X2, ...y Xn)

X0, %, X, (X1, X2, ..., Xn) >0
/- . / fXLXz ----- Xn(Xl'Xz’ ""X")dX" rda =1
X

para el caso n = 2 se tiene

fxy(x,y) >0

// fxy(x,y)dydx =1
X

en el caso discreto funciona igual pero reemplazando integrales por sumas. Note que ahora cada v.a
Xi, X, ..., X, tiene su propio recorrido, por lo cual X denota el recorrido conjunto. A partir de lo
anterior tenemos

para el caso n = 2 tenemos
* 2
6 ny(X,y)
i — f ,
axdy x.v (X, y)
[}

x oy
Fxy(x,y) = / / fxy(u, v)dudv

la funcion de distribucion acumulada debe cumplir lo siguiente (aplicado al caso bivariado)

e lim Fxy(x,y) =1, ambos argumentos.
X,y — 00

e lim Fxy(x,y)= lim Fxy(x,y) =0, para cada valor del otro argumento.
X——00 y——o00

e Fxy(x,y) es no decreciente en cada uno de sus argumentos.
e Fxy(x,y) es continua por la derecha en cada uno de sus argumentos.
e Sia; < b1y a» < by, entonces,
Fxy (b1, b2) — Fxy (a1, b2) — Fxy (b1, a2) + Fxy (a1,a2) > 0

PX,Y{(31 b1]x (32,b2]}:P(31 <X<by,a2<Y<by)
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Como tenemos Xi, X, ..., X,, variables aleatorias, podemos obtener la fdp de estas, la cual se
obtiene integrando o sumando por el recorrido de las otras variables, esto es

para el caso discreto

PXi=x1)= D> > PxuXo(Xt s Xn)

Rec(X2) Rec(Xn)

y en el caso particular n = 2 tenemos

o fx(x) :/R v fxy(x,y)dy

e fr(y) :/ fx.v (x, y)dx
Rec(X)
a estas ultimas se les dominan las distribuciones marginales.
Una definicién importante

Si (X1, ..., Xp) es un vector aleatorio (discreto o continuo) con fmp conjunta (c.d.) o fdp conjunta
(c.c.) fx,..xn ,y fmp’s marginales (c.d.) o fdp’s marginales (c.c.) fx,,...,fx, , respectivamente.
Entonces, las variables aleatorias Xi, ..., X, se dicen (mutuamente) independientes, ssi:

fX1,X2 ..... X,,(X11X21 ---vXn) = fX1(Xl) ) fXQ(X2) e an(X")

para el caso n = 2 tenemos

fxy (x,y) = fx(x)f (y)
a partir de esto debemos tener en cuenta que

1. Sean X y A1, ..., X, los recorridos conjunto y marginales de Xj, Xa, ..., X, respectivamente.
Entonces, una condicion necesaria (pero no suficiente) para que Xi, Xa, ..., X, sean variables
aleatorias (mutuamente) independientes es que X = X} X -+ X X,,.

2. Si Xy, Xa, ..., X, son variables aleatorias (mutuamente) independientes, entonces todos los sub-
vectores formados con distintas componentes también son independientes.

3. Si X1, X2, ..., X, son variables aleatorias (absolutamente) continuas (mutuamente) independi-
entes, entonces el vector aleatorio (X1, Xa, ..., X,,) es (absolutamente) continuo.

4. Si Xj, ..., X, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid), es decir,
todas ellas tienen la misma fda F (fmp/fdp f), escribimos Xi, ..., X, i fo X1, ... Xn 4 E

Las propiedades de la esperanza funcionan de manera similar al caso unidimensional. Tenemos

o E(h(Xy, ,Xn)):/---/xh(XL X)Xy Xo, X0 (X0, X0 oy Xn ) dXg - - - dXy
e E(X)= //X xfx y(x, y)dydx

o E(h(X,Y)) = / /X h(x, y)fy (x, y)dydx

e E(X+Y)=E(X)+E(Y)

o E(XY) =E(X)E(Y) solo si X es independiente de Y

para el caso discreto es lo mismo pero reemplazando la integral por sumas.
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n
A partir de lo anterior tenemos que la esperanza de una funcion lineal Y = E aiX;i+b,con a;, b
i=1
constantes reales, se calcula como

E(Y)=E|Y aXi+b| =) aE(X;)+b
i=1 i=1

La funcion generadora de momentos se define de la siguiente manera

para el caso bidimensional

Mxy (t,s) = E(eX ") = // ™ fxy(x, y)dydx
x

y tiene las siguientes propiedades

6”*" Mxvy(t, S)

B(X"Y*) = dtndsk

t=s=0

en el caso general

lathkat—kn My s, x.(t1, ta, .., tn)
ot aty? - - - Atpn

E(X{* X% - Xpr) =

ti=tr=---=0

e Si se quiere obtener la funciéon generadora de momentos marginal, es decir, de una componente
en particular, entonces
Mx(t) = MX’y(t, 0)

en el caso general
Mx, (tx) = Mx,,... x,(t1, ..., tn)

=0, V izk

e Xi,..., X, son va’s independientes si, y solo si,

para todo (ti, ..., t,) donde las fgm’s existen.

n
e SiY = Z a;X; + b, entonces,
i=1

My (t) = e?*Mx, x, (ait,...,ant)

Asi, si Xy, ..., X, son va’s independientes, entonces
n
My(t) = ebt ]_[ MX,. (a,-t) .
i=1

En particular, si X, ..., X, << M(t) e Y = > 7, X, entonces

Msr , x,(t) = {M(t)}".

Esto nos permite encontrar la distribuciéon de una suma, lo cual es sumamente 1til, y muy
utilizado. Recordar siempre que la generadora de momentos de una distribucién es tnica.
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Dos conceptos importantes son la covarianza y correlacion de dos variables aleatorias.

La covarianza indica que tanto varia X,Y respecto a sus medias, y se define como,

oxy = Cov(X,Y) = E[(X — ux)(¥ — )] = / /X (x — i)y — i)y (x, y)dydx

donde wx,uy corresponden a las esperanzas de X,Y respectivamente. Se tienen las siguientes
propiedades

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
Cov(X, X) = Var(X)

Cov(aX,Y) = aCov(X,Y) , Cov(X, aY) = aCov(X,Y)
Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

Cov(X,a) =0

Si X, Y son independientes, entonces Cov(X,Y) = 0. El reciproco en general es falso, Cov(X,Y) =
0 no implica independencia.

Cov(aX + b,Y) = aCov(X,Y) y Cov(aX + b, X) = aVar(X), donde a y b son constantes
| Cov(X,Y)| < +/Var(X) Var(Y) (desigualdad de Couchy-Schwarz)

A partir de la covarianza, podemos definir el coeficiente de correlacion p como,

Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y)

PXY =

teniendo |p| < 1. En esencia el coeficiente de correlacion nos indica que tan relacionadas estén las dos
variables aleatorias. Teniendo que

p > 0 = asociacién +

p < 0 = asociacion —

p = 0 = no hay asociacion lineal.

en los casos extremos p = 1 o p = —1 indica relacion lineal perfecta. Notar que para que la covarianza
y correlacién existan, se debe tener que 0 < 0%, 0% < 00, es decir, que las varianzas sean finitas. La
relaciones se pueden ver a continuacién

Correlacién positiva entre X,Y
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Correlacion negativa entre X,Y

Correlacion nula entre X,Y

10.0

o
in
.
.
.
.

0.0+

Finalmente nos falta definir la varianza. Consideremos la funcion lineal Y =Y " a;X; + b , con
a;, b constantes, tenemos que

Var(Y) =Var E aXi+b| = E a?Var (X;) +2 E ajaj Cov (X;, Xj)
i=1 i=1 1<ij<n
i<j

en el caso de que Xi, X, ..., X, sean independientes, se tiene que

Var(Y) =Var Z aiXi+b| = Z a?Var(X;)
i=1 i=1

para el caso bidimensional se tiene
o Var(XxY)=Var(X)+Var(Y)£2Cov(X,Y)
e Si X,Y son independientes, entonces Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y)
Algo importante a mencionar, la notacion

iid

~

significa variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
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4.1.1 Ejemplos
1. Al lanzar una moneda justa tres veces consecutivas, defina las variables aleatorias

X = Numero de caras obtenidas en los primeros dos lanzamientos

Y = Numero de caras obtenidas en los tltimos dos lanzamientos.

encuentre pxy(x,y) y calcule E(XY).

Aca pxy(x,y) representa la conjunta. Podemos identificar el recorrido conjunto, el cual es

X ={(0,0).(1,0),(0.1),(1,1),(2,1).(1,2). (2. 2)}

podemos calcular la probabilidad de estos eventos

pxy(0,0) = P(X =0,Y = 0) = P((s,5,5)) = %
pxy(0.1) = P(X=0,Y =1) = P((s,5.)) = 5.
pxy(L0) = P(X =LY =0) = P((c;5,5)) = 5.
pxy(1,1) = P(X =1,Y = 1) = P({(c, 5. ¢), (5. ¢, §)}) = %

1
pxy(1,2)=P(X=1Y =2)=P((s,c,c)) = g
1
pxy(2,1)=P(X=2Y =1)=P((c,c,5)) = 5
1
pxy(2,2)=P(X=2Y=2)=P((c,c,c)) = 5
esta informacion la podemos guardar en una tabla de contingencia
X\Y|0]|1]|2
0 [z]:]0
1171
LIRS
2 |0]glsg
o también
1
3 x=0y=0,1
1
3 x=1y=0
1
- x=1y=
pxy(x,y) = ‘1‘
= =1ly=12
g “ 7
1
3 x=2,y=2
0 eo.c

ahora calculamos E(XY)

E(XY) = ZnyP(X =x,Y=y)

x=0 y=0

=Y x(0-PX=xY=0)4+1-P(X=x,Y =1)+2-P(X = x,Y = 2))
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—PX=1Y=1)42-PX=1Y=2)42-P(X=2,Y =1)+4-P(X =2,Y
1

1 1
2.242.0+4-=
+2 5420442

i

2. Sean X e Y variables aleatorias con fdp conjunta dada por,

6xy? 0<x<1,0<y<1
fxy(x.y) =
0 e.o.c
Calcule
(a) Gréafique el recorrido conjunto de X,Y
(b) P(1/2< X <3/4,0<Y <1/3)

)
) P
(¢) P(1/2 < X < 3/4)
(d) P(X+Y >1)
)

(a) El recorrido es

0:5

(b) tenemos que

3/4

1/3
P(1/2< X <3/4,0<Y <1/3)= / / 6xy?dydx = 1.1574 - 1072
1 0

/2
(¢) En este caso debemos integrar por todo el recorrido de Y para obtener lo pedido.

3/4 1

P(1/2 < X <3/4) = / / 6xy>dydx
1/2 Jo

=0.3125

(d) para esto podemos hacer lo siguiente

x+y>1
y>1—x

en la figura [L1] se puede ver la regién a integrar. Entonces tenemos que

1 1
P(X+Y>1)= / / 6xy>dydx = 2
0 1—x 10
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0:-5

y=1—x1

Figure 11: Regién a integrar

3. Sea X1, Xo--- X, id Exp()), exprese la distribuciéon conjunta.

como son iid tenemos

n
B X X (X1, X2, o x0) = [ A, x>0,V i
i=1

4. Sean X,Y v.a.s con funcion de distribucién acumulada

(1-e™)(1-e7) xy>0

0 e.o.c

Fxy(x,y)= {

iSon X, Y variables aleatorias independientes? Reconozca como distribuye X e Y.

Note que

X

OFxy(x,y) oy (x,y) = e e x,y>0
axay ¥ Y70 e.o.c

mas aun

x(x)h(y) x,y>0
0 e.o.c

fxy(x y) = {

Como el recorrido es (0, 00) x (0, o), tenemos que X,Y i Exp(1).

5. Sea

c(Ix[+1yl) silx[+y[<1
flxy) = {O eoc

(a) Para qué valores de la constante c, f(x, y) es una fdp bivariada?
(b) Calcule P((X;Y) e {(x,y) 1 x,y >0,x+y <1}).
(¢) Encuentre las fdp’s marginales fx y fy.

)

(d) Son X e Y variables aleatorias independientes?Justifique.
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(a) La respectiva integral se calcula como sigue

0 14+x 1 1—x
// c(|x| + |yl)dydx = / / c(—x+ y)dydx + / / c(x+y)dydx+
Ix|+lyl<1 ~1Jo 0o Jo

0 /0 1 0
+/ / c(—x — y)dydx +/ / c(x — y)dydx
-1J-1-x 0 J—-1+x
4c

3
imponemos la condicién
// fxy(x,y)=1
X

4c
=1

3
3
c=-
4

note que el recorrido conjunto corresponde a

(b) La probabilidad pedida se calcula como

1 1—X3 1 1—X3
L[ 30deibdvax= [ [ 2 y)dyax
o Jo 4 o Jo 4

—1/4

(c) Para esto podemos notar que

sixe(0,1) = x—1<y<l-x
sixe(-1,0) = -1—-x<y<l+x
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por otro lado tenemos
siye(0,1) = y—1<x<l-y
siye(-1,0) = —-1+y<x<l+y

nos interesa tener esto ya que las distribuciones marginales de X,Y deben tener recorrido
numérico. Entonces

1—x
3
K= [ 20 +lyl)dy
x—1
0 3 1—x 3
= Jx—y)dy + (X ty)dy
x—1 0
:%(1—%) 0<x<1
1+x 3
K= [ F0x+lyDdy
0 3 1+x 3
:/ *(—X—y)dy+/ S(=x+y)dy
—1—x 4 0 4
=20-2)

tenemos entonces
3
fx(x) = Z(l — xz), —-l<x<1
de forma anéloga podemos obtener
3
A =-
v(y) 4

(d) Es facil ver que no son independientes, pues el producto cartesiano del recorrido de las
marginales no calza con el de la conjunta.

(—L1) x (=L 1) #[x| +]y[ <1

(1-y%), -l<x<1

6. Determinar como distribuye Z =X +VY, si X,Y id Bin(n, p)
Recordamos que la generadora de momentos de una binomial es
Mx(t) = [(1 = p) + pe']”
Entonces:
Mz(t) = Mxyy (t) = E(e®HY)) = B(e™)E(e™) = Mx(t)My (t)
=11 —p)+peT"[(1 - p) + pe’]”
=[(1 - p) + pe”
Z ~ Bin(2n, p)
K
Ahora generalicemos para Z* = X1 + Xo + X3 + ... + X = ZX;7 con X; ~ Bin(n, p).
i=1
Mz:(£) = Mgy x,(£) = B (e ZXr) = B(etXut ettt
= B(ePE(e) - B(e™)
= Mx, (t)Mx,(t) - - - Mx, (1)
=[(1—p)+pe]"[(1 = p) + pe’]” - [(1 = p) + pe’]"
= [(1 = p) + pef]trttn
= [(1 = p) + pef]*"

Por lo tanto, la suma de k binomiales(n, p) es binomial(kn, p)
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k

Z* =Y X;~ Bin(kn, p)
i=1

7. Sea X1, X, ..., X, id Bern(p). Encuentre la distribucién de Z X;

i=1
Podemos utilizar generadora de momentos, y como son iid, sale facil. Entonces

Msn x,(t) = ((1—p+ pe"))” = ((1 - p) + pe")"

pero esta ultima es la generadora de momentos de una Binomial de parametros n, p, por lo cual
tenemos que

ZX; ~ Bin(n, p)
i=1

8. Suponga que X, Y tienen densidad conjunta

1 2 2

— x"+y° <1
fX'y(X,y) = ™

0 e.o.c

(a) Encuentre las distribucion marginales de X e Y
(b) Calcule Cov(X,Y). {Son X e Y independientes?
(a) Primero reconozcamos el recorrido de X, Y. Esto es

y

4

P o s SN

Lo

pNiEEiii il

\\1_/

Esto corresponde a x € [-1,1] e y € [-v1 — x2,v/1 — x?]. Entonces

\/l—X2 1
)= [ dy

2/1— 2
= VX e -1
™

Para y es de forma andloga, teniendo y € [-1,1] y x € [-4/1 — y?, 1/1 — y?]. Entonces
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(b) Recordamos que Cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y), entonces

E(XY) = / / X dydx

x24y2<1 T
1 V1-x2

:/ / Qdydx
-1J-y1=x2 T
1 Vise

:/ x ()/2‘ ) dx
1T —/1—x2

Ahora

Para Y es lo mismo, por lo cual E(Y). Reemplazamos todo
Cov(X,Y)=0-0-0
=0
Para ver si son independientes debemos corroborar fx y(x,y) = fx(x)f/(y). Entonces
fxy (x.y) = tx(X)f (y)

1 2 2

L2l iy

Toom ™

fxy(x,y) # fx(x)fr(y)

Por lo cual X,Y no son independientes.

9. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de probabilidad

& (o) €(-1,-1), (-1, (L), (L 1)}
x,y)=<1 _
pxy(x,y) 5 (x,y) = (0,0)
0 e.oc

Determine px(x) y py(y).

Para los casos discretos es util hacer una tabla.

%
“1]o0]1
1 | n | 1
115 |03
1
X 0|o0/|Llo
1 | n | 1
Ll |0]s
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Y ahora debemos sumar hacia abajo para las probabilidades marginales de Y, y hacia al lado
para las de X.

|
[y
[y
=2
>

I
X

x
jen}
o |-
© |l

ovkrlo o <X

00IN [N |ooIN

P(Y =y)

©IN |00l
N|=
[N ool

En resumen tenemos

2
<
N
1
O NIl N

el
X
—
x
N
Il
O NI~ N

x

|

o

€.0.Cc

10. Sean X e Y dos variables aleatorias continuas con funcién de densidad conjunta dada por

Me™ 0<x<y;A>0

fxy(x.y) = {

0 e.o.c
(a) Encuentre fx(x) y fy(y)

(b) Calcule Cov(X,Y)

Primero visualicemos el recorrido
y
i
0.5

-0l5 0 0ls 1 X

Pues tenemos que 0 < x y x <y = y > x. Por lo cual se tiene x € [0,00) y y € [x, 00)

175



(a) Primero calculemos la marginal de X. Tenemos que y € [x, 00), entonces
oo
fx(x) :/ Ne Ndy

= A/ Ae Ndy

=AP(W > x) (29)
=X1-P(W < x))

=A1-(1—e™))

=de ™

Notar que en nos aprovechamos de que la integral corresponde a P(W > x) con

W ~ Exp(X), por lo cual podemos evitarnos un poco de célculos. Tenemos asi que
X ~ Exp(}).

Para encontrar la marginal de Y tenemos que cambiar los limites. Damos vuelta el plano
XY de modo que tenemos la siguiente region

X

0:5

-0l5 0 0l5 1 ¥

Ahora tenemos y € [0,00) y x € [0, y]. Entonces

y
f(y) :/ Me M dx
0
= Mye™V
CAy2leN
r2)
Tenemos que Y ~ Gamma(2, )

(b) La esperanza de X e Y es directa, pues ya sabemos como distribuyen. Ahora calculemos
E(XY).

E(XY) :/ / Mxye ™ dydx
0 X

Entonces
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11. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad dada por

Xy

x,y=12,3
PX,Y(XJ/) =< 36
0

€.0.C

(a) Analice si X e Y son v.a.s independientes
(b) Calcule E(X —Y) y Var(X —Y)

(c) Calcule P(X =Y)
(a)

a) Debemos corroborar si se cumple pxy(x,y) = px(x)py(y). Entonces

N
X
]
l\/]w
&I

<
Il
-

[
+
N
+
w

( )

@\Xg‘x

X
Il
—

Donde claramente se tiene que px y(x,y) = px(x)py(y), por lo cual son v.a.s independi-
entes

(b) Notar que la fmp de X e Y son iguales, por lo cual podemos ahorrarnos unos céalculos.

E(X — Y) = E(X) — E(Y)

1 2 3
=1- 242 243. 2 _K(Y
6t2 5135 EM
14
== _E(Y
¢ —E()
_ 4 14
6 6
=0

Para la varianza debemos calcular la covarianza, pero X,Y son independientes, por lo cual
Cov(X,Y) = 0. Entonces

Var(X —=Y)=Var(X)+Var(Y) -0
=E(X?) — E(X)? + Var(Y)
1 2 3 142
=12. 2 422. 24322 - 4 Var(Y
5 + 5 + 6 7 + Var(Y)
2
= ?2 + Var(Y)
20, 2
36 36
_ 40
- 36
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PX=Y)=P(X=1Y=1)+P(X=2Y=2)+P(X=3Y =3)

1409
T3 36 36
_ 14
36

n
12. Determinar como distribuye Z = Z X,-2, si X; ~ N(0,1)
i=1

Por el resultado del ejercicio sabemos que Y = X? ~ x%l), entonces solo nos delimitamos a

buscar Z = ZY;, con Y; ¢ x2(1).
i—1

Mz(t) = My, (t)My,(t) - - - My, (t)

B 1 1/2 1 1/2 1 1/2
T \1-2t 1-—2t 1-—2t

1 n/2
- <1 - 2t)

= Z= iX,Z ~ x2(n) (30)
i=1

13. Sea X; % Exp(X) . Determinar como distribuye Z = ZX;
i=1

Mz(t) = Mx, (t)Mx,(t) - - - Mx,(t)
(20) (20) - ()
- (%)

= Z ~ Gamma(n, \)

14. Sea X; ¢ N(u, 0?). Demuestre que

n
o Y = ZX,- ~ N(np, na2)

i=1
n
_ X;:
X=Y ZL~Nu,o?
. ; -~ N, 0% /)
Usamos generadora de momentos
My (t) = Msr | x,(t)
= Mxl(t)sz(t)' o MX1(t)

2.2 2.2 2.2
_ et e B2 ey

2_ 2
— enlpt+t)

2_2
nut+ ntza

=€

2 2
= elm)e+ =57
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15.

16.

Esta ultima es la generadora de momentos de una normal N(ny, no?). Ahora el promedio

My(t) = My, (1)

i=1 n

= Mso x,(t/n)
= Mx, (t/n)Mx,(t/n)--- Mx,(t/n)

2,2 2,2 2,2
— eh(e/m+ U (e /m) S (/) L

n 262
— enlu(t/n)+SL=)

2 /o2
_ ekttt HT

20,2
_ out+

Esta ultima es la generadora de momentos de una normal N(u, o2/n).

*Para encontrar la suma de variables aleatorias es muy ttil usar la generadora de momentos, y
siempre es preferible usar este método.

Sean Xi, X, ..., X, variables aleatorias independientes con distribucién N(I-Li,O',-Z), para | =

n
1,2, ..., n. Encuentre como distribuye Z = Z X;.
i=1

Mz(t) = Mx, (t)Mx,(t)- - - Mx,(t)
_ emt+to1/2 quat+ 203 /2 | punt+tio) /2

_ eult+tzaf/2+u2t+tza§/2+--+u,,t+t2af,/2

= etz7:1 ‘l"'+t2 27 U?/Z

n n
Se tiene que Z ~ N ZIJ'I'V Za?
i=1 i=1

La Superintendencia de Seguridad Social (SUSESQO) dispone de estadisticas respecto a las licen-
cias médicas que se presentan a las instituciones de salud previsional (Isapres). Hay dos atributos
relevantes que pueden ser modelados estadisticamente. Del total de licencias recibidas por una
Isapre, se definen: X como la proporcién de licencias apeladas ante la Comision Médica Preven-
tiva y de Invalidez (COMPIN) del Servicio de Salud que corresponda, e Y como la proporcion
de licencias médicas rechazadas por una Isapre. Un especialista determina que el mejor modelo
que describe el comportamiento de este vector aleatorio tiene funciéon de densidad conjunta
dada por:

ke™ O0<x<y<l1
0 e.o.c

fxy(x.y) Z{

(a) Grafique comportamiento conjunto de X e Y
(b) Determine el valor de la constante k

(¢) Para una Isapre dada, determine la probabilidad de que la proporcion de licencias apeladas
sea superior a 2/3 de la proporcion de licencias rechazadas.

(a) Tenemos que x € (0,1) y y € (x,1). La grafica es
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(b) Debemos buscar k tal que

1ol
k//e_ydydx:l
0 Jx
P

e—2

k=_°

e—2

(¢) Nos piden P(X > 2/3Y). Primero encontremos la region de integracion.

S 2
X —
3}’
3x S
2 y
< 3x
Y7
La region corresponde a
y
3x
y==5
0.5
0 ols x 1
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Entonces la probabilidad pedida es

3
2

% X a 1 1 e
P(X>2/3Y):/ / 72e7ydydx—|—/ / 72e7ydydx
0 X € % x €
1

3

17. Suponga que en un servidor web informéatico dedicado al funcionamiento de los servicios WEB
de una pyme, se analizan dos tiempos que son aleatorios, el primer tiempo Y; corresponde al
tiempo del vida util de servidor (en horas), el segundo tiempo Y, corresponde al tiempo de
reparacion del servidor web cuando este falla (en horas). Una vez que el sistema es reparado,
este vuelve a funcionar como nuevo y se renueva el ciclo de vida y reparo. Suponga que ambos
tiempos (el ciclo de vida y reparo) tiene la siguiente funcion de densidad:

e /ey >0
0 e.o.c

f\ﬁ,Yz()/L}Q) = {

(a) Encuentre la marginal de Y; y su distribucion. Con esto reporte la esperanza y varianza.
Calculamos lo pedido

f\ﬁ()’l):/ e e ™Mdy,
0
oo
_ e*)ﬁ/ e*yz/yldy2
0
— e—)’1y1/ le—}/z/}/1dy2
0o N
(o]
= e*“yl/ Exp(1/y1)dy>
0

yie -1

Luego,
fyl(yl):yle_yl, 0<y <oo
Mas aun note que

Py et

10) 0<yr <o

f(y1) =

Luego, Y1 ~ Gamma(2,1). Su varianza y esperanza es conocida, por lo cual E(Y;) =2y
Var(yi) =2
(b) Encuentre una expresion en integral para calcular P(Yz < Y1]Y2 < 1).
Usamos la definicion
P(Y2<YinY><1)
P(Y> < 1)

P(Y, < Vi|Ys < 1) =

Podemos dibujar las dos condiciones del numerador.
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(a) P(Vi < ¥5) (b) P(Yi < 1)

Veamos ambas condiciones en conjunto

I I N A N N <

5.
2

Se puede ver que ambas se intersectan en

]

Entonces podemos expresar la probabilidad pedida como

P(Ya<YinYa<1)
Y, < 1)

P(
1 oo rl
// e—)’1/)’2e—}’2dy2dy1+/ /e_n/yze_yzdygdyl
_Jo Jo 1 0

1 (o5
/ / e N/Y2g=y2 dyi1dy»
o Jo

P(Ys < Yi|Ys < 1) =
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18. Sea un vector aleatorio (X,Y’) con distribuciéon conjunta

1 0<x<lx<y<x+1
0 e.oc

fxy(x,y) _{

(a) Encuentre el coeficiente de correlacion entre X e Y

(b) Encuentre como distribuye X

(a) Necesitamos calcular todo lo necesario

1 x+1
= / / xdydx
0 X

=1/2

1 x+1
:/ / ydydx
0 Jx
=1
1 x+1
E(XY) :/ / xydydx
0 Jx

=7/12
para la varianza podemos obtener lo necesario de manera directa

Var(X) = E[(X — ux)?]

x+1
/ / (x — 1/2)?dydx

=1/12
Var(Y) =E[(Y — uv)2]

/ / J2dydx
=1/6

tenemos entonces
7 / 12—-1-1 / 2 1

PXYy = %1/1 \/— \ﬁ

x+1
fx(x) = / 1dydx

tenemos
fx(X):]., 0<x<1
en particular se tiene que X ~ U(0, 1)

19. Suponga que una mujer sale de su casa entre las 8 AM y 8:30 AM y le toma entre 40 y 50
minutos en llegar a su destino. Defina las variables aleatorias

X : Tiempo que se demora la mujer en salir de su casa

Y : Tiempo que le toma a la mujer en llegar a su destino

Asuma que X,Y son independientes y uniformemente distribuidas, encuentre la probabilidad
de que la mujer llegue a si destino antes de las 9AM.
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Note que el tiempo que se demora en salir es una uniforme en el intervalo (0, 30), en minutos.
Mientras que el tiempo que se demora en llegar a su destino es una uniforme en el intervalo
(40,50), en minutos. Luego, como son independientes, tenemos que

1 1

_— 4
30-0 50_40 0<x<30,40 <y <50

fx.y (x, y) Z{

Nos piden P(X +Y < 60), pues queremos que la suma de estos tiempos no sea mayor a la de
60 minutos. Entonces

P(X+Y <60)=P(X <60— Y)
60— -y 1
——dxd
/4 / 30 0 50—40""
=1/2
Note que la regiéon de integracion es

¥y

-50

45

40

podriamos de igual modo haber calculado la probabilidad como

10 1 20 60—x 1
— " dyd - . _dyd
/ /1 30 0 50— 40 yx+/ A 30 0 50— 407

20. Suponga que X, Y < N(0,1). Encuentre P(X? + Y2 < 1).

Podemos desarrollar un poco la expresion

P(X?+Y?2<1)=P(Y?<1-X?)=P(Y|<V1-X2)=P(—/1-X2<Y <+/1-X2)

esta region corresponde a un circulo de radio 1. Para calcular esto podemos usar coordenadas

polares.
V1—x2 1 1 2T
/ / —e 2X+}’)dydx—/ / = e Trdrdf
Vi 2™

% (/027T lde) </01 e_';rdr)
7

21. Sean X ~ N(0,1) e Y ~ N(1,1) va’s independientes. Obtenga las fgm’s conjunta y marginales
de X+YyX-Y.

=1-

Mx iy x—y(t1, ) = (erl(X+Y)+rz(X—Y))

E
E (eX(t1+t2)+Y(t1—t2))
E

(eX(t1+t2)) E (eY(tl—tz))
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Mx (t1 + t2) My (t1 — t2)

2 PRy
(t1+2t2) e(tl_t2)+(tl ztz)

_ et12+t22+t1—t2
_ et12+t22+t1—t2

_ etf+tlet§—t2

_ etf+1-tlet§—1-t2
Esto corresponde al producto de dos generadora de momentos de una N(1,2) y otra N(—1,2).
Luego, como es factorizable, son independientes. Ademas

Mxiy(t1) = Mxiyx—vy(t1,0)
_ et12+1-t1

Mx_y(t2) = Mx1y.x—y(0, t2)

_ etlz—l-tl

. Sean X ~ exp(l) e Y ~ exp(1l) va’s independientes. Las va’s X+Y y X —Y son independientes?

Procedemos igual que antes
Myxy x_y (t1, t2) (etl(X+Y)+t2(X—Y))

=K
- ( X(t1+t2)+Y(t1—t2)>
=E

e
(eX(t1+t2)> E <eY(t17t2)>

= MX(tl + tz)My(tl — tg)

_ 1 1
1—(t1—|—t2)1—(t1—t2)

_ 1

(1 -t)2 -2

claramente no es factorizable, por lo cual no son independientes.

. Sea X ~ Exp(\) y Y ~ Exp(r) independientes. Calcule P(Y < X).

Como son independientes la conjunta es

fxy(x.y)=

entonces



4.2 Aspectos matriciales y distribuciones multivariadas

Como ya vimos, ahora estamos trabajando en R", por lo cual tenemos muchas dimensiones. Para
lidiar con esto, es tutil guardar toda la informacién en un vector o matriz. Si bien no es necesario
profundizar en las propiedades y definiciones que se listan a continuacion, es util saber y comprender
como podemos definir las cosas de manera matricial. En esta seccion utilizaremos - como el producto
punto. Podemos definir un vector aleatorio de la siguiente manera

La esperanza de X, llamado vector de medias o vector esperado, esta dado por:

E(X1) K1
E(X>) p2
p=E(X)=E(X) = ' =
E(X)) o

La varianza de X, se denomina ahora como matriz de varianza-covarianza, donde esta tiene la infor-
macion de las varianzas y covarianzas. Esta dada por

¥ =Var(X) = Var(X)
— E[(X — E(X))(X — E(X))"]

Var(Xl) COV(Xl,XQ) . . . COV(Xl,X,,)
Cov(Xy, X1) Var(X3) - - Cov(Xa, Xp)
Cov(Xn X1) Cov(X, X2) - - - Var(Xp)

de manera similar podemos definir la matriz de covarianza

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))"]

Cov(X1,Y1) Cov(X1,Ya) - - - Cov(X1,Ys)
Cov(X2,Y1) Cov(X2,Ys) - - - Cov(Xa,Ys)
Cov(Xn Y1) Cov(XpYs) - - - Cov(XnYs)
v la matriz de correlacion
Loy, 0 pxay,
povi L ey,
R : . i
PXa i PXnye o o1

A partir de todo lo anterior se tienen las siguientes propiedades, teniendo en cuenta que X,Y, Z son
vectores aleatorios.

o E(AX +b)=AE(X)+b
e Var(AX +b) = AVar(X)AT
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3 = Var(X) es una matriz simétrica, ¥ = 3T

3 = Var(X) es una matriz semidefinida positiva (s.d.p.), es decir, a' ¥a > 0 Va € R”

3 = Var(X) es una matriz definida positiva (d.p.), es decir, a'Ya >0 Va#0 < Xi,..., X,
son linealmente independientes.

Cov(X,Y)=E(XYT) - E(X)E(Y)"

Cov(X, X) = Var(X)

Cov(AX + C,BY + D) = ACov(X,Y)BT
Note que Cov(X,Y) = Cov(Y, X)T, de modo que

Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y) + Cov(X,Y) £+ Cov(Y, X)

Una distribucion multivariante interesante es la Multinomial. Se dice que un vector aleatorio
discreto (Xi, ..., Xk) tiene distribucién multinomial con parametros n y (pi, ..., px), si las variables
aleatorias Xi, ..., Xk tienen fmp conjunta dada por

n!

ﬁpfl e p’,?, (X1, ... xk) € X

P(X1=x1, .. X,k =xx) = Xl xx

donde X = {(x1,....xk) : xi = 1,...,n, > 7 x; = n}. Esta distribucion se denota por

X1, s Xn ~ Mult(n, p1, ..., px)

Una distribucién multivariante importante es la Normal Multivariada. Se dice que un vec-
tor aleatorio X = (Xj, ...,X,,)T tiene distribuciéon normal n—variada con vector de medias p =
(w1, ..., n)" y matriz de varianza-covarianza X, lo cual se escribe como X ~ N, (i, ), ssi

X=AZ+pn

donde AAT =2y Z = (Z1,.... Zm)" ~ Np(0,1,).
Equivalentemente, se dice que el vector aleatorio X de dimensién k x 1 tiene distribucién Normal
Multivariada ssi, V aq, ..., ax € R, la variable aleatoria

ar X1+ +aXi=a'X

con a = (ay, ..., ok ), sigue una distribucién Normal univariada.
Ademaés se tiene que

~1/2
fx(z) = |(§7|r)"/2 exp (—;(w —p) =N~ u)) , zeR", peR", X eR™"

Esta cuenta con las siguientes propiedades

e Sea X ~ N,(p, X). Sidefinimos Y = CX +d, con C € R™" de rango my d € R™<1 entonces

Y ~ Np(Yu+d, CECT) (31)
e SiY ~N,0,1I,) y A es simétrica de rango r, entonces
YTAY ~ X3, (32)

si y solo si A es idempotente.

e SiY ~N,(u,X)y X >0, entonces

(Y =)' =7H(Y — ) ~ x{)
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e Sea X ~ N,(p, X), entonces X; es independiente de Xj, i # j, ssi se tiene que 3;; = 0. Esto
solo aplica al caso normal, es decir, para una normal multivariada tenemos que

px;x; =0 <= Xi, X son independientes

En resumen, si tenemos la matriz de covarianzas de una normal multivariada, y una componente
(i,j) fuera de la diagonal es 0, entonces X; es independiente de X;

e Para el caso bivariado tenemos que

1 1 X —pux)?  2p(x — p )y — — 2
fy(ay)= — T ep |- i ( # )© 2y —my) by é@)
2mo,.0,/1 — p? 2(1 - p?) o2 0x0y o2
con —00 < X,y < 00
e Para constantes cualquiera a y b, la distribucién de aX + bY es
N(apx + buy, azoi + b2a$ + 2abpxyoxoy) (33)

e Podemos escribir

()~ ((2)- (25 %)

para denotar que X,Y siguen una distribucién conjunta normal bivariada

e Cualquier combinacion lineal de normales (conjuntamente distribuidas) es normal

4.2.1 Ejemplos

1. Si Xi, X, destruyen conjuntamente normal estandar, encuentre el vector de medias y la matriz
de varianza.

O también

X ~N(p, %)

R ()

2. Sea el vector aleatorio Z con distribucion conjunta N(0,I,x,). Defina X = AZ + b, donde
A € R™*" invertible, y b € R™*!. Encuentre la distribucién de Z y sus parametros.

O matricialmente
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Sabemos que cada Z; es normal, y estamos aplicando una transformacion lineal, por lo cual el
vector X seguira siendo normal. Calculemos lo necesario.
E(X) =E(AZ+Db)
=AE(Z)+b
=A0+b
=b

Ahora la matriz de covarianza

E[(X — E(X))(X —E(X))"] =E[(AZ +b —b)(AZ +b —b)"]
=E[(AZ)(AZ)"]
=E[AZZ"AT]
= AE[ZZT]AT
= AE[(Z - 0)(Z - 0)T]AT
= AE[(Z — p)(Z — p)T1AT
= AL, ,AT
=AAT

Luego, X ~ N(b, AAT)

3. Considerando la pregunta anterior, que pasaria si AA"T = I,

Dado que estamos con una normal multivariada, tendriamos
Cov(Xi, Xj)=0,Vi#j

Teniendo asi p = 0, lo cual implica que Xi, Xs, ..., X, son independientes y normalmente dis-
tribuidas.

4. Suponga que E(X1) = 1, E(X2) = 0, Var(X1) = 2, Var(X2) = 4 y Cov(X1, X2) = 1. Defina
Y1 = X1+ Xo 5y Yo = X1 + aXs. Encuentre el vector de medias, la matriz de covarianzas y
encuentre a tal que Y; y Y2 no estén correlacionadas.

Calculemos todo de forma matricial. Nuestra matriz A es

11
a=i ]
pues
Yi| |1 1| |X;
\/2 o 1 a X2
[ X+ X
o X1 + 3X2
Y = AX
El vector de medias es
1
r= 0
La matriz de covarianzas es
2 1
w7

189



Entonces definamos Y como el vector con las nuevas transformaciones.

spondiente.

Luego,

E(Y) = AE(X)

B
i
TR

_ 8 3+5a
T |345a 2+2a+4232

1 8 3+5a
Y~ N (H ' [3+53 2+2a+4a2]>

Para que Y; e Y5 no estén correlacionadas, se debe cumplir que

34+5a=0

3

a=——

5

L . . 3

Luego, Y; e Y2 no estén correlacionadas si a = —5
. 1 1 1
5. Sea X ~ N3(p,X),conp=1[2 -3 2] yX=|1 3 2
1 2 2

(a) Encuentre la distribucion de Y = 3X; —2X5 + X3

X . .
(b) Encuentre un vector a € R?*! tal que X, y X, —a’ [ XI] sean independientes
3

(a) Notar que esto se puede hacer de forma directa calculando lo correspondiente, pues la
suma y resta de normales es normal, pero procedamos de forma matricial. Tenemos que

Entonces

Luego, Y ~ N(14,9)

A=[3 -2 1]

2
p=[3 -2 1] |-3| =14
2
11 1][3
o°=1[3 -2 1] |1 3 2| |-2|=9
12 2||1
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(b) Sea a = [al az]T eY=X,—al [il} . De aca tenemos
3

Y =—aiX1+ X — axX3

Nuestra matriz A es

A:[O 1 0]
—di 1732

Como solo nos interesa que sean independientes, calculemos X.

1 1 1[0 —ag
AEAT—[_O 1 _0] 13 2[|1 1
o 2101 2 2| [0 -a
. 3 —a; —2a,+3
T |—a1—2ay+3 a? —2a; —4ay +2a1a +2a5 + 3

Luego, para que X3 e Y sean independientes, se debe cumplir que —a; —2a, +3 =10

6. Sea Z ~ N,(0,1,). Encuentre la generadora de momentos de Y = AZ + p sabiendo que
Mz(t) = e 2t't.

My (t) = E(et Y)
_ E(etT(AZ+u))
etTHE(etTAZ)

_ etT“E( e(ATt)TZ)

= etTMMZ (ATt)

_ ot The3(ATHT(ATY)

etTue—%(tTAATt)

_ etT“_ 1T (AAT Yt

7. A un mes de que llegue la Navidad, los centros comerciales y grandes tiendas se preparan ya
que el periodo navideno representa un porcentaje importante de los ingresos del comercio de
todo el ano. El comportamiento anual de las ventas en el mes de diciembre esta altamente
correlacionado y suponga que en una cierta tienda de retail, a las ventas de diciembre del
ano 2020 y 2021 las denotan por X; y X, las cuales dependen de otras variables Y; e Y5 las
cuales son independientes entre si y distribuyen Normal con media y varianza w1, 02 y po y 03
respectivamente.

A partir de lo anterior, se definen las ventas diciembre del 2020 y 2021 por

Y,
Xi=—=—, Xo=aXi + Y
ac—1

donde 0 < o < 1. Interesa estimar si las ventas navidenas de este ano seran mayores que el ano
pasado. Para ello,

(a) Calcule el valor esperado y varianza de X, — Xj.

(b) Sia=0.5,p =40, up =30y o1 = 30, 0, = 25. Calcule la probabilidad de que las ventas
navidenas de este ano sean mayor que el ano pasado.

Para el problema, es bueno recordar que si X; ~ N(u;, 0?) para i = 1,2, entonces aX; + bXa ~
N(m1a + buz, a%02 + b%02) y para la resta aX; — bXa ~ N(u1a — buy, a%0? + b?a3).
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(a) Calculamos la esperanza

E(Xz — X1) = E(X2) — E(X1)

—E(aX1+Y2)—E< e )

a?—1
" ((;11) +E(Y)) — azl_lE(Yl)
:aafil tH - afil
- 1'1—1;10t+yJ2

Calculemos la varianza

Var(X2 — X1) = Var(Xl) + VBF(XQ) — 2COV(X1, X2)

Y Y
=Var <a2 L 1) + Var(aXi + Ys) — 2Cov <oz2 i 1,aX1 +Y2>

_ (0520_%1)2 Y Var <a§t11 +Y2) —2Cov <a2Y1—1 ag\:ll +Y2>
= (a;fil) +Var <a(2ﬂ:11> + Var(Y2) +2Cov (ogtll’%) _
2Cov <oz2yil a;xtll) —2Cov <a2Y1—1'Y2>
= (a;i 1) (a(:z_ai)z + 03— %Cov(yl,yl) ~0

of a?0? ) 2,

= 03— ———0
(@2-1)  (a2-1)2 " 72 a2-11
2
91 2
= —1 40
(a+1)? 2
(b) Nos interesa P(X2 > X1). Sea Z = X;— Xj, como X; y Xz son normales podemos aplicar la
resta de ellas, resultando ser una normal con los parametros ya calculados anteriormente,
donde tenemos que

Z=Xp—X;~ N[ 4 F
= X2 1 1+a “2'(a+1)2 g2

Reemplazamos con los datos
Z ~ N(56.67,1025)
Ahora si calculamos la probabilidad pedida.
P(X2 > X1) = P(X2 — X1 > 0)
= P(Z > 0)
=1-P(Z<0)
1 <Z —56.67 - 56.67>
v/1025 +/10.25

—1-P (Z — 56.67 < —1.77>

V1025
=1-®(-1.77)
= 0.96163

8. Sea un vector aleatorio X = (X,Y)" con fdp

2 0<x<yOy<l1

fxy(x y)= {0

€.0.c
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Encuentre el vector de medias, matriz de covarianzas y correlacion.

1 ry
IE(X):/0 /0 2xdxdy

~1/3

E(Y) = /01 /Oy 2ydxdy
=2/3

1 ry
Var(X):/0 /0 2(x — 1/3)%dxdy
=1/18

1 ry
Var(Y):/0 /0 2(y —2/3)?dxdy
=1/18

1 ry
E(XY):/0 /0 2xydxdy

—1/4
1
COV(X,Y) = Z —_

=1/36
#= () == (i 1)

1 1/2
R= <1 /2 1 )
. Suponga que se selecciona al azar una pareja formada por un hombre y una mujer de una
determinada poblacion. Sea X la altura de la mujer e Y la altura del hombre, ambas medidas
en pulgadas. Se sabe que la distribuciéon conjunta de X e Y es normal bivariada con medias

wx = 66.8 y uy = 70, desviaciones estandar ox = oy = 2, y correlaciéon pxy = 0.68. Calcule la
probabilidad de que la mujer sea méas alta que el hombre, es decir, P(X > Y).

Calculamos todo lo necesario

W[ =
W N

Tenemos entonces que

Nos interesa
P(X>Y)=P(X—-Y >0)
definamos Z = X — Y, entonces por tenemos que

Z=X-Y~N(1-66.8—1-70,1*-22 +(-1)*-22+2-1--1-0.68-22)
Z ~ N(—3.2,2.56)

ahora podemos calcular lo pedido

P(X —Y >0)=P(Z >0)

=1-P(Z<0)
L (Z(3.2) _ 0(3.2)>
V2.56 v/ 2.56
3.2
=1-0 (=22
<\/2.56
= 0.02275013
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4.3 Transformacién de vectores aleatorios

Al igual que en el caso unidimensional, nos interesan ciertas transformaciones de v.a.s, ahora pode-
mos hacer lo mismo, pero con mas posibilidades, pues podemos multiplicar, dividir y hacer diversas
transformaciones.

Para encontrar transformaciones, siempre es ttil utilizar una variable auxiliar.

En el caso discreto, si queremos encontrar la conjunta de (U, V), con u = gi(x,y) vy v = ga(x, y).
Consideremos A,, = {(x,y) € A: gi(x,y) = u & ga(x,y) = v}, entonces tenemos que

>

(Xv}’)E(AHV)

puv(u,v) = P(X.Y) € Au) = pxy(x.y)

donde A corresponde al recorrido conjunto de X, Y. También de forma resumida y no tan formal se
tiene

puyv(u.v) = pxy(gl (u,v) g (u,v))

Para el caso continuo, sea Z = z(X,Y) una funcion inyectiva, la cual es de interés realizar la transfor-
macion, se usa una funcion auxiliar W = w(X,Y) conveniente. Sean hi(z, w) y hy(z, w) las funciones
que resultan al despejar X e Y respectivamente, la funcién de densidad de la transformacion esta
dado por:

fzw(z, w) =|J| fxy(hi(z, w), ha(z, w))

Donde
oh  om,
0 0
Ul =det| 7% %
on  om,
ow Ow

para el caso donde existan k inversas tenemos que

k
fzw(z, w) = Z|J,-\ fxy(hii(z, w), hi(z, w)) (34)
i=1
Donde
Ohy;  Ohy;
0 0
sl =det| &4 %
Ohi;i  Ohy;
ow  Ow

Notar que para el caso continuo, es similar o casi igual al teorema de cambio de variable en

integrales dobles.

4.3.1 Ejemplos

1. Sea X e Y variables aleatorias con densidad conjunta dada por

—X
€ ovix

fxvy(X,y) = X

Usando las transformaciones

Demuestre que U,V & Exp(1)
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Tenemos que encontrar las inversas. La mas facil es V = X, pues
X=V

ahora podemos reemplazar esto en U, de modo que

Y
U=—
X
_Y
Y
Y =UV
Teniendo entonces
Y =UV
X=V
El jacobiano es
%uv %uv Vo
| = = =|v|
awV  avY

antes de reemplazar todo, encontremos el recorrido de U, V. Para esto note que

x>0
v>0
= v>0

y>0
y/x>0
u>0
= u>0

como u, v > 0 entonces |J| =|v| = v. Ahora, la conjunta es
—V

S —uv/v
o (u, v) = v— € u,v>0

0 e.o.c

e Ve ™ uv>0
fuv(u,v) = {O e.o.c

Donde claramente U, V < Exp(1).

2. Sea X ~ Gamma(r,1) e Y ~ Gamma(s, 1) independientes. Encontrar como distribuye Z = X+Y

W = .
Y X+Y

Primero, tenemos que despejar X e Y. Sabemos que Z = X 4 Y, reemplazando esto en W se
tiene

X
W*X+Y
X
4
= X=WZz
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Ahora es facil despejar Y, pues reemplazando Z =WZ en Z = X 4+ Y se tiene

Z=X+Y
Z=WZ+Y
==Y=7Z7-WZ
Entonces se tendria
X =wz

y=z—wz

Antes de calcular el Jacobiano |J|, debemos encontrar el recorrido de Z y W. Sabemos que X e
Y distribuyen Gamma, por lo cual el recorrido conjunto es (0, 00)?. Entonces tendriamos que

0<x< > O<y<oo
Reemplazando con x =wzy y =z — wz
0<wz<oo O0<z—wz< o0

0<wz< oo 0<z(l1-w)<oo

En el lado derecho se debe tener todo positivo, pero esto solo pasa si 0 < w < 1, ya que si
w > 1 no se cumple la desigualdad. Otra forma de encontrar el recorrido es

x>0
x+y>y
x+y>y>0

z>y>0

z>0
= z>0

y>0
X+y>x

Teniéndose asi que los recorridos son:
Rec(Z) = (0, o0) Rec(W) = (0,1)

Ahora calculamos el Jacobiano, donde x = wzy y =z — wz.

i(wz) E(Z_WZ) w ol-w
0z 0z
|J| = 5 5 = =|-wz—-z(1-w)|=|-2| =2z
T Y, z -z
aW(Wz) OW(Z wz)
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Entonces se tendria que la conjunta de W y Z esta dada por:

fzw(z,w) =|J|fxy(wz,z—wz), 0<z<oo,0<w<l
Pero por enunciado son independientes, por lo cual se tiene

fzw(z, w) =|J| fx(wz)i(z—wz), z€(0,00), we(0,1)

Recordando la distribucién Gamma y los parametros con los cuales distribuye X e Y se tiene

(wz)~te=(W2) (z — wz)s—le=(z=w32)
r(r) M(s)
Wr—lzr—le—wz(z(l _ W))s—le—z+wz
F(r)(s)
Wizl wzzsm1(1  y)slemztwz
F(r)(s)

Luego de cancelar los términos correspondientes

fzw(z,w) =z

=z

=z

en el numerador, nos queda
Zr+s—le—zwr—1(1 _ W)s—l
F(r)r(s)
(rt+s)—-1_,—z Wr_l(]' B W)S_l

F(r)r(s)

=z

F(r+s) (rie)-1 w11 —w)?!
- FEr + 532( e FEr)F(s))
B 2Ur+9)=1e=2 [(r 4 s)w' (1 — w)*?
- T(r+s) r(r)r(s)
29 le 2 M(r 4 s)w (1 — w)s
 T(r+s) r(r)r(s)
1r+sz(r+s)—1e—z-1 Wr—l(l _ W)s—l
M(r+s) ' B(r,s)

Donde claramente se tiene que
Z ~ Gamma(r +s,1), W ~ Beta(r, s)

3. Sea X ~ x?(u),Y ~ x3(v), ambas independientes. Demostrar que

X/u
Z= Yy ~ F(u,v)

Usando la variable auxiliar W =Y/, se tiene

Y =W
ahora X
~ X/u
Yy
uZ_X
v Y
vz _ X
v W
u
X=-WZ
v



uW
El jacobiano resulta |J| = —. El recorrido conjunto es w, v > 0. Ahora reemplazamos todo
v

fxy (u wz, W>
v

M ZWu u/2—1 efzwu/2v Wv/2flefw/2
v\ 2072 (u)2) 27721 (v]2)
uw Zu/271Wu/271uu/271 Wv/2flefw[(zu+v)/2v]

para la conjunta.

uw

fsz(z, W) =

v Vil 207222 (u)2)T (v )2)
_ EZu/2—1uu/2—1 WWu/2—1Wv/2—1e—w[zu+v/2v]
v v/l 2u/22v/2[ (u/2)[ (v /2)

u Zu/2—1 uu/2—1 Wv/2+u/2—1e—w[(zu+v)/22]

v owe/2m1 u/2v/20(4/2)T(v/2)

No es factorizable, por lo cual buscamos la marginal de Z a mano.

o zu/271uu/271 Wv/2+u/27lefw[(zu+v)/2v]
z(z) */ - w
o v vl 20 (u)2)T(v)2)
uzu/2—1uu/2—1 /OO Wv/2+u/2—1e—w[(zu+v)/2v] J
o 2P PT(u/2)l(vj2)

v yu/2-1
2—-1 2—-1 [e’S)
_ u zv/ UU/ 1 / Wv/2+u/2—1e—w[(zu+v)/2v]dW
v oovu/2=1 0 u/2pv/20(y /2)T(v/2)
u Zu/2—1uu/2—1 r(v/2 + u/2) 0o Wv/2+u/2—1e—w[(zu+v)/2]
v owvu2=1 2u2v/2F (4/2) (v /2) /0 F(v/2 4 u/2v)

u/2—1 o v 1 —wl(zuty
_ U (0 1 / wel2ia e i/ |
v 2u/22v12B(u/2,v/2) Jo F(v/2+ u/2v)

B qu/z_l u/2—1 1/[(zu + V)/2v]v/2+u/2 /oo [(ZU + V)/ZV]v/2+u/2Wv/2+u/2—1e—w[(zu+v)/2v]
v 2u/22v/2B(u/2,v/2) o F(v/2+u/2)

Ezu/z_l u u/2—1 1/[(ZU + V)/2v]v/2+u/2 .
v 2”/22V/28(u/2’ V/2)

dw

<|lc

dw

<t

1 E u/2—1 Zu/2_1 1 1 H
= 7B(u/2. v/2) \ v Qu/29v/2 [(zu =+ V)/V]v/2+u/2 v

2v/2+u/2
1 u (u\"*? w11 1
=5 5 . \= z
B(u/2,v/2) v \ v 247272 [(zu + v) V]V /2 Hr2
ov/2+u/2
1 u (w3t uj2-1 1
= —| = z
B(u/2,v/2) v \v [(zu + v)/v]V/2tu/2
1 u u/2 VU oo 1
= - ——z
B(u/2,v/2) \v uv [(zu + v)/v]v/2+u/2
u/2
= 1 u / S S S
B(u/2,v/2) \ v (1 + z4)v/z+u/2
7 1 o Y72 Zu/2-2/2
T B(u/2,v/2) \v) (14 z(2))wr2
1 Y2 m2)2
f; = al >
= g (o) Gy 220

= Z~ F(u,v)
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0 2 v/24+u/2,, v/2+u/2—1 .—w[(zu+Vv)/2V]
Notar que / [(zu +v)/2v] v € dw corresponde a la integral de una
0 rv/2+u/2)

Gamma(v/2 +u/2,[(zu+ v)/2v]"/2+”/2).

. Sea X, Y % HalfCauchy(0, 1), esto es

2 1 2 1

- T~ xye(0,0)?
fxy(x,y) =L ml1+x2m1+y? v &l )
0 e.o.c
Encuentre la distribuciéon de Z = é
Usamos la variable auxiliar W =Y. De modo que
X=zZW
Y=W
Calculamos el Jacobiano
z w
‘J|_1 0‘_|W_W

Tenemos que el recorrido conjunto corresponde a (0, 00) x (0, 00), de modo que la distribucion
conjunta esta dada por

aw 11 € (0, 00)?
frw(z,w) =< 7 1+ w2221+ w? ' '
0 e.o.c

Ahora buscamos la marginal de Z
o0
fz(2) :/ fzw(z, w)dw
0
/°° 4w 1 1 J
= — ——————dw
o T 14+ w2z21+ w?

> 4 w wz?
:/0 72 ((W2+ (122 (w2z2 1 l)(l—22)> dw
4 In(z)

w221

Luego, la marginal de Z es

4
4@, oy
fz(z)=¢ w222 -1

0 e.o.c

Propuesta para el lector: Encuentre P(X < Y) usando el resultado anterior y concluya
acerca del valor de alguna serie conocida. Hint: Exprese la integral resultante en forma de
serie.
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5. Sea un vector aleatorio con fdp dada por:

4xye*X2*y2 six,y>0
0 e.o.c

fxy(x.y) Z{

Encuentre la fdp de Z = v/ X2 + Y2,

Procederemos mediante dos formas diferentes, pero primero notemos lo siguiente:

2 .y
—xy? 2 -2 X (\/25)2 y (\/25)2
fxy(x,y) =4xye =2xe 2y = ——e e
(v2)? (v2)?

Rayleigh(1/+/2) Rayleigh(1/+/2)

También notamos que Rec(X) = (0,), Rec(Y) = (0,00), y se corrobora que Rec(X) x
Rec(Y) = Rec(X,Y), pues (0,00) x (0,00) = (0, 00)?, verificando que es el recorrido del la
fdp.

Dado lo anterior, se tiene X,Y id Ray/eigh(l/\@). Ahora empecemos con la transformacion.
Primero procedamos mediante cambio de variables. Ocupamos la variable auxiliar W = X.

Z=VX21Y?
Y2222*X2

Y =VZ%2 - X?
Y =22 - w2

Y claramente
X=W

Notar que Y no queda en valor absoluto ya que el recorrido es y > 0. Ahora el Jacobiano

0 0] z
il P2 w2 0 ——
] = oz azVE T B 2Z-w? | -z | Z
s F) B —w 22— w? 22 — w2
— 222 1
ow" oaw'® Y 22 —w?

Ahora necesitamos ver el recorrido de Z y W.
y>0
y2 >0
V2Ex2>x2>0

Vy2+x2>x>0

z>w>0
lo que implica que
O<w<z
y
z>0

200



Se tiene que Rec(Z) = (0,00) y Rec(W) = (0, z). Ahora la marginal de Z, W nos queda como:

z

fZVW(Z, W) = \/ﬁfx'y
Recordamos que X, Y son independientes
z
Ve

(W)fy (V22 = w?)

= 72we’w22\/z2 — w2e (VZ-WY
[ a———

(w, V22 — w?)

2 2 2
=4wze Ve T W

2
=4wze ?

fzw(z, w) = 4wze’zz, z>0,z>w>0

Ahora calculamos la marginal de interés, que es Z.

fz(z):/ 4wze 7 dw
0

— 287

237 siz >0
fz(z) = {

0 e.o.c

Ahora reconozcamos la distribucion.

2
f7(z) = 22%e7*
2
_ 9221,z
2
_ 922-1,-222/2

21 —z2.2
2_22222 le z°3

r(2)22

= Z=+X2+Y?2~ Nakagami(2,2)

Ahora procedamos de una forma mas sencilla pero que nos dificulta encontrar el recorrido.
Iniciemos por Fz(z).

Como la region a integrar es un circulo, se debe tener radio r > 0, en nuestro caso z > 0, por
2
lo cual se tiene fz(z) = 2z%¢™% - I(z > 0).
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6. Sea X ~ P(A\1),Y ~ P(X2). Encuentre como distribuye U = X +Y.

Para esto podemos usar la variable auxiliar V =Y. Buscamos las inversas

Y=V

U=X+Y

U=X+V

X=U-V
ahora el recorrido, es claro que

v=20,12, ..
para U = X 4+ Y note que

U=X+V

u=x-+v

reemplazando los valores que toma x tenemos

u=0+v=v

u=1+v

u=2+v
entonces u =v,1+ v,2+ v,.... La conjunta es

puyv(u,v) = pxy(u—v,v)
= px(u—=v)py(v)
U e

(u—v)! v!

asi tenemos que

MM e
puv(u,v) = (u—wv)! v!
0 e.o.c

v=012,..,u=v,v+1,..

para encontrar la marginal de U debemos sumar por todos los valores de V. Uno pensaria que
se debe calcular

o0 _— — —
)\(1" V)e A Ae A2

pU(u):; (u—v)I VI

peeero note que la suma solo puede llegar hasta u, pues en otro caso (u— v)! no estaria definido,
por lo cual

= (u—v) v!
usha) u >\§_U7V) )\5
— —\AM 2 —<
€ ; (u—=v)! V!



1
— ef()\1+}\2)m(>\1 +}\2)u7v+v

1
= e*(>\1+>\2)m(>\1 + A)Y
B ()\1 + }\2)Ue*()\1+)\2)

u!

Se tiene que U ~ P(A1 + X2).
. Sea X,Y % U(0,1). Encuentre la distribucion conjunta de (Z, W), donde Z = X/Y y W =Y

La transformacion ya la hemos visto varias veces. Se tiene que |J| = w. Ahora, el recorrido es
un poco mas complicado. Las inversas son

Y=W
X =2ZW

entonces

O<yxl1
0O<wx<l

ahora

x>0
x/y >0
z>0
x<1
x/y <1ly
z<1l/w

teniendo asi que w € (0,1) y z € (0,1/w). Como no hay en que evaluar en la fdp de una
uniforme, tenemos que

fzw(z,w)=w, 0<w<l1l,0<z<1l/w

. Sean Xi e X, variables aleatorias con fmp conjunta dada por

Xi/X2] 0 | 1
1 17|17
0 | 2/7]1/7
T | 1/7]1/7

encuentre la conjunta de Y1 = X1 + Xo v Yo = X1 Xa.

Cuando tengamos una tabla de contingencia, es mejor proceder de una manera mas sencilla.
Primero encontremos el recorrido de cada una. Para esto podemos evaluar en todos los valores
que toma X1 y Xs.

Yi=-1+0=-1
Yi=-1+1=0

Y1=0+0=0
Y1=0+1=0
Yi=1+0=1
Yi=1+1=2
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ahora

Yo=-1.-0=0
Yo=-1-1=-1
Y,=0-0=0
Y,=0-1=0
Y,=1-0=1
Yo=1-1=1

En resumen tenemos

Rec(Y:) = {~1,0,1,2}
Re(Y>) = {-1,0,1}

para encontrar las probabilidades solo debemos ver los pares ordenados en la tabla de contin-
gencia original, entonces

P(Yl :—1,Y2:—l)ZP(X1+X2=—1,X1X2:—1)20

esto ya que no hay ningtn par (xi, x2) tal que cumpla las dos condiciones ,X; + X; = =1 y
X1 Xo = —
PYi=-1Y2=0)=P(X1+ Xo=-1, X1 X2 =0)=P(Xy; =-1,X,=0)=1/7
PYi=-1Y2=1)=PX1+ X, =-1, XX, =1)=0
PY1=0,Y2=-1)=P(X1+ X2 =0, X1 X2 =-1)=P(X1=-1,X2=1)=1/7
PY1=0,Y2=0)=P(X1 + X, =0,X1X, =0) = P(X; =0,X> =0) =2/7
PY1=0,Ya=1)=P(X1+ X2 =0, X1 X, =1)=0
PYi=1Ya=-1)=PX1+ X, =1, XX, =-1)=0
PYi=1,Y2=0)=PX1+ X2 =1,X1X2=0)=P(X1 =0, X2 =1)+ P(X1 =1, X, =0) =2/7
PM=1Y2=1)=PX1+X2=1,X1Xo=1) =0
PY1=2Ya=-1)=P(X1+ X2 =2, X1 X =-1)=0
PY1=2Ya=0)=P(X1+ X2 =2,X1X2=0)=0
PY1=2Ya=1)=P(X1+ X2 =2, X1 X, =1)=P(X1 =1, X, =1)=1/7

de modo que la conjunta buscada es

2 0 0 | 1/7

i/a| 1] 0 | 1
-1 0 [1/7] 0
0 |1/7][2/7] 0
1 0 [2/7] 0

/

. Sea X, Y % U(0,1). Encuentre la conjunta de (X +Y, X —Y).

Este ejercicio tiene sus pillerias y no resulta trivial. Definamos

Z=X+Y
W=X-Y

Las inversas son

W42
2
zZ-W
2

X:

Y =
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el jacobiano es

Owtz Oz-w 12 1/2
0z 2 0z 2
= = =|-1/2| =1/2
Owtz 0z—wl |1 _1)2
ow 2 ow 2

encontremos el recorrido. Primero despejemos w de la siguiente forma

O<x<1

w+z

0< <1

O<w+z<?2
—z<w<2—-z

O<y<1
0<%
0<z—w<?2

—z< —w<2—-z
z>w>z—2
ahora para encontrar el recorrido de z hacemos esto
0<x<l1
y<x+y<1l+x
O<y<z<1l+x
0<z<1l+x

Ahora, note que la variable aleatoria U = 1 + X es una uniforme en el intervalo (1,2), por lo
cual es a lo mas 2, de modo que

O<z<1l+x
O<z<l+x<?2
0<z<?2

ahora para encontrar todo podemos graficar
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10.

Considerando z € (0,2) y w € (—z,2 — z), w € (z — 2, z) el recorrido corresponde a a

w

Recordando que no hay que evaluar las inversas en la uniforme, tenemos que la conjunta pedida

se escribe como
1/2

fZ'W(Z, W) =
0 e.o.c

—z<w<2—-2z0<z<1
1/2 z-2<w<z1l<z<?2

Sea R ~ Exp(1/2) y 6 ~ U(0, 2) independientes. Defina las transformaciones

X = cos(6)VR
Y =sin(0)VR

Demuestre que la conjunta de estas transformaciones corresponde a una normal bivariada in-
dependiente.

Para este ejercicio utilizaremos una definicion alternativa del jacobiano, la cual dice que podemos

calcular el jacobiano sin calcular las inversas de las transformaciones Z(X,Y) y W(X,Y) via

=]
con
9z(x,y) Ow(x,y)
Ox Ox
|J*| = det
0z(x,y) Ow(x,y)
Oy Oy
en nuestro caso
ox(68,r) 9y(6,r)
o6 o6
|J*| = det
ox(8,r) 9y(8,r)
or or

206



entonces

36050 r 2sin(9 r
J*|:d6t669 ()JG; QNG
Ecos(@)\ﬁ Esin(@)\ﬁ
—sin(0)v/r  cos(0)y/r
= det 1
——=cos(6) —sm( )

2yr
= —%(sin2(9) + cos?(6))

de modo que
-1 _
= =(1/2) 7 =2
Ahora debemos encontrar las inversas. Pero note que solo debemos buscar la inversa de R, pues
la inversa de 6 no es necesario, ya que 6 es uniforme, y no hay que evaluar en nada. Entonces

X = cos()VR

Y = sin(0)VR
elevamos al cuadrado

X% = cos’(8)R

Y2 = sin’(8)R
sumamos hacia abajo

X2 +Y? = R(cos*(8) + sin*(6))
= R=X?>4Y?

el recorrido es facil, pues

—1<sin(6) <1
—\/r < sin(0)y/r < /r
0 <|sin(0)y/r| < /r

0< ‘sin(@)ﬁ’ <+Vr<oo

sin(G)\ﬁ‘ < 0
—00 < sin()y/r < o
—o0 <y <00

y de forma anéloga se obtiene que —oo < x < co0. Entonces reemplazamos todo lo necesario en
la conjunta

ey (x,y) =2 fr(x* + y*)fa(6(x, y))

1 7<x2§y2) 1
= —e " —
2 2
1 _(xzzyz)
—_ e
2
teniendo asi que
_E?)
e 2
fx,Y(X,)/)=72 , —00 < X,y <00
m

donde es facil ver que se puede factorizar de forma tal que sean dos normales independientes
(normales esténdar).
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11. Sea X ~ N(0,1) e Y ~ N(0, 1) independientes. Demostrar que W =

ficar sus parametros.

XY es Cauchy e identi-

Como solo nos entregan una transformacién, usamos una variable auxiliar conveniente, en este
caso podemos tomar Z = X 4+ Y. Reemplazando Z = X + Y en W, y procediendo de forma
analoga a todo lo visto, tenemos que

X=WZzZ Y=Z-WZ

Haciendo lo necesario se obtiene que|J| =|z|. Es facil ver que —oo < w, z < o0. Note que ahora
el jacobiano va en valor absoluto, pues tenemos valores negativos y positivos, en los ejemplos
anteriores siempre se tomaba la parte positiva ya que el recorrido era positivo.

La conjunta de W y Z esta dada por
fzw(z, w) =|J| fx(wz)f (z — wz)

reemplazamos todo lo necesario

2 2

(wz) (z—wz)

e

e~ 2

N N

—z2 —2w?Z? + 2wz?
2

2T

e
=lz|

Nos es factorizable, por lo cual no son independientes. Entonces

—22(1 +2ow? — 2w)

(o] 2 o0

fw(w) = %/ |z| e 2 dz

—00

—22(1 +2w? — 2w)
ze 2 dz

Para esta integral, hacemos

—22(1 +2w? — 2w) N du _
2 1+2w2 —2w

u= —zdz

Teniendo asi

1 0
v (w) = u
w(w) (1 +2w? — 2w) /,ooe du

N
7N
S5
NI ‘
Nl
N~
N
+
—_

Luego, W ~ Cauchy(3, 3)
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12. Sea X,Y id N(0,1). Encuentre la conjunta de las siguientes transformaciones

X1
Yi=—, Y2=|X
1= %, " |Xa]

Note que la transformacion Y, =|X3| no es inyectiva, por lo cual debemos usar Con

X

gri(x, x) =Y = 7; Y2 = g1(x, %) = Xa
X1

gio(x, %)=Y= Yz Yo = @21, %) = =Xz

haciendo los despejes respectivos tenemos

hi1=Y1Y2, ho=Ys
h1=-Y1Ys, hp=-Y;

calculamos los dos jacobianos correspondientes

9 9
A yiy2 an Y2 y» 0
FAES A 0 |= =y
v i 1
Bys yiye By Y2
9 _ 9 _
M yiy2 oy y2 -y, 0
| 2| = 5 5 = =|—ya|
- - - -1
Bys yiy2 Y Y2

la conjunta esta dada por
fvs (v y2) =1yel Iy (Vive, y2) +1=y2| fxy (=y1y2, —y2)

antes se seguir reemplazando, debemos encontrar el recorrido, para asi saber si efectivamente
aplica o no el valor absoluto. Para Y; tenemos

—00 < X1 < 00
—00 < X1 /32 < 00

—o0 < y1 <00
ahora Y5

—00 < Xp < 00
‘X2|<OO
0<y <0

como Yy, > 0, el jacobiano es positivo y son iguales. Entonces

fayva(v1, y2) =lyal fxy (viyz, y2) +|=y2l fxy (=y1y2, —y2)
= yofxy (y1y2, y2) + yafx,y (=y1y2, —y2)
= yofx(y1y2) iy (2) + Yafx(—=y1y2) i (—y2)

1 _ww? ) 1 _nw? _(w)?
=Yya5-€ 7 e 2 +yy—e e
2m 21
_ 2 ) o3
™

Yo _ 2 2
f%%()’lv)@):;e bele2 € R,y >0
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13. Sean U;, Uy y Us variables aleatorias independientes, con distribucion Uniforme[0,1]. Sean
Vi = Ui, Vb = Uiy y V3 = UUUs. Obtenga la densidad conjunta de Vi, Vo y V5 y la marginal
de V3.

Las inversas son

V2 V3
Ui=Wv, U=—= Us=—
1 1 2 Vi 3 v,
el jacobiano se calcula como sigue
0 0 J 0 /
— v —w/vy —w/v
6v1 ! 6v1 2/ 8v1 372 1 _V2/V12 0
0 0 0 1 1
=z — — =0 1 —v V2| = |—
| | 6V2 " 6v2 V2/V1 0v2 V3/V2 /VI V3/V2 ViVo ViVvo
0 0 0 /v
— v —Ww/vy —w/v
8V3 ! 6V3 2/ ! 6V3 3/ 2
ahora el recorrido
O<u<1
O<wny<l
O<uwm<l1
0 < u < g
O<wm<iy
O<us<1
0 < sy < oty
0<wz<w
juntando todo tenemos que
0<v<l, w<wn<y

lo que implica
O<wns<wm<yy<l
en la conjunta no hay que reemplazar nada, entonces

1

ViV

O<ws<wm<yy<l
fivavs (v, v2, v3) =

0 e.o.c

para obtener la marginal de V5, dentemos integrar respecto de v; y v», para esto notemos que

0<wz <1, v < v <1, vz <wm<l1l

entonces

1ol
fva (v :/ ——dvidv
v (v3) L) an e

(In(v3))?
2

asi tenemos

(In(vs))?

f\/3(V3): 5 , 0< V3<].
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4.4 Estadisticos de orden

Para n variables aleatorias Xj, ..., X,;, todas ellas definidas sobre un mismo espacio de probabilidad,
defina

X(ky = k — ésimo menor de Xi, ..., X,

asi tenemos
Xy = X@) < < X

El vector aleatorio (X(1), ..., X(n)) se llama estadistico de orden, donde X(4) es el k— ésimo orden, y
los ordenes extremos son

Xay = min{Xy, ..., Xpn}, X = max{Xy, ..., Xp}
Sean Xi, ..., X, id F. Entonces, para k =1, ..., n, se tiene que

k n
P ()= 3 (1) (P00~ F)

M(n+1) FO) —k
= 1—y)""d
r(/<)r(n+1—k)/0 v {L=y)Tdy
para el caso del minimo y del méximo tenemos
Fxy(x) =1—=[1—Fx(x)]" (35)
Fxy(x) = [Fx(x)]" (36)

Si Xy, ..., X, 9F , entonces la distribucion conjunta de X(1y y X(n) esta dada por,

_ Jaln = D(F(y) = F))" 2 F(n)f(x) x <y
fX(1),X(n)(va) Vo e0.C
La distribucién conjunta de X(;), X(j), con 1 < i < j < n, para el caso continuo estd dada por
n!

fx . xo (U, V) = — - - -

XX (U V) = GG =T = Mi(n =)
A partir de estos resultados, se define el rango y punto medio respectivamente como
X(n) + Xy

2

fix () ix (V) [Fx ()] T [Fx (v) = Fxx(u)/ 7ML = Fx (V)"

Rn=X(n) = X@), Ma=

4.4.1 Ejemplos
1. Sea X1, ... X, & U(0,0), 8 > 0. Encuentre la fdp del minimo y del maximo. Si 6 = 1, ;Que
distribucién reconoce?

Usando y tenemos que

% n
SR A
d nl. x]"*
ax o) =g 1= e]
r n—1
éfx(l)(x):ﬁ l—;] , 0<x<#o
X n
Fra) = 5]
d n[x]"*
ax 0 =75 M
n n—1
= F(,,)(X)=9|::| , 0<x<90



Note que el recorrido, es el mismo que la v.a original. Ahora, si 8 = 1 tenemos que
fx (x) = n(1 — )" 0<x<1

reorganicemos los terminos

Luego, X(1) ~ Beta(1, n).

Ahora el maximo
fxm (X) = "t 0<x<1

reorganicemos los terminos

X (x) = nx

Luego, X() ~ Beta(n,1).

2. Sea X1, Xz, ..., Xp i Exp(1). Determine la fdp del maximo. Y calcule su esperanza y varianza.

Usando , tenemos que

Fx,,(x)=[1-e>]"
d —_x1n—1
aFX(")(X):n[l—e " e
n—1

= fx,(x)=n[1—e>]" e, x>0

—X

Para calcular la esperanza, vamos a usar la formula (25, pero aplicada al mundo continuo.
Entonces

E(X(n) = /000 1—(1—e™)"dx

- Ooo 1- g (j) (e Y (~1)"Hdx
_ /Ooog <7>(e‘x)j(—1)j_1dx
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- Zl <;’> (—1y! /Ooo e dx
ST

lamentablemente esta expresion no tiene forma cerrada. Para la varianza utilizaremos la sigu-
iente formula

E(X?) = / 2x(1 — P(X > x))dx
0
entonces

E(X?) = /Ooo 2x(1 — (1 — e7)")dx

hacemos u=1—e*

x = —In(1—u),dx=(1—u)du
= /01 —2/n(1 — u)(1 — u)"(1 — u) " tdu
= —2/0 In(1—u)(1—u)"""du

n—1

Ao ()
2z< 1) In(1 — u)(—u) du
_QJ;( Jl) 1)’//n1—uufdu
R o[

- Hi<n11> (fl)liﬂil

j=0 i=1

nuevamente esto no tiene una forma cerrada. Reemplazando todo tenemos que

A5 () (£ (s

. Siguiendo con el ejercicio anterior, calcule el rango y punto medio esperado.

Nos piden E (X(,) — X(1y) v E (M) Del ejercicio anterior ya tenemos la esperanza del
maximo. Nos falta el minimo. Entonces

Fxo(x) =1-[1 = (1 —e)]"
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note que X1y ~ Exp(n), por lo cual E(X(1)) = 1/n. Entonces
E (X(m) = X)) = E(X(m) — E(X(v))
5 (’?)(_1)1—11, —1/n
=Ry J
el punto medio esperado

Xm + Xa1 1
E (()2()> = 5 (EXw) + EXw))

= % S ('.')(—w'—ljl_ +1/n

=

4. Sea Xi, X», ..., X, variables aleatorias continuas independientes e idénticamente distribuidas.
Defina X(1) = min(X1, X2, ..., Xn) y X(ny = max(X1, X2, ..., X»). Encuentre la funciéon de dis-
tribucién acumulada de X(1) y X(n), asf como también su funcién de densidad.

Fxu(x) = P(X(1) < x)
= P(min(X1, Xz, ..., Xp) < x)
=1— P(min(X1, X2, ..., X;) > x)
Si el minimo es mayor que x,
entonces todos los x; son > x
=1-P(Xy, X2, ..., Xp > x)
=1-P(X1 > x)P(X2 > x)--- P(X, > x)
=1-[P(X1>x)]"
—1—[1— P(Xs < X)]"
Fx(x) =1—[1 = Fx,(x)]"
i (X) = 0L = Fx, ()], (x)
Recordar que son iid, por lo cual da igual si se toma X3 o X;. Ahora la distribucién del méximo.
Fx((x) = P(X(n) < x)
= P(max(X1, X2, ..., Xp) < x)
Si el maximo es menor que x,
entonces todos los x; son < x
= P(X1, X2, ..., Xpn < x)
= P(X1 < x)P(Xy < x)--- P(X, < x)
Fx(y (x) = [Fx,(x)]"
P (%) = n[Fx, ()" iy (x)

5. Encuentre la conjunta de X1y, X(ny. Hint: Fxy(x,y) = Fy(y) = P(X > x,Y <)

Para esto pensemos lo siguiente, si X7, X», ..., X, ~ F son v.a.s continuas iid, entonces al menos
un X; es mayor o igual al minimo, y al menos un X; es igual o menor al maximo, entonces sea
X = Xu) yY = X(n), usando el Hint tenemos

FX(l).X(n)(X'y) = FX(n)(Y) - 'D(X(l) > XvX(n) < y)
= Fx,,(¥) = P(X@) > x, X(n) < y)

acéd tenemos dos casos. Si x <y, entonces el maximo no es mas chico que y, por lo cual

Fxuy X (X, ¥) = Fx,(y) = 0= (F(y))"
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en otro caso, si x < y, entonces efectivamente el minimo es mas grande que x, y el maximo es
mas pequeno que y

FX(1)VX(n)(XrY) = FX(n)(Y) - P(X(l) > X,X(,,) <vy)
= Fxp,(¥) = Px < Xi <y, x<Xa<y,..x < X, <y)

= (FO)" =[] Px < Xi <y)

=(F()" - ﬂ F(y) - F(x)

=(F)" = (F(y) = F(x)"

de modo que la acumulada es

e oy~ JEOD = (FO) = FOO)" x <y
B () x>y

derivando obtenemos
_fn(n=1)(F(y) = F())"?f(0)f(x) x <y
fX(l)rX(n)(X' y)=

0 e.o.c

6. Suponga una muestra aleatoria de tamafio n desde X ~ U(0,1). Obtenga la distribucion con-
junta de R (rango) y M (rango medio).

Utilizando el ejercicio anterior y considerando Xi, ..., X, ~ U(0, 1) tenemos que la conjunta de
X(n), X(l) es

n(n — 1)[X(,,) — X(l)]"f2 0 <xa) <xm <1
fX(1),X(n) (X(l)vX(n)) = {0 co.c
recordar que al tener una uniforme(0, 1) tenemos que F = Fx(x) = x y f = fx(x) = 1 para
0<x<L

Ahora, nos interesa la transformacion R = X, — Xq) y M = M Despejamos lo corre-
spondiente
R =X — Xw
2M = X(,,) + X(l)
Si sumamos hacia abajo y despejamos todo, tenemos que
R+2M
X =
(n) 2
2M - R
X =3
El jacobiano es
-1/2 1
uI=| 72 1=
X+ X

Ahora necesitamos el recorrido. Sea r = X — X1y y m = >

Sabemos que x(n) < X(1), X(n) < 1y x1) > 0, entonces

X(n) = X(1) < X(n)
0< X(n) — X1) < X(n) < 1



Ahora

recordando lo que tenemos se tiene

X(n) + X
2

X(n) T X +X1) — X

2

X(n) — X + X + X

2
r—+ 2X(1)
2

nuevamente recordando lo que tenemos se tiene

Teniendo asi

Entonces la conjunta esta dada por

fR'/\//(I’, m) =

n(n—1)
0

r+2m 2m—r""

X(n)<1
2X(,,)<2
2x(,,)—r<2—r
2x(n)—r< 2—r

2 2

2

2
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7. Encuentre la distribuciéon marginal del rango y rango medio en el ejercicio anterior

Para el rango tenemos

2

1—-r/2 - n—
fR(r):/ n(n—1) [r—|—2m _2amor dm
r/2

Luego, R ~ Beta(n —1,2).

Para encontrar la marginal de M, debemos dar vuelta los intervalos, de modo que se tiene

2m  2m—r]"?
n(n—1)[r+2m— m2 r] 0<m<1/2,0<r<2m

fR,M(rr m) =

2 o'm— n—2
reem_ m2 r] 1/2<m<1,0<r<2-2m

n(n—l)[ >

0 e.o.c

de modo que si m € (0,1/2) tenemos

2m
fm(m) = /0 n(n—1)r""2dr

= n(2m)"*
sime (1/2,1) tenemos
2—-2m
= / (n—1)r"" 2dr
=n(2-2m)""
tenemos entonces
n(2m)"* 0<m<1/2
fM(m) = n—1
n(2 —2m) 1/2<m<1

8. Sea Xi, X», ..., X, una muestra aleatoria (iid) de una distribuciéon con fdp dada por
fx(x)=e 9 x>0

con 6 > 0. Muestre que Y = 2n(X(1) — 6) ~ xé).

Para esto podemos ir desarrollando poco a poco. Primero encontremos la fdp de X(1). Podemos
usar , pero primero debemos encontrar la acumulada, entonces

Fx(x) = / e Oy =1—x
0
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reemplazamos
Fxgp =1—[1—(1—e)"
— 1 _ en(efx)

n0—x) x> 9

fx(l) (X) = ne
ahora si podemos hacer la transformaciéon pedida. Entonces

P(Y <y)=P(2n(Xq) —0) <y)

=P (X(1) < y—gin@)
Fy(y) = Fxg <y z§n9>
f(y) = %fx(l) <y Z§n0>

— %en(e—%)

— %eyﬂ

- 22/2r1(2/2)y Vel

para el I“EBCOI“I“idO7 tenemos que X(1) S (9, OO), entonces
Y =2n(6 —6) =0
Y= lim 2n(X(1) — 9) =0

X(1)—00

luego, y > 0. Finalmente tenemos

A (y) 22 1oy >0

= 22721(2/2)”
donde claramente Y ~ X€2)~

9. Sean X1, X, variables aleatorias con fdp conjunta dada por

dx1x0 0< x1,% <1

0 e.o.c

fx (X1, %) = {

(a) Sea R = X(2) — X(1), donde X(2) = max{Xy, X2} y X1y = min{X1, X2}. Calcule E(R)
(b) Sea Yy = —In(X1), Yo = —In(X3). Encuentre la fdp conjunta de Y7, Y>
(¢) En (b), pruebe que —/n(X1X3) ~ Gamma(2, 2)

Primero calculemos las marginales.

1
le(Xl):/ 4X1X2dX2
0

= 2X1

1
fxz(xz):/ 4x1x0dxq
0

= 2X2

Notamos que son independientes e idénticamente distribuidas.
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(a) Usamos propiedades de esperanza

E(X@) — X)) = E(X@2)) — E(X(1))

Esto recae en calcular la esperanza del méaximo y del minimo. Recordando la formula de
estos, calculamos directamente. (Por notacion usemos Z = X(1) y W = X(2)).

E(Z) = /01 4z(1 — 2%)zdz
8

15
1

E(W) :/ 4z7%dz
0

ol

Entonces

E(X2) — X)) = E(X2)) — E(X())

_4_ 8
5 15
_ 20
15

(b) Como Xj, X» son iid, podemos hacer la transformacion por separado. Basta con encontrar
la distribucién de Y;, pues la de Y5 sera la misma, entonces

P(Y1 < y1) = P(—In(X1) < y1)
=P(X1 >e™)
=1-P(X1<e™)

Fry(y1) =1—=Fx,(e™)
fr(y1) = e (e7™)
=2~

Luego, la conjunta de Y7, Y, es

2e712e™? 0< y1, ¥ <00

0 e.o.c

vy y2) = {
Tenemos que Yi, Ya “ Exp(2).
(¢) Definamos Z = —/n(X1X2). Note que

Z = —/n(Xl) — /n(Xg)
= —/In(X1) + —In(X?)
=Y1+Y2

Pero Y; ~ Exp(2), por lo cual Z ~ Gamma(2,2).
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10. Sea X1, X» i Geo(p), pruebe que el rango y el minimo son independientes.

Para esto definamos las v.a.s
U:min(Xl,Xg), V:X1—X2

es claro que el recorrido de U es u = 1,2, 3, ..., mientras que el de V es v = 0,+1,£2,.... A
partir de esto, tenemos tres casos. Vamos analizando cada uno

e V >0, es decir, X1 > X5
En base a esto, note que U va ir cambiando, en este caso el minimo es X5, entonces
puv(u,v)=PU=uV =v)
=P(Xa=u, X1 —Xa=V)
=PXo=u,Xi—u=v)
=P(Xo=u X1 =v+u)
= P(Xy =u)P(X1 =v+u)
= p(1—p)“tp(1—p) et
— p?(1 — p)2utv?
e V <0, es decir, X; < X»
En este caso tenemos que el minimo es X7, entonces
puv(u, v) =PU=uV =y
(Xi=u,X1—Xa=v)
P(X1 =u,u—Xy=v)
P(Xi=u,Xo=u—v)
P(X;i=u)P(Xy =u—v)
= (1 p) ' tp(l—p)e
pA(1 — p)2uv—2

e V =0, esto es que X; = X5, osea

puv(u,0)=PU=uV =0)

teniendo en cuenta todo lo anterior, podemos escribir la conjunta como
fuv(u,v) = p*(1—p)=2 u=1,2,3,.;v=0=+1,+2, ..
note que
fuv(u,v)=p*(1—p)-(1-p)"2 u=1,23,.;v=0=+1+2 .

luego, como es factorizable, y el producto cartesiano de los recorridos calza, se tiene que U,V
son independientes.

11. Sea Xy, Xo, ..., X, id Exp(\) Encuentre la distribucion del minimo.

Usando (35 tenemos

fxy = mMhe (1 — (1 — e ™)1

—Ax ef)\x(nfl)

@
= nl\e
fx(l) =me M, x>0

Luego, X(1) ~ Exp(nX)
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12. Ahora considere X; ~ Exp()) y X2 ~ Exp(u) independientes. Encuentre la distribucion del
minimo.

Para esto procederemos de forma intuitiva, como en el ejercicio 4.

FXu)(X) = 'D(X(l) < X)
= P(min(X1, X2) < x)
=1— P(P(min(Xy, X2) > x)
=1- P(X1 > X)P(Xz > X)
=1—(1-P(X1 <x))(1-P(X2<x))
=1—e e Hx

() = A+ p)e O x>0

Luego, X(1) ~ Exp(A + ).

Queda como propuesta para el lector ver el caso general, es decir, encontrar la distribucién del
minimo cuando Xi, Xa, ..., X, ~ Exp(};), para i = 1,2,3,..., n. Esto es cuando cada v.a tiene
un parametro diferente.

13. Sea Xi, ..., X, i Exp(1). Muestre que el rango y el minimo son independientes.

Para esto podemos usar , con i =1y j = n, ya que nos interesa el rango y el minimo.
Reemplazando todo lo necesario tenemos que

Xy X (X1 ¥) = n(n —1)e e (e — e )2, 0<x<y<oo

Nos interesa las transformaciones
U=Xwm —Xa, V=X
las inversas son

Xy =V
X(,,) =U+V

el jacobiano es|J| = 1. El lector puede darse cuenta facilmente de que
Ue (0,00), Ve€(000)
reemplazando todo en la conjunta tenemos

fU’\/(U, V) = fX(1),X(n)(V1 u—+ v)

= n(n— 1)e_"e_(“+")(e—" — e—(U+V))n—2
)
)

— n(n -1 ef2v7uefv(nf2)(1 . efu)nf2

fuv(u,v)=(n—1)e “(1—e“)"2ne ", u,v>0

calculamos las marginales
fu(u) = / (n—1)e (1 —e )" 2ne ""dv=(n—1)e ¥(1 — e ¥)"2
0

fo(v) = / (n—1)e="(1— e~%)"2ne=Y"dy = ne=""
0

donde claramente se tiene que fy v (u, v) = fy(u)f/(v), por lo cual son independientes.
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4.5 Distribuciones condicionales

Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto o continuo, con fmp (c.d.) o fdp (c.c.) conjunta fxy(x,y)y
fmp’s (c.d.) o fdp’s (c.c.) marginales fx(x) y fy(y). La fmp (c.d.) o fdp (c.c.) condicional de Y dado
X = x se define como

fx.v (X, y)
frix=x(y) = fx (x)
0 e.o.c

fx(X) >0

de manera analoga se tiene que la condicional de X dado Y =y es

fxy=y(x) = fr(y)
0 e.o.c

fy(y) >0

en algunos casos se utiliza la notacion f(y|x) o f(x|y) respectivamente.
En base a la definicion se tiene que

o fxy(x,y) = frix=x(¥)fx(x)
o fxy(x,y) = fxjy=y (x)fr(y)

e Si X,Y son independientes, entonces fy|x—x(y) = v (y) v fxjy=y(¥) = fx(x)

PY =y)=) P(X=xY=y)=> P(Y|X=x)P(X=x)

e P(X=x)=) P(X=xY=y)=) PXY=yPY=y)

La esperanza condicional de Y dado X = x, provisto que exista, se define como

Z ypyix(x, y) caso discreto
E(Y|X =x) =" (38)

/ ypy|x(x,y)dy  caso continuo

Rec(Y)
en general tenemos

Z g(y)pvix(x.y) caso discreto

€R
E(g(Y)[X =x) =<

/ g(y)pvix(x,y)dy caso continuo
Rec(Y)

Una propiedad muy importante es la esperanza iterada, la cual se define como
E(X) = E[E(X|Y = y)]

La esperanza condicional posee (condicionalmente) todas las propiedades de la esperanza ordinaria,
ya que es la media de la distribucién condicional. A continuacién se enuncian so6lo algunas de estas
propiedades

o E(aY + b|X =x)=aE(Y|X =x)+b

o B(g(X,Y)IX = x) = E(g(x,Y)IX = x)

o B(g(X)h(Y)) = Elg(X)E(h(Y)|X)]

e Si X,Y son independientes entonces E(X|Y = y) = E(X) y E(Y|X = x) = E(Y)
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Tal como la media condicional, la varianza condicional es simplemente la varianza de la distribucion
condicional como se define a continuacién; por ende también satisface todas las propiedades de la
varianza ordinaria

Z(y —E(Y|X = X))2PY|X(X,Y) caso discreto

Var(Y|X = x) = {7

/ (v = E(Y|X = x))?py|x(x,y)dy caso continuo
Rec(Y)
Otra propiedad importante es la varianza iterada, la cual se define como
Var(X) = E[Var(X|Y = y)] + Var[E(X]Y = y)]
4.5.1 Ejemplos

1. Sean X e Y variables aleatorias continuas con fdp conjunta dada por,

2 x,y>0x+y<1
0 eo.c

fxy(x.y) _{

Encuentre las distribuciones condicionales Y|X = xy X|Y = y.

Para esto es muy importante tener cuidado con los recorridos. Primero calculemos fy|x—(y).
Para esto necesitamos fx(x), pues

fxy(x,y)
fx (x)

de la conjunta tenemos que x +y < 1, es decir, y <1 —x y x,y > 0, esta regiéon corresponde a

frix=x(¥) =

-0:5

asi tenemos x € (0,1) y y € (0,1 — x), de modo que la marginal de X es

&U}—A_%My—ﬂl—ﬂ

entonces la condicional es

f, 2 1
frix=x(¥) = xy (x,y) =1 0<y<l-x

A(x)  20-x) 1-

acd x € (0,1). Note que Y|X =x ~ U(0,1 — x).
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Para la condicional fxjy—,(x) necesitamos la marginal de Y. Podemos graficar nuevamente el
recorrido, teniendo

—0:5

teniendo asi y € (0,1) y x € (0,1 — y), de modo que la marginal de y es

fr(y) = /0 2dx = 2(1-y)

la condicional es

f; , 2 1
fxly=y(x) = xy (. y) _ = , 0<x<l—y

f(y) 2(1-y) 1-y

acd y € (0,1). Note que X|Y =y ~U(0,1 —y).

. En los casos anteriores calcule las esperanzas de las distribuciones condicionales.

Note que como ya sabemos su distribucién esto es facil. Usando este argumento tenemos

1—

E(Y|X = x) = 2X

1—y

B(X)Y =y) = —7

usando la definicion (38]) tenemos
1—x

1 1—x

E(Y|X =x) = dy =
X =x= [y =5
1=y 1 1—y

E(X|)Y =y) = dy =
e A e

. Sea X|Y =y ~ Bin(y, p). Determine E(X|Y =y)y Var(X|Y =y)

Como sabemos que X|Y =y ~ Bin(y, p) tenemos que

E(X[Y =y)=yp
Var(X|Y =y) =yp(1 - p)
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4. Muestre que E(X) = E[E(X|Y = y)].
Para esto vamos a usar un par de trucos. Vamos a demostrarlo en el caso continuo.
[ee] o0
E(X) = / / xfxy(x,y)dydx
—00 —00
[ee] o0
= / / xfx|y=y (X)fy (y)dydx
—oo J —oo
[ee] o0
= / / xfx|y=y (X)fy (y)dxdy
—oo J —oo
[ee]

=[ E(X]Y = y)fy(y)dy

= E[E(X]Y = y)]

5. Sea X|P ~ Bin(n, P) y P ~ Beta(a, §). Calcular la esperanza y varianza de X.
Para esto usamos esperanza y varianza iterada.

o
a+p

E(X) = E[E(X|P)] = E(nP) = nE(P) = n

ahora la varianza
Var(X) =E(Var(X|P)) + Var(E(X|P))
(nP(1 — P))+ Var(nP)
(nP — nP?) + n*Var(P)
ap
(¢ +B)(a+B+1)

—n (a i 5~ Var(P) +E(P)2]> +

= n(E(P) — E(P?)) + n?

af
(a+B)(a+B+1)

o a aB B a 2 aB
B <cx—|—,3 (a+B)(a+B+1) <a+ﬁ>)+ (a+B)(a+B+1)

6. Sea, X,Y variables aleatorias. Suponga que se sabe que Y|X = x ~ Bin(x,p) y X ~ P(X).
Muestre que
E(XY) — E(X)E(Y)
Var(X)Var(Y)

= VP

Solo buscamos lo necesario.

E(Y) = E(E(Y]X))
= E(pX)
= pE(X)
— pA
=\p
ahora la varianza
Var(Y) =E(Var(Y|X)) + Var(E(Y|X)
=E(Xp(1 - p)) + Var(Xp)
= p(1 — p)E(X) + p*A
= p(1—p)A+p°X
—\p
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Ahora reemplazamos todo.

7. El namero de personas (N) por dia que entra a un supermercado distribuye P(X). Sean X1, ...
las cantidades gastadas por cada una de las N personas que ingreso al supermercado durante un
determinado dfa, las cuales distribuyen U(0, 6), 8 > 0. Suponga que N y X1, .., Xy son variables
aleatorias independientes. Encuentre la media y la varianza del ingreso total del supermercado

durante un dia.

Definamos Y la v.a del ingreso total del supermercado durante un dia. Note que el gasto de
una persona corresponde a X;, y como nos interesa los gastos de las N personas, debemos
sumar. Ademés note que esta suma esta condicionada segin el numero de clientes que llego al

supermercado. Esto es

E(XY) = E(E(XY|X))
= E(XE(Y|X))
= E(XXp)
= pE(X?)
— p(Var(X) + E(X)?)
=p(A+X%)

E(XY) —E(X)E(Y)  p(A+X2) —Xxp
Var(X)Var(Y)  /A0w)
_pPAt pA2 — X?p
VA%p
2
W
p

\/f)
= VP

con N ~ P(X\) y X; ~ U(0,8). Ahora calculamos lo pedido

note que tenfamos N = n, por eso la suma llega hasta n, y luego pasa a ser una v.a.

E(Y) = E (E(Y|N = n))

N
=E[E[D_XiN=n
i=1

—E|E ix,-
i=1

= E (nE(X1))
=E(nd/2)
0

= SE(N)

0
2
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Var(Y)=E(Var(Y|N = n)) + Var(E(Y|N = n))

N

6

=E[Var (Y XiN=n +Var<n2)
i=1

n
=E | Var ZX,- +Var(Ng>
i=1

92
=E(nVar(X1)) + 2f2Var(N)

62 62
= (n12> + ?Var(N)
62 62

= EE(N) + §Var(N)

02 6
= A+ =\
e

2
8. Sea X,Y ~ N, ((ZX> , <cr;< 0@)). Encuentre la distribucién condicional de Y|X = x.
Y Y

Este ejemplo puede salir directo usando la definicion de distribucion condicional, pero vamos a
proceder de una manera un tanto mas sencilla, pero truquero. Es posible mostrar que existen
Z1, Z> normales estandar v.a independientes tales que

X =o0x2Z1+ ux
Y =oy(pZi + V1 - p?22) + py

teniendo esto en consideracién, tenemos que
E(Y|X = x) =E(oy(pZ1 + V1 — p222) + py|X = x)

X _
=E (ay <p GX#X +41 —p222> +uy|X = X)

=F ((TY <pX ;XNX +1- P222> + MY)
_ X~ Kx 2
=oyp + V1= p?E(Z2) + py

ox
X = KX
X

=oyp + By

ahora la varianza
Var(Y|X = x) =Var(oy(pZ1 + V1 — p?Z2) + py|X = x)

X _
=Var <0y <p Bx V1— p2Zg> +py|X = x)
X

g

=Var (Uy <pX —kx + 11— p222> + ILY>

= oy (V1 - p?)?Var(Zs)
=oy(1-p%)

Luego, tenemos que Y| X = x ~ N(ayp% + py, 02 (1 - p?))

227



9. Sean X,Y variables aleatorias con funcién de densidad conjunta dada por

277 x>0,y >x
0 e.o.c

fxy(x.y) = {

(a) Calcule P(X > 1|Y = 1.5)
(b) Calcule E(e=X)

(c) Calcule E(E(e=%|Y))

(a)

a) Para esto debemos encontrar la condicional f(X|Y = 1.5), entonces

fX’y(X, 1.5)

XY =15) = XF0

Note que para encontrar fy(y) debemos voltear el intervalo, pues el recorrido original
tenemos y > x, El recorrido conjunto es

Calculamos la inversa de y = x, obteniendo x = y.
Dibujamos la nueva regiéon
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De modo que y € (0,0) v x € (0, y), entonces
y
fr(y) :/ 2e 7 Vdx
0
=2 (—e‘zy + e_y>
Luego,
fr(y) :2<—e_2y+e_y> ,0<y<oo

Ahora si podemos calcular la condicional, entonces

fX y(X, 15)
(XY =15)= =———=
(X ) % (15)
2e7x715
T 2(—e 215y e 15)
efxflﬁ
T (e 3+e 19
Tenemos entonces
e7x715
Ahora si podemos calcular lo pedido
1.5 e—x—15
P(X >1lY =1.5) = ——d
(X >1] ) /1 (Ce3 te15) "

= 0.18629

(b) Esto se puede hacer de dos maneras.

E(e_x)/ / e 2e* Ydydx
¢ =
:/ 2e e *dx
0
o0
=2 / e3*dx
0

2

3

La otra manera es marginalizando X, de modo que al tener fx(x) calcular la esperanza es
directo. Queda como propuesto chequear esto.

(c) Note que por esperanza iterada tenemos
E(e™) = E(E(e |Y))
Por lo cual

B((eX|Y)) = 5

Otra manera es calcular de adentro hacia afuera

E(e—X|Y):/e—Xf(X\Y)dx
X
y 2efx7y
fr— 7X—d
/o T 2(emre)
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e —1
- 2ev(ev —1)
e +1
2eY

e +1
E(e X|Y) =
(eXYV) = =

E(E(eX|Y)) = E (ey + 1)

2eY

eV +1
=E
(2ey

e¥ + 1 _oy _y
/ ey —e 7V +e ) dy
_2
3

10. Sea X1, X, variables aleatorias tales que
X1~ N(0,1) y Xa|X1 = x1 ~ N(px1,1 — p?), donde |p| < 1
Encuentre la media y varianza de X,. ;Se puede determinar la correlacion entre X; y X7

La esperanza
E(Xz) = E[E(X2|X1)]
= E(pX1)
= pE(X1)
=p-0
=0

ahora la varianza

Var(X3) = Var(E(Xa2|X1) + E(Var(Xz2| X1))
= Var(pX1) + E(1 — p?)
=p*Var(X1)) +1—p°
=p?-1+1-p°
=1

Ahora veamos si se puede determinar la correlaciéon. Para esto basta con encontrar la covarianza,
pues las varianzas ya las tenemos.

COV(Xl, X2) =E X1X2) (Xl)E(Xz)

(

= E(E(X1X2[X1)) —0-0
= E(X1E(X2|X1))
= E(X1pX1)
= E(pX})
=p (Xl)
—p (Var(Xl) - E(Xl)z)
—p-1

0

Por lo tanto, si se puede terminar la correlaciéon entre X; y Xo.
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11. Sea X|Y ~ Bin(n,Y), donde Y ~ U0, 1]. Encuentre como distribuye X.

Esto se calcula como sigue

fxiy(x,y) = &g/((j/)y)

(V) vy (x,y) = fxy(x,y)
fxy(x,y) = (y)fxy(x, ¥)

/ oy (x, y)dy = / o (9) By (. )dy
Rec(Y)

Rec(Y)

w0 = [ 1 (7)o

Nt
— X(1 — y)"—*d
<X>~£ y*(L=y)"dy
n ' 1)-1 1)-1
= ( > yUATH L — )t D=1y
X/ Jo
:<68@+Ln—x+nx:QLan
X
M\ T(x+1)F(n—x+1)
C\x)T(x+1+n—x+1)
B n! (x+1-1)(n—x+1-1)!
~ xI(n—x)! (n+2-1)!
1
= =0,1,..
n+1'X 0,1,...n

X ~ Unif{0,1, ..., n}

12. Sea X,Y variables aleatorias independientes con distribucién exponencial de parametro A y p
respectivamente. Calcule P(X > Y).

Esto se puede calcular de la siguiente forma
P(X>YY =y)

P(Y =y)
PX>Y,Y=y)=P(X>Y|Y =y)P(Y =y)

/ mx>xyzmw:/ P(X >Y[Y =y)P(Y = y)dy
Rec(Y) Rec(Y)

P(X>YY =y)=

P(X>Y)= /000 P(X >Y|Y =y)i(y)dy

X,Y son independientes

= [ P> i)y
0

:/ e*ykp,e*"ydy
0

(e 9)
:M/ e YOt gy
0

[ —y(x
- A+ p)e YO g
+a o (A + ) y

-k
A4 u
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13. Suponga que la cantidad de tornillos fundidos por una fabrica X y la temperatura a cual se
funden Y es una variable aleatoria bivariada con distribucién conjunta

21
f(x,y):Tx2y, six?<y<1

(a) Calcule las distribuciones marginales de los tornillos fundidos y la temperatura a cual se
funden

(b) Encuentre la distribucion de la cantidad de tornillos fundidos dado que la temperatura a
la cual se funden es fija

(c) Calcule E(X2)Y =1/2)

(a) Nos piden encontrar fx(x) y fy(y). Primero dibujemos el recorrido de las v.a.s. Note que
tenemos

xX*<y<1

Podemos dibujar las dos funciones, y asi encontrar el recorrido de X.

y

N y
|

-1 -05 0 0!5 1 X

de acé tenemos que x € [—1,1]. Entonces note que el intervalo numérico es x, por lo cual
primero podemos calcular fx(x), ya que para calcular fy(y) debemos tener el intervalo
numérico en y. Note que calcularemos fx(x), por lo cual debemos integrar respecto de y,
e y va entre las funciones dibujadas. Entonces

1
21
fx(x) = / —xCydy
2 4
21 , 4
= — 17
(1)
Luego,
21 , 4 .
fx(X):gx(l—X), si —1<x<1

Ahora, queremos encontrar fy(y), para esto x debe variar entre funciones, lo que es equiv-
alente a dar vuelta el intervalo anterior (el de la imagen).

Para hacer esto calculamos las inversas de las funciones
y=1=y=1
y = X2 = x= £y

Dibujamos estas funciones, y recordamos el area del dibujo anterior, de modo que ahora
tenemos los ejes volteados de la siguiente manera
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De aca tenemos que —,/y < x < ,/y e y € [0,1]. Entonces

Luego,

(b) Nos piden f(X|Y = y). Por definicién

Luego,

fxy(x,y)

fr(y)
_ Ay

Ty5/2
_ 3x2

Zy%

FIXIY =y) =

3x? .
f(X|Y:y):2y—%, si—y <x<\y

(¢) Podemos utilizar lo anterior

E(X2|Y =1/2) = /xzf(X|Y =1/2)dx

/V 1/2 , 3x2
= X*————dx
-1z 2-(1/2):
_3

10
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14. El ntimero de bacterias Y por m® en un estanque decantador sigue una distribucion de Poisson(X),

donde X corresponde a la tasa de descarga de un emisario. Registros histéricos indican que la
tasa, X , se comporta de manera aleatoria regida por una distribucion Gamma(k,v) con v > 0
y ke N.
(a) Determine la funciéon de distribucién de probabilidad del niimero de bacterias por m3.
(,Qué modelo reconoce? Identifique sus parametros
(b) Determine la distribuciéon condicional de la tasa de descarga condicional al nimero de
bacterias por m®;Qué modelo reconoce? Identifique sus parametros

Del enunciado tenemos que Y|X ~ P(X), con X ~ Gammal(k, v)
(a) Esto se calcula como sigue

fxy(x,y)
fx(X)
fxy(x,y) =fix(x,y)k(y)

| mlende= [ fxxomiy)dx
Rec(X) Rec(X)
R Y e—X l/ka_le_UX
PlY=y)= / dx
A AT ()

k oo
— Xy+k—1e—x(1/+1)dx
ﬂ(ﬂ/

frix(x,y) =

d
vk 1
g VR
Ky + k —1)! 1
ik = 1)U (v + L)y+k

_<y+k—1> vk
U+ 1)tk
P () ()
k v+1 ) v+1 ,
<y:k1> (uil) <1v~vkl>

Luego, Y ~ BinNeg (k, u+1)

(b) Para esto solo reemplazamos

iy (x,y) =

fr(y)
e XxY kak—lefux
y! (k)

B (V+ 1)y+kxy+k—1e—x(1/+1)
My + k)

Luego, X|Y =y ~ Gamma(y + k,v + 1)
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4.6 Ejercicios del capitulo

1. Sea X,Y v.a con funcion de densidad dada por

fxy(x,y)= exy?], 0<x<1l,0<y< x1/4
Encuentre el valor de ¢, la distribucion condicional de X|Y = y y su fda.
El valor de c es facil, pues buscamos que integre 1 en todo el recorrido. Entonces

1 x1/4 c
3
dydx = —
/0 </0 cxy-ayax 12

como esto debe ser igual a 1 tenemos que

c=12

Para la condicional, note que necesitamos la marginal de Y, pero originalmente Y va entre
funciones, por lo cual debemos arreglar esto. El recorrido original es
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Calculamos la marginal de Y

Ahora la condicional

12xy3
bav=r0) = g0 )
2x
fx|y:y(X) 1 y8’ y4 <x<1

Finalmente la acumulada

2. Sea X,Y dos v.a.s tales que Y|X = x ~ Exp(x) y X ~ Exp(2).

(a) Encuentre la fdp de Y
(b) Calcule P(Y < X)
(c¢) Calcule la generadora de momentos de Z = XY y deduzca su distribucion
(a) Esto se obtiene de la siguiente manera
fx.v (X, ¥)
fA —x = V77
Y| X= (.y) fX (X)

fxy(x.y) = ix(x)fyix=x(y)

/ fxy(x,y)dx = / fx (x) frx=x(y)dx
Rec(X) Rec(X)

fr(y) :/0 2e > xe ™ dx

[ee]
= 2/ xe XtY) gx
0

1 o0
=2—— x(2 4+ y)e @) gx
2+y% (2+y)

1
— 2~ R(Exp(2
1y (Exp(2+y))

asi tenemos que

(b) Esto es directo



(o]
= 72/ e~y
0
oo
e/ e—x 2_ox— ldX
0
o0
= 2e/ e~ (+1)°
0
(x4
=1-2e e 2/2
0
(x+1)2
= 1—2e/ e 20/vV2dx
0

—1 —2e\/m/o We—ﬁ% dx

—1-2e/TP(W >0), W~ N(-1(1/v2)?)
_1—2efP< (1)>0(1)>

| |
|\>

1//2 1/v2

=1 - 2ey/7(1 - &(v2))
= 0.2421278

(c) Para esto vamos a usar esperanza condicional.

E(eXY) = E(E[e™XY |X = x])

esta ultima es la funcién generadora de momentos de una exponencial de parametro 1, por
lo cual

XY ~ Exp(1)

3. Datos de la Encuesta Nacional de Salud, muestran que en Hombres, la edad X (en afos) y el
nivel de colesterol Y (en mg/dL) se comportan segin una

No(px =42, py = 191, 0% = 182, 02 = 452, p = 0.36)

;Cual es la probabilidad que un Hombre de 40 anos tenga un nivel de colesterol mayor a los
190 mg/dL?

Nos piden P(Y > 190|X = 40). Por el ejemplo (8) tenemos
Y|X = 40 ~ N(189.2, 1762.56)
Entonces

P(Y > 190|X = 40) = 1 — P(Y < 190|X = 40)

1_6 (190 — 189.2)
1792.56
= 0.5019005
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4. Segun el informe publicado por la Superintendencia de Pensiones, el 87% de los afiliados al
sistema de AFP han retirado el 10% de sus fondos de pensiones. El senado el segundo retiro de
10% AFP. Al consultarle a un experto en encuestas, este seniala que la intencion de un afiliado
a realizar el segundo retiro, es una variable aleatoria Y, cuya distribuciéon varia dependiendo de
si retiro o no en la primera instancia. Mas especificamente, establece que si X es una variable
aleatoria Bernoulli, que representa si el afiliado realizo o no el primer retiro del 10% de AFP,
entonces la densidad de Y condicionada al valor X = x, puede ser modelada por

frix(x,y) =(x+1)(x+2)y*(1-y),0<y <1
(a) Si un afiliado realizo el primer retiro del 10%. Calcule la probabilidad de que la intencion
de realizar un segundo retiro sea mayor a un 80%.

(b) Calcule el valor esperado de Y
Tenemos que X es Bernoulli, en este caso es un si, si el afiliado realiz6 el primer retiro (x = 1),
y un no, si no realizé el primer retiro (x = 0).

(a) Nos piden P(Y > 0.8|X = 1). Reemplazando con x =1 en la condicional, tenemos que

1

P(Y > 08X = 1) = /08(1 1)1+ 2)y(1 — y)dy

= 0.104

(b) Usamos esperanza iterada
E(Y) = E(E(Y|X))

Calculamos lo de adentro primero
1
B(YIX) = [ y(xo+ 1xc+ 2y (1= y)dy
0
1
— (0 2) [y y)dy
0

1
— (oD 2) [ YDy iy
0

=(x+1)(x+2)B(x+2,2)
:(x+1)(x—|—2)r()r<(;t_2|_)£§2)
x+1

x+3

Ahora, del enunciado tenemos que X ~ Bernoulli(0.87), entonces
E(Y) = E(E(Y|X))
X+1
: (Xi3)
= i X+ 1 *(1—0.87)1
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5. Sea p (0 < p < 1) la probabilidad de obtener cara al lanzar una moneda al aire. Sea X el
ntmero de caras en n lanzamientos independientes de esta moneda. Dado X = x, la misma
moneda se lanza n veces en forma independiente. Sea Y el namero de caras obtenidas en este
segundo proceso, y sea Z el numero (total) de caras obtenidas en ambos procesos.

Obtenga la distribuciéon del numero total de caras al final de este experimento.

Sea X e Y el numero de caras obtenidas en el primer y segundo lanzamiento respectivamente.
En base al enunciado tenemos que X ~ Bin(n, p) y Y|X = x ~ Bin(n — x, p). Lo anterior pues
en el primer lanzamiento, de las n monedas, x salieron cara, y luego nos quedan n — x que
volvemos a lanzar en el segundo proceso. Podemos calcular lo pedido de la siguiente manera

pz(z) = P(Z = z)
=P(X+Y =2)
=P(Y =z-x)
:iP(X_k Y =z-k)
k=0
- P(X = k)
=S PX=kY=2z—k)
P P(X = k)

Luego, Z ~ Bin(n, p(2 — p))

6. Sea Xi,..., X, iid Exp(}). Defina las siguientes v.as

n n—1 R . 1 n—1
W=y X Z=3 e’ X=-3 XX
i=1 i=1 i=1

Encuentre la esperanza de cada una de las v.as.

Como son iid esto es facil.

E(W)=E ix,-

recuerde que al ser igualmente destruidas, todas tienen la misma esperanza.
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E(Z)=E ) e
i=1

Para esto vamos a usar dos cosas. La primera es un teorema, el cual trata de que si Xi, ..., X, son
independientes, entonces cualquier transformacion g(Xi), ..., g(X,) también es independiente.
Usando esto, podemos encontrar la distribucion de Y; = e=%i. Entonces

P(Y;<y)=P(e™* <)
= P(Xi = =In(y)/X)
=1-P(X; < ~In(y)/})
f(y) = %e*#
=1

teniendo asi Y; ~ U(0,1). Ahora si calculamos lo pedido

n
E(Z)=E|) e**
i=1

-F iy,
i=1

= nE(Yl)

NS

Para la ultima, podemos expandir la suma

. 1 n—1
X = - Xit1 — X;
i=1
1
:E(XZ_X1+X3_X2+"'+Xn—1_Xn—2+Xn_Xn—1)
1
= ;(Xn*xl)

aplicamos esperanza

500~ 8 (2% - )
_ %E(X,, —Xy)
=0
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7. Encuentre la fdp de Z = HX,-, si X; U(0,1). Hint: /n()
i=1

Para esto vamos a utilizar un par de trucos y el hint, ya que de forma directa resulta muy
complejo.
Z = X1 XXz X,
—In(Z) = =In(X1 X2X3 - - - X,,)
—In(Z) = —In(X1) — In(X3) — In(X3) — - - - — In(X},,)
—In(Z) = —In(X1) + —In(X2) + —In(X3) + - - - + —In(Xp,)

Ahora recordamos que en el ejercicio (27) se demostré que si X ~ U(0,1), entonces Y =
—In(X) ~ Exp(1). De modo que lo anterior se reduce a una suma de exponenciales de parametro
A= 1. Sea YV; = —In(X;), se tiene:

—In(Z)=Yi+Yat Y,

Pero ya demostramos en que la suma de n exponenciales de parametro A es Gamma de
pardmetros n, A. Por lo cual

—In(Z) ~ Gamma(n, 1)

Ahora para revertir el logaritmo y asi obtener la transformacion de interés, tomamos la trans-

formacion e~ (=/n(2)),

Fz(z) = P(Z < 2)
= P(e D) < In(z))
= P(~In(Z) > ~In(z))
=1—f_inz)(—In(2))
f2(2) = ~Foinizy(~In(2)

(_/n(z))n—le—(—ln(z))
r(n)

n—1

8. Sean Xi, X3, ..., X, variables aleatorias independientes con distribucion N(u;, 0?). Encuentre
como distribuye Z =37 | X;.

Mz(t) = Mx, (t)Mx,(t)- - - Mx,(t)
_ eu1t+tzaf/26uzt+tzo§/2. . e,u,,,t-&-t20',21/2

_ emt+t205/2+#2t+t2a§/2+--+unt+t20i/2

Gt S mit ] 6})2

Se tiene que Z ~ N (X7, pi, 311 07)
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9. Sea X e Y variables aleatorias con funcién generadora de momentos conjunta dada por
MX,Y(t, S) — e%(t2+2pts+sz) , (S, t) c R2

donde |p| < 1.

(a) Pruebe que E(XY) =p
(b)

()
(a)

Obtenga las funciones generadoras de momentos marginales de X e Y

Pruebe que X e Y son independientes si y solo si p =0

a

2

E(XY) = % (Mxy(t,s))

= 2 ((pt + el
t

= pet(F420055) o (ot 4 5)(t + 2ps)e (F420t+)
(£9)=(0.0)

=p

<
x
©

I
<
X
-<
=
)

Se tiene que X,Y ~ N(0,1).
(¢) Vamos con la demostracion

e Si X e Y independientes = p =0

Si X e Y son independientes, entonces podemos factorizar la generadora de momentos
marginal de forma tal que

Mxvy(t, S) = Mx(t)Mx(t)
_ e%e%

=p=0
e Si p =0 = entonces X e Y son independientes

Si p = 0 nos permite hacer lo siguiente

0
NS

t2
Mxy(t,s)=ez"
tz 52
eze?
MX t)/\/ly(s)

Asi X e Y son independientes <= p =20
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10. Sean n cintas de transporte cuya vida util es una variable aleatoria U(0,1). Si las n cintas son
i.i.d jCual es la distribucion del tiempo hasta que falle la primera cinta?

Nos interesa saber la distribucién del minimo de todas las variables. Usando tenemos

fx(l)(x) =n(1-x)"!

_ nXl—l(l _ X)n—l

Luego, la distribucion del tiempo hasta que falle la primera cinta es Beta(1, n)

11. Suponga que X e Y distribuyen conjuntamente de manera Multinomial(n, px, py). Calcule la
correlacion entre (aX) y (bY).

Sabemos que si X e Y distribuyen conjuntamente Multinomial(n, px, py) tenemos que
e X ~ Bin(n, px)
e Y ~ Bin(n, py)
e X+Y=n
e px+py=1
Para calcular la correlacion (p) debemos calcular Cov(aX, bY'), entonces
Cov(aX, bY) = abCov(X,Y)

Calculamos de la siguiente manera

Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y) +2Cov(X,Y)
Var(X+Y) = npx(1 — px) + npy(1 — py) + 2Cov(X,Y)
n(1— px — pv)(px + pv) = npx(1 — px) + npy (1 — py) + 2Cov(X,Y)
—2npxpy =2Cov(X,Y)
= abCov(X,Y) = —npxpyab

Notar que Var(X+Y) = Var(Z), donde Z ~ Bin(n, px+py), pues es la suma de dos binomiales.

Ahora reemplazamos todo

o= —npxpyab
V/na?px (1 — px)nb2py (1 — py)
_ —pxpyab
|al|b] v/px(1 = px)py (1 — py)
—ab Px Py

P allelV (@ = px)(1 — )
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12. Sea X; % Bern(p). Defina las v.as
T=XXa S=) X
i=1
Encuentre P(T = 1|S =s).

Primero, sabemos que S ~ Bin(n, p). Entonces

P(T=1|S=s)= P(X1X2a=1,5 =5s)

P(S =5)
CP(X X =151, Xi=5s)
- P(XiXi=s)
 P(Xi=1,X=1Y],X =5)

YiaXi=s
CP(Xi=LX =LY X~ Xi —Xo=s—1-1)
P(X Xi=s)

CP(Xi=1X=1Y",X =52
- P(XiXi=s)

la suma no depende de Xi, X5
P(X1 = 1)P(X2 = 1)P (27:3)(; =5 — 2)
P (Z?:l Xi= 5)

la suma de la derecha es Bin(n — 2, p)

2 N— 2 s—2 n—s
1—
P <S B 2>p (1-p)
n
S 1 _ n—s
<S>p (1-p)
n—2
\s—2
B n
s
13. Sea G una particién de B, un evento de interés. Defina la variable aleatoria

1 w=i
Iig=iy(w) = 0 wti

Para i =1,2,..., n. Entonces sabemos que

P(BIG) = S P(BIG = iem
i=1
Encuentre E(P(B|G)).

i=1

E(P(B|G)) =E (Z P(BIG = i)I{c,-})

- Z P(B|G = )E(Ije=1)

= Z P(B|G = i)P(G =)

~ P(B)
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14. Sea X,Y v.as independientes. Demuestre que E(XY) = E(X)E(Y).
Para esto es solo usar la definicion de independencia.
E(XY) = / / xyfxy(x,y)dydx

—00 —00
[ee] o0

= / / xyfx(x)f (y)dydx
—00 —00
[ee] o0

= / / xfx(x)yfy(y)dydx
—00 —0o0

— (/O;Xfx(x)dx> (/nyv(y)dy>

= E(X)E(Y)
15. Sean Xj, X, y X3 variables aleatorias independientes cada una con la misma densidad
fx(x) =5x* 0<x<1

(a) Encuentre el vector de medias y la matriz de varianza-covarianza de (X1, Xz, X3).
(b) Encuentre la fdp condicional de (X7, X2) dado X3 = xs.
)
)

¢) Encuentre la fdp y la funcion de distribucion de Y = max{Xy, Xz, X3}

(a) Como son iid basta con calcular una esperanza.

1
E(Xl):/ x - 5x*dx
0

=5/6

nuevamente como son iid tenemos covarianza 0, por lo cual solo calculamos las varianzas
respectivas.

Var(Xy) = /Ol(x —5/6)?5x*dx

=5/252
asi tenemos que
5/6 5/252 0 0
p=15/6|, X= 0 5/252 0
5/6 0 0 5/252
(b) Esto es directo.
53xix3x3

4.4
le,Xz\X3:X3 (x1, x2) = = 2bx7 X5

5x5
(¢) Primero encontremos la acumulada de X
Fx(x) = /X 5utdu = x°
0
ahora usamos (30]).

Fr(y)=(°)P =y"
f(y) =15y 0<y<1
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16. Suponga que (X,Y) es un vector aleatorio absolutamente continuo, cuya funcion densidad de
probabilidad conjunta esta dada por:

6xy +5y (x,y)eD

b= {o () ¢ D

con D={(x,y);0<y<x?0<x<1}.

(a) Encuentre la funcion densidad de probabilidad marginal de Y
(b) Obtenga la funcion de distribucién acumulada Fxy evaluada en un punto (xo, yo) cuando:
i. (Xo,yo) eD
ii. ngogl,y0>x§
iii. X > 1,0 >1

(a) Para esto debemos re escribir el recorrido, ya que y no est4 en un intervalo numérico.
Originalmente tenemos

0:5

re escribiendo el intervalo tenemos que y € (0,1) y x € (/y,1). Esto corresponde a
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Ahora si podemos calcular la marginal de Y.

1
f(y) = / 6xy + 5ydx
VY

() =3y(l—y)+5y(1—+y), 0<y<l1

(b) i. Cuando (xg,y0) € D hay que tener cuidado. Es util ver lo que nos piden mediante un
grafico

—0:5

entonces la acumulada es

NS X0 Yo
Fxy(x0, ¥0) = / / 6xy + bydydx + / / bxy + bydydx
0 0 V¥ J0

ii. Aca tenemos

X0 X2
Fx,y (0. Y0) = / / 6xy + bydydx
o Jo
iii. Es facil ver que
Fxy(x0,y0) =1

17. Sea X1, X, variables aleatorias con distribucién doble exponencial estandar. Esto es

e_lxl
fx(X) = 5 x€eR

Encuentre la distribucion de Y =|X1| +|Xa].

Hay varias maneras de hacer esto. Una de ellas es encontrar la transformacion individual de|Xj|
y reconocer la distribucién, o usar propiedades de generadora de momentos. Vamos a proceder
mediante esta ultima.

My (t) = Mx,|41x,/()
— ]E(ef(IXHHXZU)
- ]E(edX1I+dXz|))
— E(eﬂxlleﬂxﬂ)
= E(edxll)E(edle)
= Mx,| (t)Mx,(t)

como tienen la misma distribucién basta con calcular una generadora de momentos.
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ahora reemplazamos en las generadoras de momentos

My (t) = Mx, (t)Mx,| ()
1

Tenemos que Y ~ Gamma(2,1).

18. Considere una placa rectangular, cuyo largo (X) y ancho (Y) son v.a. con funciéon de densidad
conjunta:

k(x+y) 0<x<2<y<l1

fxy(x.y) = {O

€.0.C

(a) Muestre que k =1/3. ;Son el largo y el ancho independientes? Justifique.
(b) Calcule la probabilidad de que el ancho de la placa no exceda la mitad de su largo.

(¢) Encuentre la densidad del vector (U, V), donde U y V son el area y el largo de la placa,
respectivamente.

(a) Nos interesa que integre 1, entonces
2 1 2 1
/ / k(x + y)dydx = k/ / x4 ydydx
o Jo o Jo
=3k

entonces

2 .1
//k(x+y)dydx:1
o Jo

3k=1

k=1/3

Para encontrar la fdp del largo y del ancho es facil, pues

_|_

| =

1
fx(x) = 1/3/ x+ydy =
0

Wl X

2
fy(y):1/3/0 x+ydx:§(y+1)

Es facil ver que fxy(x,y) # fx(x)fy(y), por lo cual no son independientes.
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(b) Nos piden P(Y < X/2). Esta region corresponde a

entonces

2 rx/2
P(YSX/2)21/3// x + ydydx
o Jo
=5/9

(c¢) Las transformaciones que se piden son
Uu=Xy, v=X
las inversas son

X=V
Y =U/V

el jacobiano es

|<

N

|J] = l=1/v|=1/v

1
0

< e

ahora el recorrido

0<x<l1
O<vkl

O<y<l1
0<xy<x
O<u<v

ahora reemplazamos en la conjunta

fuv(u,v) = %fx'y(v, u/v)

-1 v+£
T 3y v

(1+12>, O<v<<20<u<v
v

finalmente tenemos

Wl

fuyv(u, V) =
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19. Sea X1, X ¢ U(—1/2,1/2). Encuentre la densidad de Y; = X1 + Xa.

Definamos la v.a auxiliar Yo = X». Las inversas son

Xi=Y1-Y2
Xo =Y,
el jacobiano es
0 1
pi=[y 4|=t-u=1

ahora el recorrido

—-1/2<x<1/2
—-1/2<ym<1)/2

-1/2<x <1/2
X2—1/2<X1 + X < 1/2+X2
a—=1/2<y1 <1/24y,

reemplazando todo lo necesario se tiene que la conjunta es
fuv(u,v) =1, =1/2<y, <1/2,yo—1/2<y1 <1/2+4 y,

el recorrido corresponde a

Va

0.5,

para encontrar la marginal de Y; debemos dar vuelta el intervalo, ya que nos interesa que y;
vaya entre valores numéricos y no entre funciones.
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Re escribiendo el intervalo tenemos que

esto es
—1/2<y,<1/2+y1, si —1<y; <0
12—y <yp<1/2, si0<y <1
yva que tenemos todo esto podemos calcular la marginal de Y;.
e Si—-1<y; <0

1/2+4y;
fa(n1) = / .

=y+1

e Si0<y <1

1/2
() = / dy»
y1i—1/2

=l-xn
Finalmente tenemos que la margina de Y] es

yi+1 =1/21<y; <0
le(}’1): 11—y 0<yn<l1
0 e.o.c

esto lo podemos escribir de manera compacta como
fr) =1 =nl) - I(-1 <y <1)

20. Considere Xj, ..., X, una muestra aleatoria Normal(u, 0?). Defina la v.a

n

$* = nilz<xi_y)2

i=1

Encuentre la distribuciéon de S?, su varianza y IE(\/TS ). Asuma que X es independiente de S2.

Para esto vamos a utilizar un par de trucos.

251



Note que podemos expresar S? de la siguiente manera

n

$* = nilZ(X"*Y)2

i=1

n

(n-1s2=%_ (x,- —Y)z

i=1
=S X -2XX+ X
i=1
n
X
=Y X227 IX 1 X
i=1 n
=Y X2 -2XX + X
i=1
=Y X2-2X'+ X’

i=1

- ix,? X
i=1

= iX,z — n72
i=1

— ZX,2 X2 np? — np? 4 2Xip — 2Xp
i—1

= X 2Xu+ np? — X — np? 42X
i=1

n . X,‘
— ZX? C2Xip+ np? — X — np? 4 n27u

i=1

= ZX,2 —2X;u + nu? — nX> — nu? + n2Xp
i—1

o2 ~ o’ o2
n 2 EvZ 2
_ Xi—np X—n
() ()
n
S*=y Z72-w
i=1
STHw=>» 7

i=1

aca tenemos que S* = ("_1)52, Z; = (%), donde Z; ~ N(0,1), por lo cual Z? ~ X%l) y

o2

N
W = ();Zﬁ‘) , donde W ~ N(0,1), por lo cual W? ~ x%l). Ahora por enunciado, tenemos

que S* es independiente de W, por lo cual podemos sumar sin problema. Para encontrar la
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distribucién vamos a usar generadora de momentos de la siguiente manera

MS*(t‘)Mw(t) = Mz‘rtzl z2 (}/)

1 1/2 1 n/2
Mg« (t =
5()<1—2t> <1—2r>
n/2
()
MS*(I') = ﬁ
()

MS*(t):< 1 ><n—1>/2

1-2¢

esta ultima es la generadora de momentos de una chi cuadrado con n — 1 grados de libertad.
Entonces

S~ X%n—l)

(n— 1)52 2
— 3 X1

g
n—

La varianza es facil, pues ya conocemos la distribucion.

2 o*
Var(5°) = Var 1 X(n-1)

= = 1)22(n -1)
_ 20
(n—1)

para la esperanza se calcula usando la definicién de esperanza

® g 1
_ (n—1)/2-1 ,—y/2
E(VS) /0 Jn—1 Wz(nflwr((n “1)/2)” e 7tdy

n/27167y/2dy

o ° 1
- ﬁ/ 20=D72r((n — 1)/2)”

o 2" (n/2 *° 1 n/2—1_—y/2
- mzmvzr(((n/ ” 7, ey
o 2" (n/2)
~ Vn=120-D21((n - 1)/2)
B a+/2I(n/2)
 Vn—1r((n—1)/2)

-1

21. Sea X ~ Gamma(o, B) e Y|X = x ~ N(0,1/x).

(a) Calcule E(Y), Var(Y) y Cov(X,Y)
b) Encuentre como distribuye X|Y =y
(c) Calcule P(vVXY > 1)

(a) Usamos esperanza y varianza iterada
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Var(Y)=Var(E(Y|X = x)) + E(Var(Y|X = x))
= Var(0) + E(1/x)

— E(1/x)

= E(1/X)

- o) lﬁa o— 1 —xB N
= e

o, a—2 7x/3
- P

o o— 2 7x/3
/ SN

X2 2o xB gy
r(a) /0

B [
_ P / X(afl)flefxﬁdx
M) Jo

_ B T(a-1)
M) B>t

para la covarianza note que E(XY) = E(E(XY|X)), entonces

Cov(X,Y) = E(X)E(Y) — E(XY)

_a B M(a—-1)
Ma) pot
B T(a—1)
Ma) pot
Mo

— E(E(XY]X))

— E(XE(Y[X))

p* T(a—1)
) po
g Ma—1)
r(a) fo

—~E(X-0)

BT
_e
B
_e
B
_e
B

(b) Esto se calcula como sigue

fY\X:X(y) = fxg((();)y)

)= BN

necesitamos calcular la marginal de Y, entonces
fxy(x,y) = x(x)fyix=x(¥)
[ ttxnde= [ Gxes(y)dx
Rec(X)

Rec(X)

dx

x 2
gy
Y N V2

%) "
Xa+1/2flefxﬁ77 dx

" M(a)or Jo
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(@41/2) -1 g =x(B+5) gy

o) \/ﬂ/
g*  T(a+1/2)
M(o)v2m (B + >’2i)0t+1/2

ahora si reemplazamos todo

fxiy=y (¥) ()

fY|X:X(Y) = fX(X)
B> Ma+1/2)
\/;e—# _ fxiv=y(¥) T(Q)V2m (B4 2 )ot1/2
NoT %
B Mot+1/2)
M(@)v2r (B+5)>17
fX\Y:y(X) = - xy?
Baxa—le—xB \/xe 2
Mo) V27

o+
B g e

MNMa+1/2)
se tiene que X|Y =y ~ Gamma (a +1/2,8+ y;)
(c)
P(VXY >1)=P(Y > 1/VX)
/ / fxy(x,y)dydx
1/v/x
/ / fY|X Xdde
/f
2
e8] o a—1 —x/S -
/ / Fx €’ dydx
Ma)  (/271/x
2
o 1,.,—xB — X
/ 576/ € ———=dydx
M(a) 1/v/x /2ml/x
© pa,a—1,,—xpB
:/ ﬁxiep(y > 1/v/x)dx
0 M)
/ 504(1 lefx,B - 1/\/*70 "
@\
a,a—1,—xB
_ / ﬁxiedx
ﬁa a—1 7xﬁ
/ r(oz
=(1-
=(1- ‘1’(1))
22. Sea (X,Y) un vector aleatorio con fdp dada por:
1 ><2+y2
fxy(x.y) = 7€ T T<xy<o
Calcule Cov(X +Y, X =Y).
Primero note que
1 24y2
fxy(x,y) = gef 5
- ie—xzﬂ 1 eV /2
V2o V2
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por lo cual X,Y son normales estandar independientes. Ahora

Cov(X+Y,. X =Y)=Cov(X, X)+ Cov(X,=Y) + Cov(Y, X) + Cov(Y,-Y)
=Var(X) —Cov(X,Y)+ Cov(X,Y) = Var(Y)
=1-1
=0

23. Sea (X,Y) un vector aleatorio con fdp dada por:

2

X
24—, 0<x<ly>2
fxy(x.y)= y3

0 e.o.c
(a) Calcule P(X < 1/2|Y > 6)
(b) Encuentre las funciones de densidad marginales de X e Y

(¢) iSon X e Y variables aleatorias independientes ?
(a) Esto es
P(X <1/2NnY >6)
P(Y > 6)

1/2 <
T f5 245 dydx
- 1 x2

L5 24%; dydx

=1/8

P(X <1/2lY >6) =

(b) La marginal de X

o) X2
fx(x):/2 24de
24

2

8
= 3x?

La marginal de Y

(¢) Note que

Se concluye que X, Y son independientes.
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24. Sea X y Ty, ..., T, variables aleatorias independientes con distribuciéon exponencial de parametro
Ax y At respectivamente. Defina

nX

ST
i=1

Encuentre la fdp de W.

Primero notemos que

n
Z T; ~ Gamma(n, A1)

i=1

a esta ultima llamémosla T*. Para obtener la acumulada de W vamos a proceder de la siguiente
manera

P(WSW)=P<nX§W>

T*
(=)
n

P(x=7)
n

oo pwt*/n
/ / fX,T* (X, f*)dde*

wt /n

0

oo pwt*/n n(px\n—1 —)\Tt
/ / Ax e—*XXA (t) dxdt*
0 0

r(n)
*\n—1 7)\
_ > )\’71' t ) T (1 . ekawt /n)d
0 r(n)

. /oo }J;—(t*)nfle*)\Tt* e*AXWt*/"dt*
0 r(n)

00 yn (x\n—1 —t*(Ar+Axw/n)
_1 _/ Ar(t*)le gt
0 r(n)
AL r(n)
F(n) (>\T + )\Xw/n)"

1 n+1
fw (W) = A7Ax (>‘T+>‘><‘/'//”>

A 1\

nAr

fww) = (22) n(——) . w>o
) <AX> n("f{”") :

Esta distribucién recibe el nombre de Lomax distribution.

Fw(W) =1-

25. Sean X e Y variables aleatorias tales que Y |X = x ~ Bin(x, p) y X ~ Poisson(}\).

(a) Calcule E(Y) y Var(Y) usando las propiedades de la esperanza condicional.
(b) Calcule E(XY) y Cov(X,Y) usando las propiedades de la esperanza condicional.
(c) Obtenga la distribucion marginal de Y
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(a) Usamos esperanza y varianza iterada
E(Y) = E(E(Y]X))
=E(Xp)
= pE(X)
= pA
Var(Y) =E(Var(Y|X)) + Var(E(Y|X))
=E(Xp(1 - p)) + Var(pX)
= p(1 = p)E(X) + p*Var(X)
= p(1—p)r+p*x
= pA
(b) Lo pedido se calcula de la siguiente manera
E(XY) =E(E(XY|X)
= E(XE(Y|X))
= E(XXp)
= pE(X?)
— p(Var(X) + E(X)?)
= p(A + %)
Cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y)
= p(A+2?) — ApX
= pA 4 pA? — pA?
= pX
Otra forma de calcula la covarianza es
Cov(X,Y) = Cov(X,E(Y|X))
= Cov(X, Xp)
= pCov(X, X)
= pVar(X)
= pX

(¢) Procedemos de la siguiente manera

NE

PlY=y)=) PX=xY=y)

X
Il
<)

P(X = x)

P(X :x,Y:y)m

M

x
Il
<)

M

P(Y|X = x)P(X = x)

(5)ra—errs

X
si y > x entonces < > =0, por lo cual
y

:oo X _ X_yAXe_)‘
Xg(y)py(l PY T

P s (L
AR

|
= y)!

i
o

M

Il
o

X
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Py (L p) N
= e ,\yz—

y! = =)

I — (1—p)“»"
= e ”ZT
:7 —)\)\yz p)>‘

— piye*/\Aye(lfp)/\
y!

_(pA)e

= T

Luego, Y ~ Poisson(p\)

26. Si fxjy—y(x) = 3;—27 para 0 < x < y, y f(y) = 5y*, para 0 < y < 1, encuentre P(X > 1/2)

1

1
P(X >1/2)= / fxy(x,y)dxdy
1/2

ot fr(y)
B / 1/2 ey (x.y) fr(y) dxdy

1 ry
- / =y () 1)y

// 3% 5y4dxdy
1/2 y3

=11/16

27. Sean Xji, ..., X, variables aleatorias iid con densidad dada por

(a) SeaY =Y " In(X;). Calcule E(Y)y Var(Y)

(b) Sea Z = min{X1, ..., Xp}. Encuentre Fz(z) y fz(z)
(c) Encuentre E(Z) y Var(2)
(a)

a) Como son iid tenemos

Z In(X nE(In(X1))

podemos calcular esto de forma directa, o encontrar la transformacion Y; = /n(X;). Por
esta vez procederemos de forma directa.

E(/n(X

o0

1
x=e" = dx = e"du
[oe]

e 2Ue'duy
0

o0
= / ue “du
0

1
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entonces

ahora la varianza

Var(Y) =Var Z In(x;)

= nVar(In(Xy))
=n (E(/n(x)2) - E(/"(X))2>

=n (/100 In(x)2%dx - 1)

x=e"= dx =e"du

o0
/ e 2eldx — 1>
0

I
S|

(b) Procedamos intuitivamente para recordar cosas.

P(Z<z)=1-P(Z > z2)
si z es el minimo entonces X; > z

=1-P(X1,.. X, > 2)

:l—ﬁP(X,'>Z)

i=1

E(Z) = , n>1

Var(Z) = Wn(n—@ n>2

Se invita al lector a verificar estos resultados.
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28. Sea W = (XTX)"IXTY, con Y ~ N,(XA, 0%I), con X € R™P A ¢ RP*! Encuentre como

distribuye W.

Como Y es normal multivariada, entonces W también lo es. Ahora solo debemos calcular su
vector de medias y matriz de varianza covarianza.

E(W) = E(X"X)1XTY)

= (XTX)IXTE(Y)
= (XTX)IXTA

ahora la matriz de varianza covarianza

Var(W) = Var((X"X)71XTY)

Luego, tenemos que

29.

= (XTX) I XTWar(Y)((XT X)X

(XTX) X)X (X X))
GQ(XTX)—IXTX((XTX)—I)T
o (XTX)HXTX)((XTX) )T
2((XTX)T)—1
(

o
0,2 XTX)71

W~ NL((XTX)IXTA o?(XXT)™)

Sea X; y X con densidad conjunta

X1X2

f (x1, %) = 5 exp [—% (x2 —|—x22)} [1 - (1+x12)(1+x§)] ,—00 < X7, X < 00.

Demuestre que X; y Xz tienen distribucién normal estandar. (Joshi [1970])

Calculemos las marginales

(o] 1 r
fx,(x1) = / — exp

00 2T

-t
= — exp
—00 27T L

2

1 _
-3 (4 +)

1
(x4 +4)

X1X2

_[1‘(1+x12)(1+xg)

, o 1
dxo —/ exp [—
oo 2

Note que la integral de la derecha es impar, por lo cual

dX2

(2 + x%)]

X1X2

[zl
= —exp
—00 27T L

=/ 2mex/2 /

—00

V2m

= le (X1)

1
=——e

V2r

/2

(o]

- e /2.1

1 .
5 (X12 + x22)

dX2—0

1 2
_C eV /2y
V2o Y

De forma anéloga se obtiene que

Demostrando asi lo pedido.

fxz (XQ) =
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30. Suponga que Yi, ..., Y, i N(0,1). Encuentre la funcién generadora de momentos del vector

(?,Yl—V,YQ—V,...,Yn—?)

_ n N2
y muestre que Y es independiente de Z (Y,- — Y) . (Hogg and Craig [1970])

Podemos encontrar la distribucion conjunta de ambos y ver si la fgm es factorizable

Mgy, v v _v(s t1,....ty) =E |exp SVJth;(Y;77>
i=1

=E |exp SVJth;Y,- —tY
i=1

_ n ti—
=E [exp sY+Zt;Y,-fn—Y
n
i=1

=E |exp s?—ﬁ—Zt,-Y,-—an

ST & Y
=E D A
exp | s n : n n

n

=E |exp Z\’;(s—kt;—t)
n

i=1

:]jIE exp{<;+t,-—t>v,}
(e )

por enunciado Y; son iid normales

lo de arriba es la fgm de una normal(0,1)
= ﬁ ex E o F4 2
- i=1 "2\ n

1 - 2 52
= exp EZ(t,'—f) +Z
i=1

= exp

N -

;(t,- — 1) | exp (;Z)

Luego, como las fgm se pueden separar, son independientes, mostrando asi lo pedido.
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31. Sea X,Y variables aleatorias con distribucién conjunta

4 0<x<1/2,0<y<x
fxy(x,y) =<4 1/2<x<1,0<y<1l-x

0 eo.c

(a) Encuentre fy|x—x(y)

(b) Encuentre E(Y?|X = 1/3)

(¢) Encuentre E(X|Y = 1/4)

(a) Por definicion

.y (x,¥)

frix=x(y) = ==———=
Y|X (.y) fX (X)

Debemos encontrar fx(x). Para esto note que su conjunta estara dividida en dos, pues
tenemos que para x € (0,1/2) tiene un recorrido asociado de y diferente al que tiene
x € (1/2,1), entonces

si x €(0,1/2)

fx(X):/ 4dy
0
=4x

si x€(1/2,1)

1—x
fx(X) = / 4dy
0

=4(1-x)
Luego,
4x 0<x<1/2
x(x)=<¢4(1—-x) 1/2<x<1
0 e.o.c

Entonces para fy|x—x hay que reemplazar segin donde nos encontremos, esto queda asi

4

— 0
™ <y <x

frix=x(y) = 4 0 1_
4(1 — ) <y < X
0 e.o.c

O de forma equivalente

— O<y<x
X

frix=x(¥) = 1 0 1—
(1 — x) <y < X
0 e.o.c

con x € (0,1/2) y x € (1/2, 1) respectivamente.
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(b) Podemos primero fijar X = 1/3 en la condicional, note que es la misma condicional que
antes, por lo cual

1

1 0 1/3
1/3 <y<y

Fix=is) =4 _1 o 1_113
i-13 7 /
0 e.o.c

Ahora si podemos calcular lo pedido, esto se calcula como sigue

v ) 1/2 , 1 1-1/3 , 1
]EYX:13:/ y—dy+/ Yy ———=dy
0 1/3 0 (1-1/3)
59
T 216

(c) Para obtener esto, primero tenemos que encontrar f(X|Y = 1/4), entonces

XY =2)= 2205

Necesitamos encontrar fy (y), para esto note que los intervalos originales tienen a y € (0, x)
y ¥ € (0,1—x), por lo cual debemos cambiar esto, ya que ahora y debe estar en un intervalo
numérico, y x en un intervalo entre funciones. Note que la region original de X,Y es

—0:5

Debemos voltear entonces la region. Calculamos las inversas

Yy=x=>x=y
y=l-x=x=1-y

Note que la region esta pegada al eje x, la nueva regiéon se visualiza en la figura . Lo
cual corresponde a y € (0,1/2) y x € (y,1 — y), de modo que la marginal de Y es

1-y
w)= [ ady
y

=4 -8y

Luego,

f(y)=4—8y, 0<y<1/2
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Figure 13: Region equivalente

fx.y (x.y)
fr(y) °

Ahora calculemos la condicional fx|y—,(x) =

Luego,

y<x<l-—y
fxiy=y(x) = ¢ 1 -2
0 e.o.c

Ahora simplemente reemplazamos para obtener fx|y—1/4(x)

2 1/4<x<1-1/4
0 e.o.c

fxly=1/a(x) = {

La esperanza E(X|Y = 1/4) se calcula como sigue

1-1/4
E(X|Y:1/4):/ x - 2dx
1/4
1
2
32. Sean X1, ... Xo < Exp(X). Para n>2defina S=> X,y T=3_X;.
i=2 i=1

(a) Obtenga las distribuciones de Sy T
(b) Pruebe que la fdp condicional de T dado X; = x; es tal que

Frixies (£) = fs(t—x1), VO0<xi <t
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(c) Encuentre la fdp condicional de X; dado T =t y calcule E(X1|T = t).

(a) Es claro que S ~ Gamma(n—1,\) y T ~ Gamma(n, \)
(b) Para esto, notemos que X; es independiente de S y que podemos escribir T = X; + S.
Entonces podemos probar lo pedido de la siguiente manera
Frix,=x = P(T < t|X1 = x1)
=P(X1+S <t X1 =x)
=P(S<t—x|X1 =x1)
S independiente de X3
=P(S<t—x)
Frix,=x, = Fs(t —x1)
frixi=x (t) = fs(t — x1)

para t — x; > 0.

(¢) Usando el item anterior tenemos

fr X1=x1 le (Xl)
fxr=t(x1) = ‘fT

fs(f—Xl)fxl(Xl)
=—“""— " 0<x<t
fr(t) '

Reemplazando las distribuciones correspondientes se tiene que

1 x n—2
Frair=e(a) = (1= 1)7 (1 - ;) L 0<x <t

Entonces la esperanza condicional se calcula como
-2

MXﬂT_tL_AZQn—D1<1—?>n dx1
:(n—nt41w1—uy4du

=(n- 1)1?/1 u271(1 — u)("fl)fldu
0
=t(n—1)B(2,n—1)

S|+

33. Se lanza una moneda honesta repetidas veces. Sea X = numero de intentos para obtener la
primera cara y Y = numero de intentos para obtener dos caras. ;Son X,Y independientes?

Suponga que nos interesan que en dos lanzamientos ocurra X e Y. Entonces X ~ Geo(1/2).
Nos interesa calcular

P(X=2Y =2)

note que esto corresponde a que la primera cara sale en el segundo intento, y en dos intentos
se tienen dos caras, esto no es posible, por lo cual

P(X=2Y=2)=0

Ahora, note que P(X =2) =1/4, y que P(Y =2) = 1/4. Veamos que pasa si reemplazamos en
lo que debemos chequear

claramente no son independientes.
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34. En el ejercicio anterior encuentre la conjunta de X,Y y muestre que efectivamente suma 1.

Es claro que X ~ Geo(1/2). Ahora, piense que los lanzamientos hasta que salga la segunda
cara depende de cuando sali6 la primera cara, es decir, si nos interesa que se tengan que hacer
X intentos, y para que salga la segunda cara se deban hacer Y intentos, entonces la segunda
cara debe salir en Y — X lanzamientos, por lo cual Y esta condicionado segtin cuando salga la
primera cara. Note que Y|X ~ Geo(1/2). Tenemos entonces que

1

F’ y:X+1,X+2,

PY\X(Y) =

Ahora podemos reemplazar lo que tenemos

PX,Y(XxY)
p y)=
Y‘X( ) px(x)
1 px.y(x,y)
2y—x L
- 1
Py (xy) =55

teniendo asi que la conjunta de X,Y es

1

PX,Y(XV}/) =¥
0 e.o.c

x=12.5;y=x+1x4+2,..

Mostremos que suma 1.

2 2 522 Hn

x=1y=x+1 x=1y=1

I
NE
|~
L

35. Sea X ~ P(8) y Y ~ P()) independientes. Encuentre la distribucion de X|X +Y y Y|X + VY.

Por el ejercicio @ sabemos que X +Y ~ P(8+X). Denotemos por Z la distribucion de la suma.

Entonces

PIX|X 1Y) = P(XP(XX—,i_Xy—F:Yk) k)
_ P(X=x,X+Y =k)
n P(Z = k)
_ P(X=x,x+Y =k)
N P(Z = k)
_ P(X=x,Y =k—x)
N P(Z = k)
_ P(X=x)P(Y =k —x)
B P(Z = k)
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=
o (9+‘A) —(64))
k! 1
_ gx)\k X —9 -
xI(k — x)! (0 + N)ke—(6+)
k 1
_ 9x>\k X
()G
k 1
_ X)\k—X
(X>9 (6 + N)k—xtx
k 1 1
_ 9x>\k—x
<x> (0 4+ XN)k=x (0 4+ X)*
B k 0 X Y k—x
- \x 0+ X A+06
[k 0 \ [(A+6-0\"
S \x/ \0+ A A+6
NAYE R ST A
\x/ \0+ 2 A+6 A+6
B k 0 X . 0 k—x
\x/ \0+ 2 A+6
Luego, X|X +Y ~ Bin (k, )\L_Le). Para la distribucion de Y| X + Y es analogo al anterior, y no
es dificil llegar a que Y|X +Y ~ Bin (k, /\iﬁ)

36. Sea X,Y variables aleatorias independientes con distribucién exponencial de parametros A y
respectivamente. Defina

1 ,siZ=X

Z=min{X,Y}, W= )
0 ,siZ=Y

(a) Encuentre la distribucion de Z y W
(b) Demuestre que Z, W son independientes.

(a) La distribucion de Z fue encontrada en el ejercicio , donde se tiene que Z ~ Exp(u+X).
Para la fdp de W note que es discreta, entonces

PW =1)=P(Z = X)
=P(Y > X)

// fxy(x,y)dydx
//Ae “ue M dydx

P(X >
- / " / ey (x,y)dydx
/)

Xe Mue M dydx



Note que W ~ Bern (ﬁ:ﬂ)

(b) Para ver si son independientes debemos encontrar la conjunta

P(Z<z,W=0)=P(Y <z,X>Y)

/ / fxy X y dXdy
/ / Xe Mue M dxdy

-5 + p (1 —Z(u+/\))

P(Z<zW=1)=P(X<zY>X)

// fxy(x, y)dydx
// Xe Mue M dxdy

m (1 _ —Z(M+>\)>

Ahora debemos corroborar que
P(Z<zW=i)=PZ<z)PW=1i), parai=0,1
vamos reemplazando
P(Z<zW=0)=P(Z<z)P(W=0)
H 2(u+X) 1— e—zx+n)) _H
A+ u ( ( ) A4

P(Z<z,W=1)=P(Z<z)PW =1)

donde claramente son iguales, por lo cual Z, W son independientes.

37. Suponga que se disparan balas al origen de (x, y), y cada punto (X, Y') es una variable aleatoria.
Asuma que X,Y son iid normales estandar. Si se disparan dos balas de manera independiente,
determine la distribucion de la distancia entre las dos balas.

Sea (X1, Y1) y (X2, Y2) las posiciones donde terminan las balas, entonces nos interesa la distribu-
cién de

Z=/(Xa = X124+ (Y2 = "1)?

note que X, — X1 ~ N(0,2) y Y2 — Y; ~ N(0, 2), teniendo esto en cuenta podemos estandarizar
estas variables y asi tener una normal estandar, de modo que el cuadrado de estas sea una chi
cuadrado.

Z=+/(X2 = X1)> + (Y2 — 11)?

= ﬁ ((Xz—X1) +(Ya—V1)?)

W ) (57
— V3VR

tenemos que R ~ xé), pues es la suma de dos chi cuadrado con 1 grado de libertad.
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Ahora para encontrar la fdp de Z = v/2R hacemos lo habitual.
P(Z < z)=P(V2R < z2)
= P(R < 2%/2)
fz(z) = zfr(2%/2)
— ze 712

Luego, tenemos que Z ~ Rayleigh(1)
38. Sea (X1, Xa, .., X;,) un vector aleatorio. Demuestre que
d Xi| => Var(X)+2 > Cov(X;, X;)
i=1 i=1 1<i<j<n

Sea u; = E(X;).

n

ZX, =Var(Xy + Xa + - X»)

:E([(X1+X2+---+Xn)—(u1+u2+---+un)]2)
= E([(X1 — m1) + (X2 — p2) + -+ (X — 2)]%)

=Y E(Xi—nl)+2 Y E(Xi—u)(X; - w)l
i=1 1<i<j<n
—ZVarX)+2 > Cov(Xi X))
1<i<j<n

39. Una generalizacion de la distribucién Beta es la distribucién de Dirichlet. En su versién bivari-
ada adopta la siguiente forma

fxy(x,y) =Cx*lyP 11— x—y) !, 0<x<1,0<y<l-—x
con a, b,c > 0.

(a) Encuentre el valor de C

(b) Demuestre que las marginales de X,Y son Beta

)
(¢) Encuentre la distribucion condicional Y|X = x y muestre que Y‘I{jx es Beta(b, c)
d) Calcule E(XY)

)

(
(

a) Para esto debemos corroborar que integre 1.

1—x
/ / X3~ 1 b 1(1 y)c—ldydx

=(1-x)u=dy=(1-x)du

1ol
=C / N1 = X))’ 11— x = (1 = X)u) (1 — x)dudx
0 Jo
1,1
= C/ / X1 - x)PuPH (1 - %)L — w) P dudx
0 Jo
11
/ / x3 711 — x) TP Lyb (1 — w) T dudx
o Jo

_ ! a—1l(1 x)¢ b—1 X ! ubfl —u c—1
—C</OX (1—x)t d></0 (1-uw) du)
1 1
Xafl — x c+b—1 X ubfl —u c—1 u
(/O (1-x)s+o1d ) (/0 (1- u)d )
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imponiendo la condicién tenemos que

(b) La marginal de X

fx(X) =

_ X)c+b—1

I(a)l(b+c)
I(a+b+c)

X0 1(1 — x)e+b-1
B(a, b+ ¢)

fx(X) =

Se tiene que X ~ Beta(a, b+ ¢).
La marginal de Y

fr(y) =

_ YA -yt
r(b)(a+c)
I(b+a+c)

yPT (1 = y)rret
B(b,a+c)

f(y) =

Se tiene que Y ~ Beta(b, a + ¢).

O<x<1

O<yx<l1

(¢) Tenemos todo para la condicional. Entonces

fY|x:x(Y) =

_ xy(xy)
fx(x)

271



I(a+b+ — — —
r(‘gfr(b)r?c)xa P M1 —x—y)et
xa—1(1—x)etb-1
B(a,b+c)

(b+c)y" M1 —x—y)t
r(b)r(c) (1 —x)erbt
yb 1(1 —x 7y)c71
B(b, c)(1 — x)ctb-1

tenemos entonces

YA —x—y)t
B(b, ¢)(1 — x)ctb-1"

frix=x(y) = O<y<1-—x

para encontrar LX(y)

v.a. Entonces

procedemos como si buscdramos una transformacion comin de una

P(”X=X§y>:mvw:x§yu—ﬂ)

1—x
= Fyix=x(y(1 = x))
frix=x (y) = (1 = x)fy|x=x(¥(1 — x))

1—x

L1y W )P x (1)
N B(b, c)(1 — x)etb-1
_ (1-x)PA—x) Ty A -yt
- ( , )(1_X)c+b 1
_ ybfl(l 7y)c 1
B(b, ¢)
Note que el recorrido es 0 < y < 1, pues
y=0= -2 =0
— X
y 1—x
Y x = 1-x 1-—x
La fdp es
b—1 c—1
y"(1-y)
fy|x=x =7 1
() Bl =~ VT

Se tiene que ‘IX ~ Beta(b, c)

(d) Para esto usamos esperanza iterada, pues acabamos de calcular la condicional y sale mas
rapido de esta manera.

E(XY) = E(E(XY|X))
= E(XE(Y|X))

(o)

_]EE(IX) bb )

=—E({(1-X)X
e (0-x%)
o c+b—1
/ (1- (1-x) dx
" btc B(a b+ c)
_ / X(a+1) 1(1 _ X)(c+b+1) 1 Jx
b+ ¢ B(a, b+ c)

b B(a+1l,c+b+1)
b+ ¢ B(a,b+c)
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40. D. G. Morrison (1978) ofrece un modelo para elecciones binarias forzadas. Una eleccion binaria
forzada ocurre cuando una persona se ve obligada a elegir entre dos alternativas, como en una
prueba de sabor. Puede que una persona no pueda realmente discriminar entre las dos opciones
(;se puede distinguir entre Coca-Cola y Pepsi?), pero la configuracion del experimento es tal que
se debe tomar una decision. Por tanto, existe una confusiéon entre discriminar correctamente y
adivinar correctamente. Morrison model6 esto definiendo los siguientes parametros:

p = probabilidad de que una persona realmente pueda discriminar

¢ = probabilidad de que una persona discrimine correctamente

Entonces

1 1
=-(1 , = 1
c 2( +p) 5<c<

y %(1 — p) es la probabilidad de que una persona discrimine correctamente. Ahora ejecutamos
el experimento y observamos X, ..., X, ~ Bern(c), entonces

P ix,- —k| = <Z) k(1 — )k

Suponga que p no es constante de persona en persona, y se le asigna una distribucién a este
valor. En este caso se tiene

P ~ Beta(a, b)

(a) Encuentre la fmp de 3 7, X;

(b) Calcule la esperanza y varianza de Y |, X;
Definamos Y =Y || X;
(a) Para esto note que Y|P = p ~ Bin (n, c= %(1 + p))7 entonces

1
P(Y = k) = ; pyip=p(y)fr(p)dp

() G "’)k (150 p))n_k i

= (Z) ZkBE&b) /01(1 +p)* (; - g)nkp""l(l —p)°tdp
= <:> m /01(1 +p) (1 —p)"*p* (1 - p)>ldp
~(asn [ 3 ()ree o
S

- <Z> 2”B§a, ) g (f) B(a+ k,n— k+ b)

_ (:) 2nB(la, Bt kon— kot )2



(b) La esperanza

La varianza
Var(Y) = Var(E(Y|P)) + E(Var(Y|P))

= Var <n;(1 + P)) +E <n;(1 +P)(1 - %(1 + P)))

2

= %Var(P) + glE((l +P)(1- P))
n? ab n

T 2@t batbrl) 4 (1-EP)
n? ab

T 4(at+b2(atbtl) 3 (1 —Var(P) - E(P)2>

n? ab n ab a°
T A (arb2(atbyl) 4 (1_ (a+b2(a+b+1) (a+b)2>

41. Sea &, &1, .., &n id N(0, 1). Encuentre como distribuye Z si
ov/n
v+ +E

Para esto note que podemos reorganizar un poco las cosas

§ov/n
¢o

VE++E
Vn

o

[+ 8
n

note que &2 + --- + ¢2 es la suma de normales estandar, pero ya demostramos en el ejercicio
que esto es una x%n). Definamos Y = x%n), entonces Y ~ X(2,,), ademas &, es independiente
de Y. Entonces nos interesa simplemente

usamos la variable auxiliar W = /Y. Las respectivas inversas son

V4%
== Y=W?
o NG
El jacobiano es
_|w/vnoz/y/nf |2 5 2 5
J" 0 2w ‘\/EW IRVC
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Ahora el recorrido

Reemplazamos todo lo necesario en la conjunta

2
fzw(z, w) = ﬁwzfso,y(zw/\/ﬁ, W2)

= \%W2f50(zw/ﬁ)fY(W2)

2 o 1 e (w?)k/2-1g=w?/2
= —w'— 7 - 0

Vnoo/27 2721 (n/2)

2 o 1 - (2n) (W)

VN 20/2[ (n]2)
Nos interesa la marginal de Z, por lo cual integramos respecto de w para obtenerla
© 9 1 w22 2\k/2—1
fz(z):/ —w? e ? (”H)%dw
o Vi Vom 27T (n]2)

2 1 1 *° 20 2vk/2—1 ,Mﬁ(ﬁJrl)
= 2 n d
T ), e "

w=u"?= dw = %ufl/zdu

- 2 1 1 /oo uuk/271e*%(%+1) u*1/2du
Vn /27 2721 (n/2) Jo o
_ 11 1 /oo uk/2—1/267§(%+1)du
n/2m 27720 (n/2) Jo
11 1 /oo u(k/271/2+1)7le—§(§+1)du
n/2m 27720 (n/2) Jo
_ b1 1 M(n/2+1/2)
~ /n /27 2721 (n/2) n/2+1/2
3 (2+1)]
n+1
1 ()
(n/2 ofl
\/ﬁ (n/ )<1+ %> 2
tenemos entonces
1 r(=)
f; = ’ R
7(2) Jmnr (n/2) (1+22)%1 z e

Note que Z ~ t(,). De aca se concluye que si X es normal estandar y Y es una chi cuadrado
con n grados de libertad, entonces




42. Suponga que la conjunta de X,Y es
. AJ
P(X =iY =)= ({)e‘”‘,, i=01,.j=ii+1, ..

(a) Encuentre la fmp de X y de Y
(b) Encuentre la fmp de Z=Y — X

(a)
(o)
P(X=10)=>_ pxy(i.j)
j=i
< <J>A
. T
= i J!
_i J! —2,\£
(i — )l A
j:i I(j I) .j
[oe]
=5 o
i — )|
1 - 1
— )\J-H
il jgo G+i=1)!
1 — 1
= T|€_2>\>\’ T)\J
i j:OJ.
1 .
_ i—|e72>‘>\’e’\
_ Ae >
!
Luego,
}\i -
px(x) = € ., =01,

Note que X ~ P(X).
Ahora vamos con Y

Si i > j entonces <J> =0
i

£

J!

e—2)\ . J J Lo
— 1'1/~!
93 (1)

|
I i

e—22 )
— J
-~ (14 1Y
—2X
_ & iy
J!
(2AYe 2
J!
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Luego,

pr() = "——

Note que Y ~ P(2}).
Note que X,Y no son independientes.

(b)

P(Z:z):iP(X:k,Z:z)

=> P(X=kY=2z+k)

k=0
:i<z+k>e_2)\ A2tk
—\ k (z+ k)!
ok (2K N
= A
e PN (z + k)]
e—2)\)\k o0 2z
K &l
—2Xyk
_e A R
k!
e—A)\k
Y
Luego,
)\k -
pz(k) = :I . k=0,1,..

Note que Y ~ P(}).

43. Una caja contiene 5 bolas rojas y 3 verdes. Se extraen dos bolas al azar sin reemplazo. Defina

X 1 la primera bola extraida es roja
~ 10 la primera bola extraida es verde

v — 1 la segunda bola extraida es roja
~ 10 la segunda bola extraida es verde

Encuentre la conjunta de X,Y

(a
(

)
b) Encuentre pxjy
(c) Calcule E(X]Y =y)
(a)
3 2 6
PX=0Y=0=2-2=
PXx=1y=1)=2.2_2
8 6 56
3 5 15
PX=0Y=1)=2>2=—
( 0 ) 8 7 56
5 3 15
PX=1Y=0=2-2=22
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Luego podemos reunir todo en una tablita

Xy | o1
6 | 15
0 |5 | 5
15 | 20
L | 5% | %
(b) Por definicion
PX,Y(XvY)
px|y(x) = ————
! ( ) PY(Y)

note que va a depender del valor de Y que tomemos. Si Y = 0 tenemos

pxy(x,0)
p =
~ pxy(x,0)
76 | 15
5 T 56
reemplazamos con los valores de X
px.v(0.0)

56
siY = 1 tenemos
pxy(x, 1)
pxjy(x) = =
| pv(1)
_ pxy(x,0)
= 715 , 20
5 T 56
reemplazamos con los valores de X
pxy(0,1) 3
35 =
2 7
pxy(1,1) 4
35
% 7
de esta forma tenemos
2
7 six=20
PX|Y:O(X) 35
- six=1
7
3
? Si X = O
PX|Y:1(X) =32
- six=1
7

(¢) La esperanza nuevamente va a depender del valor de Y, entonces

E(X[Y =0)=0-Z+1-

1

ENIRAENIEN

NI NENTRS
I

NI NENTRS

E(X|]Y =1)=0-
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44. Sea X,Y, Z variables aleatorias independientes con distribucion U(0, 1). Calcule

P(X > Y|Y > 2)

Para esto podemos usar la definicién y usar la conjunta, ya que son iid.
P(X>YY>2Z)
P(Y > Z))
_P(Y <X, Z<Y)
P(Z <Y))
1 rx
_ fo fo foy ldzdydx
=11
Il Jy 1dzdydx

P(X>Y|Y >2Z)=

45. Sea (X,Y) un vector aleatorio con fmp dada por

X+y
PX=x,Y=y)= 21
0 e.o.c

x=12y=1,23

(a) Calcule P(lY = X| <1)y P(lY = X| < 1)
(b) Calcule la esperanza de Y — X

(a) Para esto primero vamos a definir Z = X — Y, para que de este modo encontremos todo
mas facil. Veamos todos los valores que puede tomar Z

Z=1-1=0
Z=1-2=-1
Z=2-1=1
Z=2-2=0
Z=3-1=2
Z=3-2=1

Tenemos que Rec(Z) = {—1,0,1,2}. Calculamos las probabilidades respectivas

P(Z=-1)=P(X=2y=1)=21_3
21 21
1+1 242 6
P(ZfO)fP(Xfl,Y71)+P(Xf2,Yf2)fT+Tfﬁ
1+2 243 8
P(Z—l)—P(X—l,Y—2)+P(X—2,Y—3)—T—&-T—ﬁ
3+1 4
P(Z=2)=P(X=1Y =
( ) = P( 3) =% =51
Ahora si calculamos lo pedido
PlY = X| <1)=P(Z| <1)
_P(-1<Z<1)
=P(Z=-1)+P(Z=0)+P(Z=1)
_
21
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Py = X|<1)=P(Z|<1)

=P(-1<Z<1)
= P(Z2=0)

6
T2

E(Y — X) = E(Z)

3 6 8 4
- _1.= 1= 4. =

21+0 21+ 21Jr 21
13

21

46. Sea X,Y id N(0,1). Encuentre E <XL+Y> sin calcular una integral.

Para esto vamos a usar un truco y un argumento. Note que por simetria tenemos que

*(x3v) == ()

entonces
X g Y
X+Y X+Y
Y X o
X+Y X+Y)
Y X o
X+Y X+Y/)
Y - X
)1 =0
X+Y
Y-X+X-X
E —
() =0
X+Y 2X o
X+Y X+Y/)
X
E(1)-2E(—— )| =
m-2(57y) =0
X
2E<x+v>—1
X 1
E(——)=2
= <X+Y>

47. Sean X e Y dos variables aleatorias continuas con distribucién conjunta:

e 0<x<y;y>0
0 e.o.c

fy(xy) = {
con a > 0. Encuentre la fdp de X/Y.

Sea Z = X/Y. Usamos la v.a auxiliar W =Y. Las inversas son
Y=W X=2ZW

El jacobiano es J = w.
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Ahora el recorrido

O<y<o
0<w< oo
O<x<y
0<x/y<l1
0<z<l1

Reemplazamos todo en la conjunta

fzw(z, w) = wixy(zw, w)

fzw(z,w) = wale @, 0<z<1lw>0

Integramos respecto de W para encontrar la fdp de Z.

fz(z):/ awe ™dw
0

o0
= / 2wl e ™dw
0

[e] 32 W2—le—aw

A O

I
-

Luego,
fz(z)=1, 0<z<1
tenemos que Z ~ U(0, 1)
48. Suponga que X ~ N(0,1) y Y|X = x ~ N(e*, cos?(x)). Encuentre E(Y).

E(Y) = E(E(Y]X))

E(e¥)
E(log-normal(0, 1))
1/2

49. Sea X, Y % N(0,1). Encuentre la matriz de varianza-covarianza de (X + Y, X —Y) y deduzca

si son independientes.

Para esto basa con utilizar (31]) y solo calcular ¥. En nuestro caso la transformacion de interés

es
<X+Y> B (1 1 ) (X)
X-Y 1 -1)\Y
con
()
Entonces

> _ 1 1 1 0y(1 1\ (20
~\1 —-1/\0 1/\1 —-1) \0 2
como la diagonal secundaria es 0, entonces son independientes.
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50. Sea X,Y i N(0,1). Sabiendo que la generadora de momentos de una Variance-gamma distri-

bution es A
2_ g2
Myt =et [ —F
Ve (napu(t) =e <a2—(ﬁ+t)2

Encuentre la distribucion de Z = XY sin utilizar el teorema de transformaciones ni calcular
integrales.

Para esto vamos a utilizar un truco bien rebuscado. Note que podemos escribir XY como

Z=XY
=X?>—-X?4+Y?-Y24+ XY
X2 - X24Y2_Y2 2XY 2XY

- 4 Tt T,
O X242XY +Y2 X2 —2XY +Y?
- 4 B 4
_(X—f—Y)2 (X -Y)?

T4 g

(XYY (XY

(1) (%)

g w3

Note que W; ~ N(0, 1) y en particular son independientes por lo mostrado en el ejercicio anterior,
también por sabemos que W? son chi cuadrado. Ahora usamos generadora de momentos

Mz(t) = Mwz 3 (t)
= Mz (t) Mz (—t)

1 n/2 1 n/2
- (1 —2t> <1+2t>

1 n/2
- (1 - 4t2>
Si la arreglamos un poco tenemos

Mz(t) = (1_1“2)”/2

_ ot 1/22 - 0? "
o\ _(0-1p

Esta ultima es la generadora de momentos de la Variance-gamma. Entonces se concluye que

Z = XY ~Variance — gamma(n/2,1/2,0,0)

51. Suponga que se tienen las v.as X, W, T, donde X; ~ Exp(A), W ~ F. Donde Xi, W no son
independientes. Con

T=21
W

Si W|T ~ N(2,T). Encuentre E(T).
Para esto necesitamos darnos cuenta de un par de cosas.
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Lo pedido se calcula como sigue

X1
T=w
TW = X,
E(TW) = E(X1)
E(E(TWI|T)) =

52. Muestre que|p| < 1.

Para esto vamos a utilizar Cauchy-Shwarz. Sea ux y py la media de X, Y.

|Cov(X, Y)| = |]E[(X —ux)(Y — MY)H
< VE[(X = ux)2IVE[Y — uy)?]
|Cov(X,Y)| < y/Var(X)\/Var(Y)
|Cov(X,Y)|
Var(X)Var(Y) —
‘ Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y)| —

53. Decida si la siguiente igualdad es verdadera
S (Y _EY)
X E(X)

No es verdadera, pues sea X,Y ~ U(0, 1) independientes. Entonces
y L1y,
El<=)= =dyd
()= [ L 5
= —00

Por otro lado

lo que implica

donde claramente los resultados no coinciden.
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5 Teoria Asintotica

5.1 Definiciones y propiedades

El principal objetivo de este topico, es estudiar el comportamiento estocastico de una secuencia de
variables (o vectores) aleatorias {Z,;n > 1} cuando n — oco. La secuencia Z, puede estar asociada
a un estadistico muestral o alguna funcion de dicho estadistico que tenga algun interés inferencial,
en cuyo caso el subindice n representa el tamafio muestral. A pesar que la nocién de un tamano
de muestra infinito es un concepto tedrico, el sentido préctico es obtener aproximaciones tutiles en el
contexto de muestras finitas, ya que generalmente las expresiones se simplifican en el limite.

Algunas desigualdades importantes para este capitulo son

e Markov’s inequality:

P(X > c) < E(CX)
e Chebyshev’s inequality:
B(X o > k) < X )]
Si a = E(X), se tiene:
Var(x)

P(IX —E(X)| > k) < (39)

k2

Ahora definimos los tipos/modos de convergencia de secuencia de v.as. Sea {Z,;n > 1} una
secuencia de variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (2, A, P), y sea 6§ € R.

e Se dice que Z, converge en probabilidad para 0 si Ve > 0 se cumple
lim P(Z,—6]>¢€)=0
n—oo

o
lim P(Z,—0]<e)=1
n—oo

Se utiliza la notaciéon Z, Ly}

e Se dice que Z, converge en media cuadrética (mc) para una constante 6 si

Jim B[(Z, 6 =0

Se utiliza la notaciéon Z, =5 @

e Se dice que Z,, converge en media de orden r para una constante 6 si
lim E[(Z,—-6)"]=0
n—oo

Se utiliza la notacion Z, =5 6

e Se dice que Z, converge casi seguramente (cs) para 6 si Ve > 0 se cumple

P(Iim |Z,,—9|<e>:1

n—oo

Se utiliza la notacion Z, = 6.
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Sea Z cualquier variable aleatoria cuya distribuciéon no depende de n. Se dice que Z,, converge
en distribucién para Z si

lim Fz (z) = Fz(2) (40)

n—oo

para todo z donde Fz es continua (es decir, Vz tal que P(Z = z) = 0). Se utiliza la natacion

Zn B 9. Este tipo de convergencia es sumamente importante, ya que da pie a uno de los
teoremas mas importantes de la Estadistica.

. . . . D
Para el caso discreto se tiene que una condicién suficiente para que Z, — esta dada por,

lim P(Z,=2z)=P(Z=2), Vz=0,1,2,..

n—oo

A partir de lo anterior surgen los siguientes teoremas y propiedades

Si Z, =% 0 entonces Z, Ly

Si tenemos que

lim E(Z,) =0, lim Var(Z,)=0

n—oo n—oo

entonces
Z, 5o (41)

Ley débil de los grandes ntimeros.

Sea Xj, X2, ... una secuencia de variables aleatorias iid, con E(X;|) < co. Entonces,
1< P
;ZX,- Sow=E(Xy)
i=1

Siz, 20 y g(-) una funcién continua, entonces

g(Zn) = g(6) (42)

Ley fuerte de los grandes nameros.

Sea Xi, X2, ... una secuencia de variables aleatorias iid, con E(X;|) < co. Entonces,

1 n
;in S u= E(X1)
i=1
Si Z, =% 6 entonces Z, Ly

Zo 2 Z = lim Mg (t) = Mz(t) (43)

n—oo

para todo t en algin intervalo que contenga el 0 y donde las fgm’s existen.

2,2 Z = lim ¢z,(t) = pz(t) (44)
para todo t, donde @Z,(t) es la f.c. de Z,, n > 1,y @z(t) es la f.c. de Z.
Si Z, b,z v g(-) una funciéon continua, entonces se tiene
g(Z,) > g(2) (45)
SiZ, f) Z entonces Z, 2) Z

Si Z, £ 9 entonces Z, By
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Ahora extendamos lo visto a dos secuencias de v.as.
e Teorema de Slutsky.

Sean {X,; n > 1} e {Y,; n > 1} secuencias de variables aleatorias tales que X, B xe Y, Eb (b
constante). Entonces, para cualquier funcién continua g : R> — R, se tiene que

D
g(Xn, Yn) = g(X, b)
A partir de esto se tiene que

1L X, +Y, B Xx+b

2. Y, X, 2 bX
X X

3. 20 B —, siempre que b # 0
Y, b

o Sean {Xp;n > 1} e {Y,; n > 1} secuencias de variables aleatorias tales que X, Baev,Bb
(a, b constantes). Entonces, para cualquier funciéon continua g : R? — R, se tiene que

g(Xn Ya) 5 g(a, b) (46)

e Sean {a,;n > 1} una secuencia de ntimeros reales y {Z,;n > 1} una secuencia de variables
aleatorias, tales que:

lim a, =00, an(Z,—0) B x (47)

n—oo

para alguna constante 6 y variable aleatoria X. Entonces
Z,— 0

e Sean {ap;n > 1} una secuencia de ntimeros reales y {Z,;n > 1} una secuencia de variables
aleatorias, tales que:

lim a, =00, an(Z,—0) 3 X
n—oo

para alguna constante 6 y variable aleatoria X. Si g : R — R es una funcién continua y

diferenciable en 0, entonces,

anlg(Z,) —2(0)] 2 g'(6)Z

donde g’ es la derivada de g.

Teorema del limite central

Sea X1, X2, ... una secuencia de variables aleatorias iid con media E(X;) = p y varianza finita, es
decir, 0 < Var(X;) = 02 < 0o. Entonces,

n
X — _
z, = zimXimm _ VnXo=p) o 5 N(0,1)
no? o

cuando n — oco. En forma de limite se tiene

lim P(Z,<z)=®(z), VzeR

n—oo

P(X, < x)~ & (‘M)

En otras palabras se tiene que

para n suficientemente grande.
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Una herramienta ttil es el Método delta. Suponga que /n(Z, — ) 5z~ N(0, 02), cuando
n — o0, y sea g una funcién continua y diferenciable en u. Entonces

Vilg(Z,) — g(w)] % Z ~ N(0.[g'(w)o?) (48)
5.2 Ejercicios del capitulo

1< i
1. Sea Z, = — ZX,-, con X; id Ber(p). Muestre que Z, L p.
n
i=1

Debemos mostrar que
lim P(Z,—p|>€)=0

n—oo

Para esto podemos usar Chebyshev. Calculemos la esperanza y varianza de Z,.

1
E(Z,)=E| - Xi
(Zn) "Z;
1
= ;nE(Xl)
—p

n
i=1
=3 nVar(Xy)
_p(1-p)
n
Aplicamos
0 <P(Z, ~B(Zy)| > ¢) < L2
€
p(1 —p)
0<P(Zn—pl=¢)< T2
p(1—p)

lim 0 < lim P(Z,—p|>¢€) < lim
n—oo n—oo n—o0 ne
0< lim P(Z,—p|>¢€)<0
n—oo
Teniendo asi que
lim P(Z,—p|>€)=0
n—oo

Done se concluye que Z, L p.

X — iid .
2. Sea Y, = E p7 con X; id Bin(1, p). Muestre que Z, £o.
n

i=1

Podemos hacer lo mismo que antes.

E(Y,) =E >

% (nE(X1) — np)

Il
S|
S
o
\
=]
o
N—r

Il
o
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Xi—p

Var(Y,) =Var Z

i=1

n

= %Var ZX,-fp

i=1

= iz (nVar(X1))

ne

n
:7(”P(1*P))
_p(1—p)
n
Reemplazamos en
0< P (Y, — E(Y, )gv‘" )
0<P(|Ys—0] > )g P—p)
0< lim P(IY,~0[>¢) < | m”(17_2)
<=

O<I|m P(|Y—O|>e) 0

Se concluye que Z, £o.

3. Suponga que P(Z,=0)=1—1y P(Z, =6+ n*) =1 para n > 1. Muestre que Z, Eo.

Por enunciado tenemos que Rec(Z,) = {8, + n?}. Y tenemos

1—1 z=490
n
P(Z,=2z)= 1 z =04+ n?
n
0 e.o.c
Ahora
P(Z,—0]>¢€)=1-P(Z,— 0] <¢)
=1-Ple<Z,—0<e¢)
=1-Ple+0<Z,<e+0)
=1-P(Z,=9)
=1-(1-1/n)
_1
T n
aplicamos limite
1
P(Z,—06|>¢)=—
1
I|m P(Z,—0]>¢)= lim =
n—oo N
=0

Por lo tanto se concluye que Z, Lo
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4. Sea Xj, Xz, X3, ... una secuencia de variables aleatorias que converge en probabilidad a una con-
stante a. Suponga que P(X; > 0) =1, para todos los i. Verifique que la secuencia definida por
Y; = a/X; también converja en probabilidad.

Por el teorema (42), tenemos que

1o
Lol PR

X |-
1o

Verifiquemos esto ultimo. Sea € > 0, usando la definicién tenemos

P(’;ﬂ-l’ge):P(—eg;n—lge>

_P<1—e§;§e+l
:P(l—e<1<e—|—1>
a Xn a
a a
=P < X, <
(e—|—1_ "_1—e>
_p a+ae—ae<X"<a+ae—ae
e+1 - - 1—¢
_P<a 2 <Xp<a+ 2 )
€+ — €
>Pla- -2 <Xx,<at -2
e+1 1+
_p(_ ae <X, a< ae
e+1 1+e
—P<|X,,—a|< ae)
1+e

Entonces tenemos

a ad€
> i — < >
1—n';"go’°<xn —6)—n'm;o’°<|xn o< 1) )
1> lim P[] < > 1
> P (|5 1<) 2
:>nIer;oP<Xn ’Se):l

Note que en el limite es 1 ya que X, converge en probabilidad a a.

5. Sea Z, ~ Bin(n, p). Muestre que X,(1 — X,) L p(1— p).

Sabemos que por la Ley de los grandes nimeros X, L p. Aplicando con g(x) = x(1 — x)
tenemos

g(Xa) = Xa(1—=X,) & p(1 - p)
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6. Sea X una v.a, defina X, = X 4+ Y}, donde

1 o?
E(Yn) = E , Var(Y,,) = 7

con ¢ > 0 constante. Demuestre que X, 2ox.
Para esto, recordemos la desigualdad triangular |a+ b| < |a| +|b|. Usando a = Y, —E(Y,) v
b =E(Y,) tenemos
Yo = E(Ya) + E(Ya)| <[Ya — E(Ya)| +|E(Y2)]|
1
=Y, — E(Yo)| + -

Ademas notemos que X, = X+Y, = Y,=X,— X.

El porqué de esto, se aprecia en el siguiente desarrollo. Usamos la definicion, sea € > 0

P(Xo— X| > €) = P(Y,| > ¢)
— P(Ya| — E(Y,) + E(Y,) > ¢)

<P <|Y,, —E(Ya)| + % - e) o
—P <|Yn —E(Y,)] > e - rl7>
Var(Y,)
. vartra, (51)
0.2
" n(e—1/n)2
2
i P(Xo = X[ 2 €) < Jim — s

=0

Se puede concluir que X, LS'S
En se utilizo la desigualdad triangular anterior expuesta, y en se utilizo Chebyshev.
7. Sea Yy = max{X1, X, ..., Xo} donde X1, X2, ..., X» % U(0, 1)
(a) Calcule E(Y,) y Var(Ys)
(b) Pruebe que Y, L]

(c) Pruebe que n(1—Y,) Lz~ Exp(1)

Recordando tenemos que fy, (y) = ny" 1 - I(0 < y < 1).

(a) Podemos hacer dos cosas, reconocer que Y, ~ Beta(n, 1) o calcular la esperanza y varianza
de forma directa. Procederemos por esta ultima.

1 1
E(Yn):/ yny"‘ldy:/ ny"dy
0 0
n
n+1

Para la varianza usaremos la formula Var(Y,) = E(Y;?) — [E(Y,)]?. Entonces calculamos lo
faltante.

1 1
E(Y?) = / y’ny" 'dy = / ny"ttdy
0 0
n
n+2
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Finalmente se tiene

n
E(Ya) = n+1
n n 2
Var(¥a) = 25 ~ <n+1>

(b) Para probar la convergencia en probabilidad recordamos el teorema . Solo nos falta
calcular los limites respectivos.

lim E(Y,) = lim —— =1

n— o0 n—oo n-+1
2
n n
Jim Var(Yp) = lim ~—— — <n+1> —070=0
nlLrgoE(Yn) - nan;o n+1 -

En base al teorema podemos afirmar y concluir que Y, Ly

También se hubiese podido hacer con la definicién formal, y aplicar la desigualad de
Markov.

(c) Podemos tomar Z, = n(1 —Y,) y recordar que fy,(y) = ny""1. Ahora buscamos la fdp de
Z,.
Primero el intervalo. Como el intervalo de Y, es (0, 1) se tiene

n(1-Y,)=n(1-0)=n
n(l-Y,)n(1-1)=0

El recorrido de Z, es (0, n). Ahora la respectiva transformacion.

P(Z,<z)=P(n(1-Y,) <2z2)

:P(l—Y,,<Z>
n
:P<—Y,,§Z—1)
n

—P(Yn21—2>

n
:1P<Y,,§12>

n

Fz(z)=1-Fy, (1 - Z)

n

1 z
fzn(Z) = Efy" <1 — n)



Lo anterior para z € (0, n) de modo que la acumulada esta dada por:
0 z<0

Fz (z) = n
2(2) 1—(1—2) 0<z<n

Ahora calculamos el limite respectivo en base a .
0 z<0

lim Fz (z) = n
m, Fz,(2) 1-(1—Z> 0<z<n
n

lim Fz (z) = lim 1— (1 - Z)n

n—oo n—oo n
= lim 1— (1 + )
n—o0 n
=1l-—-¢e~*

Entonces la acumulada de Z esta dada por

F2(2) 0 z<0
2= 1—-e? 0<z<

Donde claramente es la acumulada de una exponencial de pardmetro 1.

Veamos esto ultimo en la siguiente imagen

Fy(x)
! n=23 n==~06
14
Exp(1)
n=20
05 n=>50
0 0.5 1 15 2 2..5 3 35 4

Note que a partir de n = 20 ya se empieza a parecer bastante a una exponencial de parametro
1.

8. Demuestre la Ley débil de los grandes nimeros.

Sea E(X;) = p y Var(X;) = o2, entonces

1
E{=) Xi]|=n
n
i=1
1« 2
Var | - X -
n 4 n

Aplicando Chebyshev tenemos

Por lo tanto, X, = u.
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9. Sea Z, ~ Bin(n, p,), donde np, = X > 0, para i = 1,2, .... Muestre que Z, = P(X).

Para esto podemos usar el teorema . Entonces
lim Mz, (t) = lim (1— p,+ pne)”
n—oo n—oo
= lim (14 py(ef —1)"

= lim <1+2(et—1)>n
= jim (1+ 22D

n—oo n

= e’\(etfl), VteR

Esta ultima es la generadora de momentos de una P(\). Luego, se concluye que Z, 5 P()).

10. Sea X, ~ P(n). La fgm de X,, esta dada por:

Mx (t) = exp{n(et —1)} ,Vt €R
Xn—n
NG
t2 t3
(b) Muestre que /n(My,(t) = —t/n+n(e?~" ~1) = 5+ g 4+ y que In(My, (1) = &
n

2
cuando n — co. Osea My, (t) — et /2 cuando n — oo

(a) Sea Y, = . Muestre que My, (t) = e V" Mx_(t/+/n)

(¢) Muestre que Y, 2.y, donde Y ~ N(0,1) cuando n — oo

(a) Usando la definicion de la funcion generadora de momentos se tiene:

tX,

—E|eVn e tvr

= My, (t) = e "Mx,(t/+/n)
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(b) Del enunciado y de (a) tenemos:

My, (t) = exp[n(e¥" — 1)]exp[—t+/7]
Tomando logaritmo y aplicamos propiedades
In(My,(£)) = n(eVs —1) — tv/n
—nevs —n—ty/n

Expandimos la exponencial en serie de Taylor

N

k=0
[ee) k. 1—k
t
-y N h—tyn
k!
k=0

t2 t3 414

(e gt ) e

2! 3l/n n
t3 t*
ot

31/n ' 4ln

t2
:n—n+tﬁ—t\/ﬁ+§+

t2 t3 t4
= /”(MYn(t)):j+3!ﬁ+m+'“

Ahora tomamos limite

lim /n(My, (t)) = =

n—oo 2

Tomando exponencial en ambos lados se tiene que

lim My, (t) = et/

n—oo

(¢) Mostramos que lim,_,0 My, (t) = et’/2,y esta ultima es la generadora de momentos de una
N(0, 1), por lo cual se concluye que

Y, 3 N0, 1)

Z,—n
v?2n

Procedemos de manera analoga al ejercicio anterior.

lim My (t) = lim e *VEM, <t1>

Bnwo )y Z B

11. Si Z, ~ X%n)’ n > 1, demuestre que Y, =

n—o0 n— o0 \/2n
n/2
. 71’\/3 1
= nllm e 2 17%
—00 VT
lim In(My,(£)) = lim —¢4/ 2+ 2in [ —2
nve O T R T 2 T\ T2

T n+n/ 1
Tt V2T 2\ T
Jn

expandimos el logaritmo en serie de Taylor
. n o ne (V2t/\/n)
= lim —t4y/ =+ = —_
jim —0/3 5 2y
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= lim —t\f+"2t+”2t2+"23/2t3+"22t4+
n—oo 2 2y/n 22n 23n3%2  24n?
L t2 p23/283 o2t
A 23 Taam T
t2 23/2t3 22t4

- n[»n;of + 6nt/2 + 8n
2
2
. t?
lim In(My, (1) = &
t2
= lim Myn(t) =e2

n—oo

Esta ultima es la generadora de momentos de una normal estdndar, por lo cual
Y, 2 N(0,1)

Para probar lo ultimo es facil, pues podemos aplicar , entonces

&=
R
s|N
~—
I

n n
2n
2
2
T n
Ahora tomamos limite
Z
lim E<"> = liml=1
n—oo n n—oo
lim Var (Z"> = |lim g =0
n—oo n n—oo N

Luego, por se concluye que % L]

2
12. SiZ, 3 Z ~ N(u, 0?). Determine la convergencia en distribucion de Y, = (Z”a—*"> .

Podemos usar , pues se tiene que

Zn_l-l'

D
N(0,1
—# 2 n(o,1)

ahora, usando g(x) = x?, podemos recordar (28). Donde se deduce que

Zn— 2D Z—pu 2
(=) 2 (525) -
g o

Recuerde que % es simplemente una normal estandar, y su cuadrado es una chi cuadrado con
1 grado de libertad.
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13. El tiempo que pasa, en horas, antes que una pieza importante de un equipo electrénico que se
utiliza para fabricar un reproductor de DVD empiece a fallar sigue una distribuciéon exponen-
cial donde el 86,47% de las piezas fallan antes de 1000 horas. En una muestra aleatoria de 100
equipos electronicos, calcule la probabilidad aproximada de que el tiempo medio que pasa antes
de que la pieza importante falle se encuentre entre 450 y 550 horas.

Sea X el tiempo de falla, tenemos que X ~ Exp(\), por lo cual necesitamos encontrar el valor
del parametro, pues no nos lo dan. Entonces con la informacién entregada tenemos

1000
/ Ae Mdx = 0.8647
0

1 — e 1000% — 0 8647
A = 0.002

Nos piden P(450 < X < 550). Necesitamos la esperanza y varianza. Entonces

1
E(X) = 5505 = 500
1 1
V X = =
2r(X) = 50022 = 250000

Nuestra muestra es de tamano n = 100. Entonces aplicando TLC tenemos

450 — 500 X — 500 550 — 500
< <

1 - 1 - 1
\/ 250000-100 \/ 250000-100 \/ 250000-100

= &(1) - &(-1)
= 0.6826

P(450 < X < 550) = P

14. Sean Xj,..., X, variables aleatorias independientes con idéntica distribucion, la cual esta de-
terminada por la siguiente funcién de probabilidad:

2/3, six=038
px(x)=141/3, six=3
0, en otro caso

(a) Determine el valor esperado y varianza de X;, con i=1,...,n.
n
(b) Proponga una distribucién aproximada para la variable aleatoria S, = Z X y calcule la
i=1
probabilidad que S3; sea menor o igual a 56 .

(¢) Defina la variable aleatoria: T, = HX,-. Calcule aproximadamente la probabilidad que
i=1
T31 sea menor o igual a 100 . (Hint: aplicar logaritmo)

(a) Cada X; tiene la misma distribucion, por lo cual basta con calcular el caso particular X.

Entonces
E(X;) = E(X)
2 1
0.8- 3 +3- 3
= 1.533
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Var(X;) = Var(X)
= E[(X - E(X))?]
= E[(X — 1.533)%]

2 1
= (0.8 - 1-533)25 +(3— 1.533)2§
= 1.075556

(b) Nos piden P (Z?il Xi < 56), podemos usar TLC. Definamos

31
Y=> X
i=1
entonces
Y ~a N(nE(X;), nVar(X;))
Y ~a N(31-1.533,31-1.075556)
Y ~a N(47.523,33.34224)

Ahora calculamos, recordando que es una distribuciéon discreta, por lo cual hay que usar
correccién por continuidad, entonces

31
P> Xi<56|~P(Y <56+0.5)
i=1
~ P(Y < 56.5)

o (56.5 - 47.523)
V/33.34224
~ ®(1.554654)
~ 0.9399858
31

(¢) Nos piden P ﬂX,- < 100 ], note que si aplicamos logaritmo tenemos
i=1

31 31
PT]Xxi<100|=pP[n|]]Xi| < In(100)
i=1 i=1

31
—pP Z In(X;) < In(100)
i=1

Ahora defina Z; = In(X;), necesitamos encontrar la esperanza y varianza de Z; para aplicar
TLC, entonces

E(Z;) = E(In(X;))
= E(/n(X))
= In(0.8) - % +1In(3) -
= 0.2174417

Var(Z;) = Var(In(X;))
= E[(/n(X;) — E(In(X;)))?]
= E[(In(X;) — 0.2174417)?]

W =

2 1
= [In(0,8) — 0.2174417]% - 3+ [In(3) — 0.2174417)? - 3
= 0.3882308

Ahora si tenemos todo.
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Definamos
31
Y =Y In(X))
i=1

entonces

Y ~a N(31-0.2174417, 31 - 0, 3882308)
Y ~a N(6.740693, 12.03515)

Calculamos

31 31
P ]‘[x,-gmo =P|In ﬂx, < In(100)
i=1 i=1

31
=P | >_In(X;) < In(100)
i=1

~ P(Y < In(100) + 0.5)
o (In(lOO) +0.5— 6.740693)

V/12.03515
~ ®(—0.4714449)

~ 0.3186615

La notacién ~4 corresponde a que distribuye asintoticamente normal.

15. Sea X1, Xo, ..., X, i Cauchy(0,1). Demuestre que

1 n
= E X 2 Cauchy(0,1)
n

i=1

Para esto podemos usar la funcién caracteristica, pues la funcién generadora de momentos no
existe. Podemos usar el teorema(44). Entonces

lim @y, (t) = lim @150 x(t)

n—oo n =

= lim @y~ x;(t/n)

n—oo

= lim_(px,(t/n))"

fim_(el¢/m1)”

n—oo

1 n
— lim (e_Fm)
n—oo
ntl

= lim e~ 4
n—oo

= lim et
n—oo

— ot
Y esta ultima es la funcion caracteristica de una Cauchy(0, 1), lo cual prueba lo pedido.

Es posible demostrar que si X ~ Cauchy(0,1), entonces

ox(t) = et
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16. Calcule
nok
. _a—n
Jim € Zﬂ
k=0

A primera vista parece que de forma directa no se puede calcular. Pero vayamos expresando

n
cosas de manera familiar. Sea Xi, .., X, ~ P(1), entonces Y, = ZX,- ~ P(n) , es decir,
i=1
nke=n
P(Y, = k) = — > bero esto es lo mismo que tenemos arriba, y en particular, estamos

sumando hasta n, es decir

Tk & nke
—n . J—
€ ZF_Z kI = P(Ys<n)
k=0 k=0
Nos piden entonces
lim P(Y, < n)
n—oo
Definamos Y, = % Calculemos la media y varianza

E(Y,) =1, Var(Vy)= -

Aplicamos TLC

Yo
lim P(Y, <n)= lim P ( < 1>
n—o0 n—o0 n
= o, P < 1)

|
<
—~~
(=)
~

. L L |
Luego, lim e — =
n—00 — kKl 2

17. Sean Xj, X, ... variables aleatorias independientes con X; = 0 y para j > 2,

1 B2
P(X; = k) = Fﬂ{k::tl,:l:z ..... +jy T e Lir—oy

Pruebe que si @ > 1/2, entonces
Zle X;j E} 0
nOl

Para esto necesitamos calcular la esperanza y varianza, entonces
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Var(Xj)

J J .3
1 1 Jj°=2
=2 (kP54 K540
k=1 J k=1 J J
2,
=732k
k=1
2,1,
3 ) 37

Mostraremos lo pedido usando la definicién formal y Chebyshev. Entonces, sea € > 0

ZJ'?:1 Xj
(==
im p (|22
n—oo n<

—0|>e| =P ZXJ-fO > n%e
j=1
=PD_X—E[D X;||=n
j=1 j=1
r 2
E (Zf:l Xj —-E <ZJ,'1=1 Xj>>
S ) n2a€2
Var (ZJ'-’ZI Xj>
- n2a€2
2n
— n2a€2 (52)
2 1
T @2 pa-1
2 1
—0>¢] < lim

oo €2 plo—1

El limite de la derecha es igual a 0, solo si 2a — 1 < 0, por lo cual se debe tener o > 1/2. Por

lo cual

P

¢
LiNir g sy

n

En acoto con 2n, ya que Var(X;j) siempre es menor a 2, es decir,

Lo cual implica que

2+1+ 1 <9
3 4 32~
Var(X;) <2

300



18. Muestre que si /n(Y, — i) 2, N(0, 0?), entonces Y, L W.

Usamos la definicion, sea € > 0
lim P(Y, —ul) <€) = lim P(ValY, — ul) < e/n)

= lim P(v/a(Y, — w)|) < ev/n)

n—oo
— lim P(Z| < /)
n—oo
P(Z| < o)
=P(—00 < Z < )
=1

19. Se define la aproximacion de Stirling como

nl &~ 2mn"tt/2e=n

Sea Xi, Xa, ... i Exp(1). Utilizando TLC, y derivando la acumulada de la normal, obtenga la
aproximacion anterior expuesta.

Sabemos que E(X1) =1y Var(X;1) = 1. Por TLC tenemos

X, —1
P(l/ﬁ <x>%P(Z<x)

Con Z ~ N(0,1). Ahora, podemos ir desarrollando cosas del lado izquierdo

Xo=1_ )
P(l/\/ﬁ SX)NP(ZSX)

Q

P> Xi<vnx+n
i=1

La suma de Exp(1)
es W ~ Gamma(n, 1)
Fw(v/nx + n) = Fz(x)
Vnfy (v/nx + n) ~ fz(x)
(v/nx 4 n)n—te=(Vmxtn) 1
r(n) = Van
Si x = 0 tenemos

—x%/2

Vn

n"~le=n 1
n——— ~ ——
f F(n) /2T
V2rn"/2e=" & nl'(n)
V2rn"2e7" & n(n — 1)1

V2mrn"™1/2e71 x5 pl

= nl ~ 2rn"t/2en
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20. Sean X, ..., Xp ~ x%l) vY,= ZX,-. Pruebe que

i=1
i /n Xn/2—le—x/2d _ 1
oo J T(n/2)2772 X7 2

Primero debemos buscar como distribuye Y;,, pero es sencillo demostrar que distribuye x2(n),
por lo cual py, =ny a%,n =2n.
Para resolver lo pedido, podemos usar una nueva sucesion y aplicar TLC. Notando que

n Xn/27lefx/2 Y,
lim /  _°  _dx= limP(Y,<n)= limP(2<1
n—oo Jq r(n/2)2”/2 n—oo n—oo n

con Y, ~ an).

— Y, .
Sea Y, = —. Buscamos su esperanza y varianza.
n

E(Y,) = E (’;) ey =tno

J— Yn
Var(Y,,) =Var <n> ?

Il
<
L
~

—~
<
~

I
N
S

Il

[

Por TLC, tenemos que

Luego,

i /ﬂ Xn/2—le—x/2d B 1
oo Jo T(nj2)202 7~ 2

21. Sea Xj, Xz, ... una secuencia iid de variables aleatorias con E(X;) = u. Defina
2 n
Y= —— (X
n(n+1) ZJ /
j=1
P
Muestre que Y, — u.
Usamos Chebyshev. Calculemos la esperanza y varianza de Y,,.

2 .
E(Y,) =E m;ﬂ(f

n

— 2 SEGX)

n(n+1) =
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22.

2 n
e E(X;
n(n+1) - _/ ( J)
j=1
2 -
" n(n+1) ;Jﬂ

2 n(n+1)
n(n+1) 2

2 .
Var(Yn) =Var m Z_/XJ

j=1
22 -
= 7,72(” + 1)2 Z Var(JXJ)
j=1
4 n

= IR ZJ'QVar(Xj)

=1
4 — 2 2
=2 > J%
n?(n+1) =
5 4 n(n+1)(2n+1)
o
n?(n+1)? 6

,2(2n+1)
3n(n+1)

Usamos Chebyshev

lim P(Y, —E(Y)| > ¢) < lim Var(¥a)

n— oo n—o0 €

. . 2(2n+1)
m PO —pl 2 < lim T 1)

=0
Luego,
lim P(Y,—pu|>€)=0
n—oo
Donde se concluye que Y, L .

i U(0,6), y defina X, = 137 | X;. Encuentre la distribucién limite de

VnlIn(2X ) — log ()]

Sea Xl,Xg,

cuando n — 00.

Podemos usar el método Delta, ya que

por TLC se tiene
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usando g(x) = In(2x), por tenemos que

m(g(xn)-g(g))gw

la derivada de g(x) es g’'(x) = 1/x, entonces

[
ﬁ<g(xn)_g(g)> gN(o,
(

ﬁ(z?n—e) =Y

23. Encuentre la distribucion asintética de Z,, = Y,,efi'y si X1, Xo, ... id P(X).

Podemos usar el método Delta con g(x) = xe™, para que de este modo solo calculemos la
esperanza y varianza de X,. Entonces

tenemos

la derivada de g(x) es g’'(x) = e — xe™*. Entonces

Vn(g(X,) — g(1)) © N(O, [¢'(1)]20?)
Vn(Xpe X = xe™) R N(0, [e > — Xe>]2N)

iid

24. Sea Xi, X3, ... ~ U(0,1). Defina

- 1
- 1/n
[Tz Xi

Encuentre la distribucion asintotica de Y,. Hint: Tome logaritmo y use g(x) conveniente.

Yn

Usando el hint tenemos
B 1
T X"

In(Y,) = —% Z In(X;)

Yn
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Usando tenemos que —/n(X;) ~ Exp(1l). Entonces podemos encontrar la distribucion
asintotica de In(Y;) y luego usar alguna funcion g(x). Calculamos esperanza y varianza

n

E(/n(Y,)) = E _% > In(Xi)

i—1
= E(—/n(X7))
=1

n

E(In(Yy)) = Var | -2 > In(X))

n i=1
= %Var(—/n(X,-))
_1
Tenemos que
In(Ya) 2 N(1,1/n)
In(Y,) — 13 N(0,1/n)
Vn(In(Ya) = 1) 3 N(0,1)

Usando la funcion g(x) = e* tenemos

Vn(g(In(Ya)) — g(1)) 2 N(O, [¢'(1)]21)
V(") — ety B N(0, [e']?1)
(Y, — ) 3 N0, &)

Note que en este tipo de ejercicios no se despeja Y,, pero el resultado es equivalente a que si lo
despejamos. En este caso despejemos Y,

Vn(Ys —e) 3 N0, €?)
Y, —e 3 N(0,€%/n)
Y, 2 N(e, €*/n)

Todos los resultados obtenidos en ejercicios anteriores son equivalentes.

25. Sea X1, Xp,... una secuencia de variables aleatorias iid con media p y varianza o2 (finita).
Muestre usando Slutsky que

Note que
apn=+Nn— 0
X —
V=B By, 1)
o
Luego, por el teorema , se concluye que

X, 5 u
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26. Sea Xi, Xo, ... id Gamma(a, ). Muestre que

1< cs o+ o
Z,=-) X?38
PR

Por la Ley fuerte de los grandes ntimeros tenemos que
Z, S E(X?)
Esto ultimo corresponde a
Var(X) = E(X?) — E(X)

E(X?) = Var(X) + E(X)?
2

B0 = gt
E(X2) = a -’gzoﬁ

Mostrando asi lo pedido.

Si bien no se enuncia el teorema en la parte de definiciones, se utilizd que

Z, 3 X = h(Z,) 3 h(X)

con h(x) continua.

En nuestro caso se utilizo h(x) = x°.

iid

27. Sea X1, Xa,... ~ Exp(1/6). Muestre que

n

> (Xi—9)
Sp=+/n=——

2
>_Xi
i=1
converge en distribuciéon a W. Reconozca W.

Para esto vamos a re escribir S, de la siguiente forma

n

> (Xi—0)
Sn=/n" =
2 X
Lo
L2 (X
_\fi
,ZX2

Ahora vamos a usar Slutsky. Pues note que en el numerador tenemos

fZX N(6,62/n)
fZ(X —6) = N(0,6%/n)

Vs Z N(0,6%)
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Usando la Ley débil de los grandes nameros y (42]) tenemos en el denominador
1 n
=S x2 B E(x?)
n =

Esto ultimo corresponde a

Var(X) = E(X?) — E(X)?
E(X?) = Var(X) + E(X)?
E(X?) = 62 + 62
E(X?) = 262

Luego, por Slustky tenemos que

n

%Z(X:‘ —0)

So=vil 8

I — oy
2%

X 1
2 N 2
202 262 (0,67

28. Sea Xi, X»,... una secuencia de variables aleatorias positivas e independientes, con primer y
segundo momento finito y mayor a 0. Y sea Yi,Y2,... una secuencia de variables aleatorias
independientes, con 0 < Var(Y;) < oo e independientes de X;. Encuentre la distribucion limite

de
>y XiYi
Wy = v/ | S5~ E()
( Zi:l Xi
Para esto podemos re organizar la expresion de la siguiente forma
P XiYi
R C s )

— /n Z;’ZIX,-Y,-—E(Y;L)ZLIX;
Z?:lX"

- (z,."_lx,-(v,- - E(n)))
27:1 Xi

_ ( S XilYi - E(Yl))>
Z;’:l Xi

n (z,-”_l Xi(Y; — EM))

XX vn
Podemos aplicar Slutsky con

0 YL XY —EW))
S NG

Por la Ley débil de los grandes ntimeros tenemos que

An

1 n
= X 5 E(X:)
N

~ n f> 1
Z7=1 Xi E(Xl)

esto usando g(x) = 1/x.
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29.

Ahora, para B, por TLC sabemos que converge a una Normal. Veamos sus parametros

_ o [ 2 Xi(Yi - E())
E(B,) =E ( 7 )

- (Z Xi(Y; - E(m))

=(nE(X1(Y1 — E(1)))
=(nE(X1)E(V1 — E(V1))

= (nE(X1)E(V1) — E(V1)

= glmgle gl g

Var(B,) = Var (Z"nﬂ Xi(Yi — IE(Yl))>

/n
vy (Z X(Y; - E(m))

(nVar(X1(Y1 —EM)))

(nVar(X1)Var(Y1 —EM))

\H:\H:\H

—(nVar(X)[E((v1 — E(%) - E(1))?)]
= Var(Xl) (")

Luego, B, ~ N(0, Var(X1)E(Y2)). Aplicando Slutsky a

W, = A,B,,

tenemos que

1
W, N(0, Var(X1)E(Y{
2 SN VarXEeD)
Sea X1, Xa, ... ©¢ Exp(\), Pruebe que
n P n D
—— oA Vn| =—= —X| = N(0,)?)
> i Xi (Zil Xi )

Por la Ley débil de los grandes ntimeros tenemos que

1 p 1

2N X S EX) =<

PR
n p 1

A —
Zi:l Xi ]E(Xl)

= =

esto usando g(x) = 1/x.

Para la distribucion asintotica podemos usar el método Delta con g(x) = 1/x. Su derivada es
g'(x) = —1/x°. Entonces

n

S XT B N(@1/A, 1/n02)

i=1
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usamos g(x) = 1/x

Vile| ] -e (i)) 2 N, g (1/NP1/3)

NG (z - A) B N, [-X22/32)

Mostrando asi lo pedido.

iid

30. Sea Xi, X5, ... ~ U(0,1). Defina las secuencias

1 n
Yo==) X; Z,= X1, X2, ..}, >1
n; y max{Xy, Xa,...}, n

(a) Pruebe que 2Y,Z, A1
(b) Calcule aproximadamente P(2Y, < 1)

(a) Recordemos que en el ejercicio ([7]) mostramos que Z, £ 1. Y usado la Ley débil de los

grandes ntimeros tenemos que Y, L] /2. Luego, aplicando con g(x,y) = 2xy, tenemos
que

[ay

vz, 5 1.
oy, 7z, 5o

Concluyendo asi que 2Y,Z, £
(b) Podemos aplicar TLC, sabiendo que E(Y,) = 1/2 y Var(Y,) = 5., entonces

P(2Y, <1) = P(Y, < 1/2)

Yo-1/2 _1/2-1/2

1 1
12n 12n

s

31. Sea X1, Xz, ...iid con P(X = —a) = P(X = —a) =1/2, con a > 0. Muestre que

Xi
= 5 U(-a, a)
i=1
Hint: . B
ﬁe?—i—e o e —eT
: 2 B 2x
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n

X

Para esto vamos a usar . Sea Y, = 2—"
i=1

My, (t) = E <er"1 X>

£Xq Xy

—E<62+e22+---+et2x”">

= Mx, (t/2)Mx,(t/2%) - Mx,(t/2")

_ (eat/Z . % + eat/2 . 1) (eat/22 ] % + eat/22 ) 1) (eat/Q” ) 1 + eat/2 . 1>

2
n —at at
I
! 2
i=1

Ahora tomamos limite

"e Ty ter
My, (t) = ﬂ —
i=1

n at

lim My, (¢) = lim [T S

n—oo n—oo 2
i=1

oco —at at
M=
! 2

i=1

aplicamos el hint

t ta

et? — e

et _ g—ta

 tla—(-2)
Esta ultima es la funcion generadora de momentos de una U(—a, a). Lo cual muestra lo pedido.

32. Sean X1, X3, ...X, una muestra con funcién de distribuciéon F y sea F, la funcién de distribuciéon
empirica de la muestra, es decir

Nro de observaciones < x

Fn(x) p

Muestre que para cada valor fijo de X se tiene que

(2) Falx) 5 F(x)
(b) v/n(Fa(x) — F(x)) 2 N(0, 0?(x)). Encuentre o2(x)
(¢) Fa(x) S F(x)

Sea

1 XkSX
T(x) = 0 e.o.c

(a) Por la Ley débil de los grandes nameros tenemos que

l—_ p
Fo(x) = - > L5 E(L)
i=k

pee E(I) =1- P(X; < x) = F(x)
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(b) Aplicamos TLC, pero solo nos falta encontrar la varianza.
o?(x) = Var(I;)
= B(B) ~ E(L)’
= F(x) — F(x)?
= F(x)(1 - F(x))
Luego,
VA(Fa(x) = F(x)) 2 N(O, F(x)(1 = F(x)))

(c) Por la Ley fuerte de los grandes ntmeros se tiene que
Fa(x) 5 F(x)
33. Sean Xi, X, ... variables aleatorias iid con
P(Xy=-1/4)=1/2, P(X=1/4)=1)2

Muestre que
n

M,=1]la+X)30
k=1

Para esto vamos a invocar la Ley fuerte de los grandes niimeros. Para esto necesitamos calcular
la esperanza de M; y aplicar un par de trucos.

n

E(M,) =E | TT@+ X«)

E
E

—E <ezz:1 %/n(1+xk))
E

<ezz:1 %/n([1+xk1"))

Necesitamos calcular E(/n(1 + X,)"), entonces
E(In(1+ Xk)")=In([1 +-1/4]")-1/2+ In([1 + 1/4]") - 1/2

- %(/”([3/4]”) + In([5/4]"))
_ %/n([15/16]")

Entonces

n

> %/n([l + X" 3 %/n([15/16]")

k=1

S %/n([l + X" 3 gln([15/16])
k=1

S %/n([l + Xi]") S —oo

k=1

X0 Hn(LXA") €5 oo
eX i 7 In([1+Xd") <5

Ccs

M, =0

mostrando asi lo pedido. Recordar que la convergencia casi segura es un limite cuando n — oo,
y también notar que /n(15/16) ~ —0.028 < 0.
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34. Sea Xy ~ Exp(k), muestre que

lim [ —/n(n)+> X | ~ Gumbel(0,1)

n—oo
k=1
Hint: -
e 7 e?/k ~1
I = li —— =
(2) = — I-<|:I11+Z/kv nl—>ngo;k n(n) =y

Para esto vamos a usar funcién generadora de momentos, es decir, aplicar el teorema (43)). De
manera directa pareciera no pode hacerse nada, pero vamos a aplicar un par de trucos. Note

que
Y, = | —In(n) + ZXk
k=1
n n 1 n 1
= | —y z_ =
n(n)—i—ZXk—i— p k)
k=1 k=1 k=1
n 1 n n 1
= Z ; — /n(n) —+ Xk — ;
k=1 k=1 k=1
=1 Z 1
= ; — /n(n) + ( Xk — E
k=1 k=1

Calculamos la generadora de momentos
My (t) =K (et[( k=1 %*/”(”))+(ZZ:1 Xk*%)])
— ot(Zhe %~ In(n) o= £ Msr x,(t)
= et (Zh £ 1nm) =% My (1) - - My (t)

— t(Zk - I"(")
- € ”k—t

_t
k

_ t(Shs () ﬂ e
k=1

t
k

Aplicamos limite y usamos los hints

_t
e k

1 _in(n
nIL)mOOMY(t)— Ilm et(Xia ())Hli

o+

n
et Mmoo (Tt =) fim T
n—oo 111 £

[es} _t

ek
=<1l

1—

t
k
e &
k=1 1 (kt
= —tl(—t)
=M(1-1)
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Density

Esta ultima es la funcién generadora de momentos de una Gumbel(0,1), lo cual prueba lo
pedido. A continuacion se calcula esta funcién y como evoluciona la secuencia a medida que el
tamano de la muestra aumenta.

Recordemos que
X ~ Gumbell(0,1) < fx(x)=e ) xeR

entonces

3

Mx(t) = xe~Ote D dx

— —
88

88

Ly X
tx x e dX

(e “temxe™® dx

8

X = du=—e*dx

8

—t —udu

o\o\m

oo
D 1lgugy,

=r1-t), t<1

Para ver como evoluciona Y, tomaremos n = 10%, note que este n es bastante grande. Ahora,
los siguientes graficos representan el numero de repeticiones que se evalud Yjg:. Por ejemplo,
en se calculd Yige 10 veces. Para entender esto, se simulan 10* exponenciales de parametro
1/k, para k = 1,2,...,10%, y se evaltia esto en Yjg:, y lo repetimos 10 veces para obtener

n=10
— Gumbell(0,1)
0| Muestra Y 4
o
= |
O
o
g
™ —
o
S \
o | \\Ri—»___
o
T T T T T T
2 ] 2 4 6 8
X
Figure 14
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Density

Density

05

04

03

02

01

00

05

04

03

02

0.1

00

n=100

— Gumbell(0,1)
Muestra Y, g
1 1 1
2 4 8
X
n=1000
— Gumbell(0,1)
Muestra Y, g
1 1 1
2 4 8
X
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i U(0,1). Muestre que

Xi+Xo+---+ X,
XP+ X2+ + X2

35. Sea Xl,Xg,

p 3
%7
2

Usamos (46)) con g(x,y) = x/y. Primero arreglamos un poco las cosas

Xi+Xo+4+Xn  Xi+Xo4+--4+X,1/n
X34+ X2+ + X2 XP+XZ+---+X21/n
X1+ Xo++Xn
T XEXEaxE

Por la ley débil de los grandes niimeros tenemos que
Xl + X2 + -+ Xn P

X
. E(X1) =
X2+ X34+ X2 p 11
- S E(X?) = 5t =1/3

Luego, por Slutsky tenemos que

Xi+Xo+- -+ X, p 1/2 3
- —= ==
X2+ X34--+X2 1/3 2

Mostrando asi lo pedido.
36. Sea Xp1, Xn2, ..., Xpn variables aleatorias independientes con fmp dada por
P(Xpk =0)=1-1/n—1/n*, PXmu=1)=1/n, P(Xp =2)=1/n"
para k=1,2,....,ny n=2,3,.... Defina
Sp=Xm+Xn2+ -+ Xun
para n > 2. Muestre que S, = Poisson(1). Hint: Sea a, b € R, si nl|_>ngo P(n) = 0 entonces

lim <1+b+¢(n)>cn:ebc
C n

n—oo

Primero calculemos la funciéon generadora de momentos.
Mx,, = e™®P(X =0) + e"'P(X = 1) + e"?P(X = 2)
ef—1 e%t—1
_|_

:]_—|— n2

Ahora calculamos la funcion generadora de momentos de S, y tomamos limite

My, (t) = Mesn | X,
= Mx,, (t)Mx,,(t) - - Mx,,(t)

et —1 et_1 et —1 et—1 et—1 e2_—1
1+ + 1+ + N +
n? n n? n n?
e—1 2t —1\"
2

S SN Gt 1)/n>”
n
Note que I|m (ezt 1)/n =0, de modo que si aplicamos el hint tenemos
t_1 2t 1 n .
lim My (t) = lim <1+ i C )/”> _ elet-1)
n— oo n— oo n n

Y esta ultima es la funcién generadora de momentos de una Poisson de parametro 1.
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A Resultados tutiles

1.

10.

11.

12.

e = xeR
n=0
® on
In(l1—-x)=— —, <1
n-x) == T
> (1)1
In(1+ ):Z( ) x" x| <1
n=1 n
l oo
17X:ZX", Ix| <1
n=0
x oo
1 x:ZXnv Xl <1
n=1
1 — xk+1 k .
T :Zx, x| <1
n=0
k+1 k
X — X
T :ZX x| <1



13.

=1

n

14.
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