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Solución I3 - Modelos probabilísticos

1. Sean 𝑋 e 𝑌 variables aleatorias independientes, con 𝑋 ∼ 𝑈 (−1, 1) e 𝑌 ∼ 𝑈 ({−1, 1}); es decir, 𝑋 tiene distribución
continua, con función de densidad

𝑓𝑋 (𝑥) =

1
2 , −1 < 𝑥 < 1,

0, 𝑒.𝑜.𝑐

mientras que 𝑌 tiene distribución discreta, con función de probabilidad

𝑝𝑌 (𝑦) =

1
2 , 𝑦 ∈ {−1, 1}

0, 𝑒.𝑜.𝑐

(a) Obtenga las funciones generadoras de momentos (f.g.m.) marginales de 𝑋 e 𝑌
(b) Obtenga la f.g.m. de 𝑈 = 𝑋 +𝑌. ¿Se cumple que 𝑈 ∼ 𝑈 (−2, 2)?

(a) Utilizando el formulario se tiene

𝑀𝑋 (𝑡) =
𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡

2𝑡

por otro lado

𝑀𝑌 (𝑡) =
∑︁

𝑦∈{−1,1}
𝑒𝑡𝑦𝑃(𝑌 = 𝑦)

=
𝑒−𝑡 + 𝑒𝑡

2

• [1.5] por calcular correctamente𝑀𝑋 (𝑡)
• [1.5] por calcular correctamente𝑀𝑌 (𝑡)

(b) Utilizando el hecho de que son independientes se tiene

𝑀𝑈 (𝑠) = 𝑀𝑋 (𝑠)𝑀𝑌 (𝑠)

=
𝑒𝑠 − 𝑒−𝑠

2𝑠
𝑒−𝑠 + 𝑒𝑠

2

=
𝑒2𝑠 − 𝑒−2𝑠

4𝑠

=
𝑒2𝑠 − 𝑒−2𝑠

(2 − (−2))𝑠

Esta ultima es la fgm de una uniforme, en particular 𝑈 ∼ 𝑈 (−2, 2).
• [1.5] por calcular correctamente𝑀𝑈 (𝑠)
• [1.5] por concluir que 𝑈 ∼ 𝑈 (−2, 2)

1



2. Se lanza una moneda honesta 3 veces. Sean:

𝑋 = número de caras en los dos primeros lanzamientos,
𝑌 = número de caras en los dos últimos lanzamientos.

(a) Construya una tabla con la función de probabilidad conjunta de (𝑋,𝑌).
(b) Indique las distribuciones marginales de 𝑋 y de 𝑌. ¿Son 𝑋 e 𝑌 independientes?

(a) La tabla está dada por
𝑌 = 0 𝑌 = 1 𝑌 = 2

𝑋 = 0 1/8 1/8 0
𝑋 = 1 1/8 1/4 1/8
𝑋 = 2 0 1/8 1/8

• [3] por calcular correctamente la tabla
• Se asigna puntaje parcial en caso de algún desarrollo con sentido.

(b) Sumando hacia abajo y a la derecha se tiene que

𝑃(𝑋 = 𝑥) =

1/4, 𝑥 = 0
1/2, 𝑥 = 1
1/4, 𝑥 = 2

y

𝑃(𝑌 = 𝑦) =

1/4, 𝑦 = 0
1/2, 𝑦 = 1
1/4, 𝑦 = 2

Claramente no son independientes, pues

𝑃(𝑋 = 0,𝑌 = 0) ≠ 𝑃(𝑋 = 0)𝑃(𝑌 = 0)

• [1] por determinar correctamente cada marginal
• [1] por concluir que 𝑋,𝑌 no son independientes
• No se asigna puntaje parcial o por arrastre

3. Sean 𝑈 = 𝑋 +𝑌 y 𝑉 = 𝑋 −𝑌, donde 𝑋 e 𝑌 son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid)
𝑁 (0, 1). Pruebe que 𝑈 y 𝑉 son variables aleatorias iid 𝑁 (0, 2). Justifique su respuesta.
Se considera el método del Jacobiano. Se tiene

𝑥 =
𝑢 + 𝑣

2
𝑦 =

𝑢 − 𝑣

2
el Jacobiano es

|𝐽 | =
����1/2 1/2
1/2 −1/2

���� = 1/2
Luego,

𝑓𝑈,𝑉 (𝑢, 𝑣) = |𝐽 |𝑓𝑋,𝑌
(𝑢 + 𝑣

2 , 𝑢 − 𝑣

2

)
=
1
2𝑓𝑋

(𝑢 + 𝑣

2

)
𝑓𝑌

(𝑢 − 𝑣

2

)
=
1
2
𝑒−

(𝑢+𝑣)2
2·22

√
2𝜋

𝑒−
(𝑢−𝑣)2
2·22

√
2𝜋

=
1
2
𝑒−

2𝑢2+2𝑣2
2·22

√
2𝜋

√
2𝜋

2



=
1
2
𝑒−

𝑢2
2·2

√
2𝜋

𝑒−
𝑣2
2·2

√
2𝜋

=
1
√
2
1
√
2
𝑒−

𝑢2
2·2

√
2𝜋

𝑒−
𝑣2
2·2

√
2𝜋

=
𝑒−

𝑢2
2·2

√
2𝜋 · 2

𝑒−
𝑣2
2·2

√
2𝜋 · 2

⇒ 𝑓𝑈,𝑉 (𝑢, 𝑣) = 𝑁 (0, 2) ×𝑁 (0, 2)

Mostrando así lo pedido.

• [2] por determinar correctamente las inversas
• [2] por desarrollar correctamente la conjunta
• [2] por concluir y llegar correctamente a lo pedido
• Se asigna total del puntaje también por alguna demostración valida con otro método.
• Se asigna puntaje parcial de hasta [3] por algún desarrollo con sentido.
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