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Solución examen - Modelos probabilísticos

1. Sean 𝑋 e 𝑌 variables aleatorias tales que 𝑌 | 𝑋 = 𝑥 ∼ Bernoulli(𝑥) y 𝑋 ∼ Uniforme(0, 1).

(a) Calcule E(𝑌) y Var(𝑌). (Hint: use las propiedades de la esperanza condicional)
(b) Calcule E(𝑋𝑌) y Cov(𝑋,𝑌). (Hint: use las propiedades de la esperanza condicional)
(c) Calcule P(𝑌 = 𝑦) para cada 𝑦 ∈ Rec(𝑌). ¿Qué distribución tiene 𝑌 ?

(a) Usando esperanza iterada se tiene

𝐸 (𝑌) = 𝐸 (𝐸 (𝑌 |𝑋))
= 𝐸 (𝑋)

=
1
2

por otro lado

𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝐸 [𝑉𝑎𝑟(𝑌 |𝑋)] +𝑉𝑎𝑟[𝐸 (𝑌 |𝑋)]
𝐸 [𝑋 (1 −𝑋)] +𝑉𝑎𝑟(𝑋)
= 𝐸 (𝑋) − 𝐸 (𝑋2) + 𝐸 (𝑋2) − 𝐸 (𝑋)2

= 𝐸 (𝑋) − 𝐸 (𝑋)2

=
1
2 − 1

22

=
1
4

• [1] Por 𝐸 (𝑌)
• [1] Por 𝑉𝑎𝑟(𝑌)
• No hay puntaje parcial por ser ejercicio de ayudantía

(b) Usando esperanza iterada

𝐸 (𝑋𝑌) = 𝐸 [𝐸 (𝑋𝑌 |𝑋)]
= 𝐸 [𝑋𝐸 (𝑌 |𝑋)]
= 𝐸 [𝑋 ·𝑋]
= 𝐸 [𝑋2]

=
1
3

Por otro lado

𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌) = 𝐸 (𝑋𝑌) − 𝐸 (𝑋)𝐸 (𝑌)

=
1
3 − 1

2 · 12
=

1
12

1



• [1] Por 𝐸 (𝑋𝑌)
• [1] Por 𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌)
• No hay puntaje parcial por ser ejercicio de ayudantía

(c) Condicionando en 𝑋 = 𝑥 se tiene

𝑃(𝑌 = 𝑦) =
∫
X
𝑓𝑌 |𝑋=𝑥 (𝑦)𝑓𝑋 (𝑥)𝑑𝑥

=

∫ 1

0
𝑥𝑦 (1 − 𝑥)1−𝑦 · 1𝑑𝑥

=

∫ 1

0
𝑥(𝑦+1)−1 (1 − 𝑥) (2−𝑦)−1 · 1𝑑𝑥

= 𝐵 (𝑦 + 1, 2 − 𝑦)

=
Γ(𝑦 + 1)Γ(2 − 𝑦)

Γ(3)

=
𝑦!(1 − 𝑦)!

2
Luego,

𝑃(𝑌 = 𝑦) =

1
2 , 𝑦 = 0
1
2 , 𝑦 = 1

En particular 𝑌 ∼ 𝐵𝑒𝑟𝑛(1/2).
• [2] por determinar correctamente lo pedido
• [1] por algún desarrollo con sentido

2. Sean 𝑋 e 𝑌 variables aleatorias con función de densidad conjunta dada por

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) =
{

𝑒−𝑥

𝑥 , si 0 < 𝑦 < 𝑥, 0 < 𝑥 < ∞
0, si no.

(a) Obtenga 𝑓𝑋 (𝑥) y 𝑓𝑌 |𝑋−𝑥 (𝑦).
(b) Obtenga E(𝑌 | 𝑋 = 𝑥) y E(𝑌).
(c) Calcule P(𝑌 > 0 | 𝑋 = 𝑥) y P(𝑌 > 0).

(a)

𝑓𝑋 (𝑥) =
∫
Y
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

=

∫ 𝑥

0

𝑒−𝑥

𝑥
𝑑𝑦

= 𝑒−𝑥

Luego, 𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝(1). Por otro lado,

𝑓𝑌 |𝑋=𝑥 (𝑦) =
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)
𝑓𝑋 (𝑥)

=

𝑒−𝑥

𝑥

𝑒−𝑥

=
1
𝑥

Así

𝑓𝑌 |𝑋=𝑥 (𝑦) =
1
𝑥
, 0 < 𝑦 < 𝑥

En particular 𝑌 |𝑋 = 𝑥 ∼ 𝑈 (0,𝑥).
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• [1] por determinar 𝑓𝑋 (𝑥)
• [1] por determinar 𝑓𝑌 |𝑋=𝑥 (𝑦)
• [1] por algún desarrollo incorrecto pero con sentido

(b) Usando lo anterior es directo que 𝐸 (𝑌 |𝑋 = 𝑥) = 𝑥
2 . Usando esperanza iterada

𝐸 (𝑌) = 𝐸 [𝐸 (𝑌 |𝑋)]
= 𝐸 [𝑋/2]

=
1
2𝐸 (𝑋)

=
1
2 · 1

= 1/2

• [1] por determinar 𝐸 (𝑌 |𝑋 = 𝑥)
• [1] por determinar 𝐸 (𝑌)
• No hay puntaje parcial

(c) Usando el hecho de que la uniforme en (0,𝑥), es positiva, se tiene

𝑃(𝑌 > 0|𝑋 = 𝑥) = 1

por otro lado, condicionando en 𝑋 = 𝑥 se tiene

𝑃(𝑌 > 0) =
∫ ∞

0
𝑃(𝑌 > 0|𝑋 = 𝑥)𝑓𝑋 (𝑥)𝑑𝑥

=

∫ ∞

0
1 · 𝑓𝑋 (𝑥)𝑑𝑥

= 1

• [1] por determinar 𝑃(𝑌 > 0|𝑋 = 𝑥)
• [1] por determinar 𝑃(𝑌 > 0)
• [1] por algún desarrollo incorrecto pero con sentido

3. Sean 𝑋1,𝑋2, . . . variables aleatorias iid con media 0 y varianza 1 e 𝑌1,𝑌2, . . . variables aleatorias iid con media 1. Sean
𝑋̄𝑛 = 1

𝑛

∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖 e 𝑌̄𝑛 = 1

𝑛

∑𝑛
𝑖=1 𝑌𝑖 ,𝑛 ≥ 1.

(a) ¿Se puede afirmar que
√
𝑛𝑋̄𝑛

𝐷−→ 𝑍 e 𝑌̄𝑛
𝑃−→ 𝑏 ? Justifique brevemente su respuesta, indicando la distribución de

la variable aleatoria 𝑍 y el valor de la constante 𝑏.

(b) ¿Se puede afirmar que
√
𝑛𝑋𝑛𝑌𝑛

𝐷−→ 𝑍 ? Justifique brevemente su respuesta. En caso afirmativo, calcule aproxi-
madamente P

(√
𝑛𝑋̄𝑛𝑌̄𝑛 > 0

)
para 𝑛 lo suficientemente grande.

(a) Por el TLC se tiene que efectivamente
√
𝑛𝑋𝑛

𝐷−→ 𝑍, con 𝑍 ∼ 𝑁 (0, 1). Por otro lado, argumentando por LFGN (ver
slide 29 y 30 - clase 20) se tiene que 𝑌̄𝑛

𝑃−→ 𝐸 (𝑌1) = 1, luego, 𝑏 = 1.
• [1.5] por argumentar correctamente que

√
𝑛𝑋̄𝑛 converge en distribución a una normal.

• [1.5] por argumentar correctamente que 𝑌̄𝑛 converge en probabilidad a 1.
• [1] por algún desarrollo incorrecto pero con sentido

(b) Utilizando Slutsky, en particular con
√
𝑛𝑋𝑛 y 𝑌𝑛, se tiene que 𝑍𝑛 =

√
𝑛𝑋𝑛𝑌𝑛

𝐷−→ 𝑏𝑁 (0, 1), osea 𝑍𝑛
𝐷−→ 𝑍, con

𝑍 ∼ 𝑁 (0, 1), por lo que

𝑃(
√
𝑛𝑋̄𝑛𝑌̄𝑛 > 0) ≈ 𝑃(𝑍 > 0) = 1/2

• [1.5] por argumentar correctamente que
√
𝑛𝑋𝑛𝑌𝑛 converge a una normal.

• [1.5] por calcular la probabilidad
• [1] por algún desarrollo incorrecto pero con sentido
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