EYP1027 Modelos Probabilisticos
Clase 8

Profesor: Reinaldo B. Arellano-Valle

Departamento de Estadistica
Pontificia Universidad Catdlica de Chile

(Departamento de Estadistica UC) EYP1027 1/60



Contenido |

@ Funciones generadoras
@ Funcion generadora de momentos
@ Funcién generadora de probabilidad
@ Funcién caracteristica

© Fanmilias de distribuciones comunes
@ Distribuciones discretas
@ Distribuciones continuas



Funciones generadoras

Funcion generadora de momentos

Formas alternativas de caracterizar una distribucién o variable aleatoria
son las denominadas funciones generadoras, las cuales también permiten
generar los momentos de la distribucién cuando existen.

Definicién 1.1

Funcién generadora de momentos La funcion generadora de momento
(fgm) de una variable aleatoria X, se define como,

Mx(t) =E (etX)

_ {Zx e fx(x) si X es discreta,

75 e fx(x)de  si X es continua,

siempre que la respectiva esperanza exista (sea finita) para |t| < h,

para algun h > 0. Si dicha esperanza no existe en una vecindad de 0, se
dice que la fgm no existe.

v

Nota: La funcién Cx(t) = log Mx(t) se llama funcién generadora de

cumulantes. )



Momentos y Funciones generadoras

Teorema 1.1

Sea X una variable aleatoria cuya fgm, Mx (t), existe en una vecindad
de 0. Entonces, se tiene que:

i) Para todo k = 1,2, ..., E(X*) es finito y puede calcularse como

dk
E(X*) = — Mx(t) =
( ) dtk X( ) |t—0
Es decir, el k—ésimo momento de X es igual a la k—ésima
derivada de Mx (t) evaluada en t = 0.

i) Sea Y otra variable aleatoria cuya fgm existe. Si My (t) = Mx(t)
para todo ¢ en una vecindad de 0, entonces Fy (z) = Fx(z) para
todo z.

i) Si Y =aX +b, entonces My (t) = e'* Mx (at).




Momentos y Funciones generadoras

Ejemplo 1.1

Sea X una variable aleatoria con fdp (triangular) dada por,

fele) = {1 —|a|, silz| <1,

0, eoc.

Como se dijo antes, ya que X = (—1,1), entonces E(X*) existe para
todo k =1,2,.... Luego, Mx(t) existe para todo t, y esta dada por

1
Mx (t) :/ e (1 — |z|)dx

-1

0 1
:/ ext(1+:c)d:1:+/ e"'(1 — z)dx
0

-1
1
=5 (e"+e"—2), (que no estarfa definida en t = 0)

yi\




Momentos y Funciones generadoras
Sin embargo, al usar que ¢ = > 77 %k, para todo t, se tiene que

0 Lk © Nk
= (S5 L5 2)

k=0 k=0

1 (o= th 4 (=t)F
(B

k=0

de donde se concluye que E(X2¢~!) =0y E(X?) = m

k=1,2,...



Momentos y Funciones generadoras

Funcién generadora de probabilidad

Si X es una variable aleatoria en (2, @, P), también se puede considerar
la funcién generadora definida por,

Gx(t) = E(tY),

siempre que la esperanza exista. Puede notarse facilmente que,

a) Si Mx(t) existe en una vecindad de 0, entonces, Gx(t) = Mx (logt),
t>0.

b) Si X es una variable aleatoria discreta con recorrido X = {0, 1,2, ...},
entonces Gx (t) =Y o2, t*P(X = x) y se llama funcién generadora
de probabilidad (fgp). En tal caso, Gx(t) converge al menos para
it <1,yaque Gx(1)=> 2y P(X =2) =1

c) Si E(|X|¥) < oo, entonces, E{X(X —1)--- (X —k+1)} = Gg?)(l),
donde G (1) = LG (1) 121



Momentos y Funciones generadoras

La fgp juega un papel importante en muchas areas de probabilidad
aplicada, en particular, en procesos estocasticos. Una definicion mas
formal de la fgp es dada a continuacién.

Definiciéon 1.2

Funcidén generatriz de probabilidad Sea X una variable aleatoria no
negativa con valores enteros y sea p, = P(X =k), k=0,1,2,---, con
> reopk = 1. La fgp de X se define como,

Gx(t) = E@t) = mt*, Jt|<1.
k=0




Momentos y Funciones generadoras

Ejemplo 1.2
Sea X una variable aleatoria con fmp dada por

0, eoc,

donde n € {1,2,...} y p € (0,1). Entonces,
Ztm< ) 1 - ) —z

-0y (Z) (%)

) = {(Z)px(l —p)" T, sizx=0,1,...




Momentos y Funciones generadoras

Funcién caracteristica

Debido a que las funciones generadoras previas no siempre existen, se
define la funcidn carasteristica con recorrido en los nimeros complejos.

Definicién 1.3

Funcién caracteristica La funcién caracteristica (fc) de una variable
aleatoria X se define definida como,

ox(t) = E(e"™X) = E(costX) 4 iE(sintX),

donde i = v/—1, es decir, ¢ox : R — C.

v

Nota: Como |E(¢™X)| < E(|eX|) = E(v/cos? tX + sin?tz) = E(1) = 1,
entonces ¢x (t) existe para todo ¢ y para toda variable aleatoria X.



Momentos y Funciones generadoras

Propiedades basicas:
a) lex(t)| < ¢x(0) =1 para todo t.

b) wx(t) = E(e™"¥) = px(~t).

c) ¢x(t) es uniformente continua.

d) ¢x(t) = py(t) para todo t <—= X = U Fx(z) = Fy(z) para
todo z.

e) px(t) = funC|on real <= X £ —x (simetria con respecto de 0).

f) %X+b( ) =™ = px(al).

g) Si E(|X|* )<oo :>gpg]§)(0):ikE(X’“), k=1,2,...

h) Si MX( ) existe en una vecindad de 0, entonces ¢ x (t) = Mx(it) o

Mx (t) = px(—it).

10



Momentos y Funciones generadoras

Ejemplo 1.3

1. Sea X una variable aleatoria con, P(X = —1) =P(X =1) =1/2.
Entonces,

1 .
ox(t) = §(cost + cos(—t)) + %(Sint + sin(—t))
—cost — X 2L _X.

2. Sea X una variable aleatoria con fdp fx(z) =

4y T € R.
Entonces,

(1+x

o) eita: il
px(t) = . —71'(1 +x2)dx =e ",

En este caso, la fgm de X no existe.

11



Momentos y Funciones generadoras
Teorema 1.2

Regla de Leibnitz Si f(z,0)

,a(#), y b(#) son diferenciables con
respecto a 6, entonces

b(8)
@ /0(9) f(l',(g)dl‘ = f(b(e),e)%b(g) _ f(a(9)70)ia(9)

Note que si a(f) y b() son constantes, tenemos el caso especial,

/fx@dx—/ae f(z,0)d

12



Distribuciones comunes

Este capitulo cataloga varias de las distribuciones estadisticas mas
comunes. Para cada distribucién se entrega su media, varianza y otras
medidas descriptivas Utiles. También se indican algunas aplicaciones tipicas
y algunas interrelaciones dtiles. Este capitulo no es de ninguna manera
completo en su cobertura de distribuciones estadisticas, particularmente
considerando que en las ultimas decadas han surgido una enormidad de
nuevas distribuciones de probabilidad.

Nota: Para simplificar la notacién, y cuando no sea necesario, se
eliminaran todos los subindices; Fx = F, fx = f, Mx = M, ux = pu,

2 _ 2
oy = 0%, etc.

13



Distribuciones discretas

Distribucion uniforme discreta

Definicién 2.1

Una variable aleatoria X tiene una distribucién uniforme discreta sobre
X ={x1,...,zn}, donde N es un entero positivo, si su fmp estd dada

por,

1

il i X
fX(CL‘) _ N S1 T € A,

0, eoc.

Notacién: X ~ UD({z1,...,xN}).

Teorema 2.1

Si X ~UD({z1,...,xN}), entonces,
) EXT) =+ 3N 2l k=1,2,...
i) Mx(t) = & iy '™

14



Distribuciones discretas

Corolario 2.1
Si X ={1,2,..., N}, entonces,

) B ="
2 _
i) Var(X) = Nu !
i) Mx(t) = %Zi"zl e,

Demostracién 2.1

Basta recordar que,

i _NWD iwz N(N + DN +1)
2

=1 z=1




Distribuciones discretas

Ejemplo 2.1

Sea X el niimero obtenido al lanzar un dado equilibrado. El espacio
muestral es X = {1,2,3,4,5,6} y cada resultado tiene probabilidad

p= %. Por lo tanto, X ~UD({1,2,3,4,5,6}), distribucién uniforme
discreta tal que,

fe(@) {}5, si x=1,2,3,4,5,6,
< (2) =

0, si no,

14243444546 6+1
B(X) = +24+3 444546 _ 6+ 35
6 2
62—12 35
X) = -2
Var(X) 12 12

Tarea 2.1

Calcule la fgm de X, Mx(t) = E(ei)é)




Distribuciones discretas

Distribucion Binomial La distribucién binomial, una de las distribuciones
discretas mds dtiles, se basa en la idea de un ensayo de Bernoulli. El
ensayo de Bernoulli es un experimento con dos, y sélo dos, resultados
posibles, Q = {E, F'}, con E = éxito, F' = fracazo, P(E) =p, 0 <p < 1.
Definicién 2.2

Una variable aleatoria X tiene una distribucién binomial con
parametros n y p, si su fmp esta dada por,

<Z>pm(1_p)n_x7 sisz,l,--~,n,

0. eoc.

fx(x) =

donde n es un entero positivoy 0 < p < 1. Si n = 1, la distribucién
binomial es denominada una distribucién Bernoulli con pardmetro p.

Notacion: X ~ Bin(n,p) y X ~ Ber(p) sin = 1.

17



Distribuciones discretas

Teorema 2.2
Sea X ~ Bin(n,p), entonces,
i) E(X)=np
i) Var(X) = npgq,
i) Mx(t) = (pe' + q)", donde ¢ =1 — p.

Demostracién 2.2

En este caso tenemos,




Distribuciones discretas

Ejemplo 2.2

Una prueba de selecciéon multiple consta de 10 preguntas y cada
pregunta tiene 4 respuesta de las cuales s6lo una es la correcta. El
rendimiento de un postulante se considera satisfactorio si obtiene por
lo menos 6 repuestas correctas. Un postulante no preparado elige las
respuestas al azar. Calcule la probabilidad de que su rendimiento sea
considerado satisfactorio.

Sean A = {Se elige la respuesta correcta} y p = P(A), y defina

X = ntumero de respuestas correctas (#de veces que ocurre A). Aqui,
n =10, p=0.25, X = {0,1,...,10}, y se tiene que, X ~ Bin(10,0.25).

10
1
Se pide P(X>6) =) <xo> (0.25)%(0.75)'9=* = 0.20
=6

10



Distribuciones discretas

Distribucién Hipergeométrica La distribucién hipergeométrica tiene
muchas aplicaciones en el muestreo de poblaciones finitas.

Definicién 2.3

Suponga que elegimos al azar y sin reemplazo n objetos desde un
grupo de N, de los cuales sélo K poseen una caracteristica de interés,
digamos A. Luego, N(Q2) = (]7\1]) Sea X =ntmero de objetos con la
caracteristica A de los n elegidos. Entonces la fmp de X esta dada por,

K\(N—K
(w)(NM T :Ovla"'vmin{n7 K}’
07 €eocC.

En este caso se dice que X tiene una Distribucién Hipergeométrica.

Notacion: X ~ Hip(n, K, N).

20



Distribuciones discretas

Ejemplo 2.3

Una compaiia recibe una partida de 20 items. Debido a que la
inspeccion de cada items es costosa, se chequea al azar 6 articulos. La
partida se acepta si no mas uno de los items inspeccionados es
defectuoso. Calcule la probabilidad de que una partida con 5 item
defectuosos sea aceptada.

Sea A = el articulo elegido es defectuoso, y defina la variable aleatoria
X = namero de articulos defectuosos obtenidos en la muestra

Luego, X ~ Hip(6,5,20), y

fel@) = O F=0L23AS

0, eoc.

Se pide P(X <1) = p(0)+p(1) = 0.129+0.387 = 0.516.

21



Distribuciones discretas

Ejemplo 2.4

Se embarcan motores eléctricos pequenos en lotes de 50. Antes de que
tal cargamento sea aceptado, un inspector elige 5 motores y los
inspecciona. Si ninguno de los motores probados es defectuoso, el lote
se acepta. Si se encuentra que uno o mas son defectuosos, se
inspecciona el cargamento completo. Supongamos que, en realidad, hay
tres motores defectuosos en el lote. Cudl es la probabilidad de que sea
necesaria una inspeccién de 100 % ?

Si denotamos por X el nimero de motores defectuosos encontrados, se
necesitard una inspeccién de 100 % si y sélo si X > 1. Luego,

P(X21)=1—P(X:0):1_<g>(§7>

()

=0.28

29




Distribuciones discretas

Teorema 2.3

Sean X ~ Hip(n,K,N), p= % y ¢ = 1 — p. Entonces,
i) E(X)=np

N —n

N -1

i) Var(X) = npq

i) fx(x) ~ ( Z )pm(l —p)" %, para N grande.

Demostracién 2.3

Se deja al lector. Ver Casella & Berger (2002).

23



Distribuciones discretas

Ejemplo 2.5

En una ciudad con 2 millones de habitantes, 60 % pertenecen al partido
politico A. Cien personas son elegidas al azar de los habitantes. La
distribucién del niimero de personas, entre las 100 elegidas que
pertenecen al partido A, es una variable aleatoria X con distribucién
Hip(100, 120000, 2000000). Aplicando el resultado anterior podemos
aproximar esta distribucion por una binomial con parametros, n = 100
y p = 0.6. De esa manera, por ejemplo, para la probabilidad de que
entre las 100 personas elegidas exactamente 40 pertenezcan al partido
A, se tiene que

100

P(X = 40) ~ ( 10

> (0.6)19(0.4)%° = 2.4425 x 107°

24



Distribuciones discretas

Definicién 2.4
Distribucidn de Poisson Se dice que una variable aleatoria X tiene una
distribucién de Poisson con parametro A > 0 si su fmp esta dada por,

e M\®

fX(.’B):{ zl Siflf:O,]_,...7

0, eoc.

Notacién: X ~ P()\)

25




Distribuciones discretas

Teorema 2.4
Sea X ~ P(\), entonces,
i) E(X)=A
i) Var(X) =\
i) Mx(t) =exp{A(ef—1)}

Demostracién 2.4

Calculemos la fgm. En efecto, tenemos que,

Zem —,\/\ _ —,\i (Ae)”

=exp{)\ (e —1)}

26



Distribuciones discretas

Por lo tanto,

t=0
= [)\et exp {)\ (et — 1)} + A2e?t exp {)\ (et — 1) }]
=AA+1),

1o

de donde sigue que Var(X) = A(A+1) — A2 = \.

27



Distribuciones discretas

Ejemplo 2.6

El ntimero de pacientes que acuden diariamente a la sala de emergencia
(ER) de cierto hospital tiene una distribucién de Poisson con una
media de 10 personas/dia. Cudl es la probabilidad de que, durante un
dia normal, el nimero de pacientes admitidos en la sala de emergencia
del hospital sea menor o igual a 3 7

Sea X = {cantidad de pacientes que acuden diariamente a la ER}. Del
enunciado del problema, se tiene que X ~ P(10), y por lo tanto,

P(X<3)=PX=0+PX=1)+P(X=2)+P(X=3)
= e 10410710 4 50710 + 7106006_10

= 1.0336 x 1072,

28



Distribuciones discretas

Teorema 2.5

Sea X una variable aleatoria con distribucién binomial con pardmetros
n 'y p. Esto es,

HX:@:(

Supdngase que cuando n — oo, np = A (constante), o equivalente,
cuando n — co,p — 0 tal que np — A. Entonces, bajo estas condiciones
se tiene que,

n

- )px(l—p)"x, x=0,1,...,n.

7AAx
h’mP(X:a?):e , x=0,1,...

n—0o0 x!

la distribucién de Poisson con parametro A.

Este teorema, esencialmente, dice que se puede aproximar las
probabilidades binomiales con las probabilidades de la distribucién de
Poisson siempre que n sea grande y p pequeio.

20




Distribuciones discretas

Demostraciéon 2.5

Sea X ~ Bin(n,p), y sea np = A, de donde p = \/n. Entonces,

AT n! (1_é>"_m
z! n%(n —x)! n

A (1_i)n nn—1)---(n—z+1) (1_§>_$
x! n n< n

(2 o2 (5] 62

30



Distribuciones discretas

Aqui, se tiene que,
i) Para cada = > 0,

-1 — 1 A\
h’mﬁn TL T+ (1_> :17
n—oo N n n n

i) Es conocido (de la definicién del nimero e) que,
)\ n
lfm <1 —~ > =e?
n—0o0 n

2 limy, oo P(X = 2) = e M\ /2!; es decir, en el limite se obtiene la
distribucién de Poisson con parametro A.

1



Distribuciones discretas

La siguiente tabla muestra qué tan buena es la aproximacién cuando
A=np=1.

2| P(\) | Bin(100,0.01) | Bin(10,0.1)
0]0.3678 0.3660 0.3487
10.3679 0.3697 0.3874
2 10.1839 0.1848 0.1937
30.0613 0.0610 0.0574
410.0153 0.0149 0.0112

Empiricamente, se ha determinado que la aproximacién puede usarse de
manera segura si n > 100,p < 0.01 y np < 20

9



Distribuciones discretas

Ejemplo 2.7

Hay 135 estudiantes dentro de una sala de conferencias. La
probabilidad de que uno de los estudiantes celebre su cumpleanos hoy
es igual a %. Cual es la probabilidad de que dos o méas estudiantes en
la sala de conferencias estén celebrando sus cumpleanos hoy ? Sea

X = ntumero de estudiantes que celebran sus cumpleanos hoy. Se sabe
que X ~ Bin(135, Wls) Sin embargo esta distribucién puede ser
apréximada por una distribucién de Poisson con pardmetro

A = 135/365 = 27/73. Por lo tanto,

P(X>2)=1-P(X=0)-P(X=1)

S
=1l-e — ;€
73

=5.3659 x 1072,

23




Distribuciones discretas

Distribuciones binomial negativa y geométrica

La distribucién binomial cuenta el nimero de éxitos en un nimero fijo de
ensayos de Bernoulli. Si, en cambio, se cuenta el nimero de ensayos de
Bernoulli necesarios para obtener exactamente r éxitos, entonces se tienen
las distribuciones binomial negativa (r > 1) y geométrica (r = 1). En la
derivacidn de estas distribuciones se usa la distribucién binomial. En
efecto, el evento {X = x} puede ocurrir sélo si hay exactamente r — 1
éxitos en los primeros x — 1 ensayos, y un éxito en el ensayo x—ésimo, es
decir, el resultado del experimento debe tener la forma:

(FF---F E FF---F E FF-.-F E FF.---F E )
~~ ~N~ ~~ ~~
ler éxito 2do éxito (r—1)-ésimo éxito r-ésimo éxito

x—1 ensayos

4



Distribuciones discretas

Entonces, la probabilidad de r — 1 éxitos en = — 1 ensayos es la

probabilidad binomial
x—1 r—1 oz
(221 )rta-w

y con probabilidad p hay un éxito en el z—ésimo ensayo. Multiplicando
estas probabilidades se obtiene

P(X =z)= ( f:ll >p’”(1—p)x_”,

parax =r,r+ 1,..., ya que al menos se requieren r ensayos para obtener
r éxitos.

3K



Distribuciones discretas

Definicién 2.5
Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién binomial
negativa (o de Pascal) con parametros r y p si su fmp esta dada por,

z—1 . _ .
1—p)* ", siz=rr+1,...
0, eoc

Para r = 1, se dice que la variable aleatoria tiene una distribucién
geométrica con parametro p, y su fmp esta dada por,

[ pA—p)*t, siz=1,2,...
fx(z) = { 0, eoc

Notacion: Binomial negativa, X ~ BN (r,p). Geométrica, X ~ Geo(p).

v
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Distribuciones discretas

Ejemplo 2.8

En un departamento de control de calidad, se inspeccionan las
unidades que provienen de una linea de ensamblaje. Si la proporcion de
unidades defectuosas es 0.03, cudl es la probabilidad de que la vigésima
unidad inspeccionada sea la tercera defectuosa ?

Sea X = numero de unidades necesarias a inspeccionar para obtener
exactamente tres defectuosas. Luego tenemos que X ~ BN(3,0.03).
Por lo tanto,

19
2

= 2.7509 x 1073,

P(X =20) = < > (0.03)3(1 — 0.03)7

7




Distribuciones discretas

Teorema 2.6

Sea X ~ BN(r,p), entonces,
i) E(X)=r/p
i) Var(X) =r(1 —p)/p?

i) Mx(t) = {ﬁ}r‘

Demostracién 2.6

El k—ésimo momento de X alrededor del origen estd dado por,

B(X*) Ziﬂ"“ ( 7 )zf(l—p)”

j=r

= Iy < i )p’”“(l —py "= %E{(Y M

pi=

O



Distribuciones discretas

donde Y ~ BN(r + 1, p). Por lo tanto,

r

B(X) = E(Xz)ng(Y—l):f

lo cual produce,

Var(X) = ————

Por otro lado,
i i—1 - r —r
O S E A R D (R (R
j=r

ver Casella & Berger (2002), para més detalles.
30



Distribuciones discretas

Corolario 2.2

Si X ~ Geo(p), entonces,

) B(X) = 1/p

i) Var(X) = (1 -p)/p?
pet

i) Mx(t) = T—(—pe

Para la variable aleatoria Y = X — r, se tiene que,

BEv)="_r="0"P

p p
Var(Y) = Var(X) = T(lp; )

et = { =

40



Distribuciones discretas

La distribucién geométrica tiene una propiedad interesante, conocida como
la propiedad “sin memoria”. Para enteros s > t, se tiene que,

P(X >s|X >t)=P(X >s—t), (2.1)
es decir, la distribuciéon geométrica “olvida”lo ocurrido en el pasado. La
probabilidad de obtener s — t fallas adicionales, después de haber
observado t fallas, es la misma que la probabilidad de observar s — ¢ fallas
al comienzo de la secuencia. En otras palabras, la probabilidad de obtener
una serie de fallas depende solo de la duracién de la ejecucién, no de su
posicién. En efecto,

P(X>syX>t)
P(X >t)
P(X >s)
P(X >t)
=(1-p)¥t=P(X >s—1t).

P(X >s|X >t) =

41



Distribuciones discretas

Ejemplo 2.9

Tiempos de falla La distribucién geométrica a veces se usa para
modelar tiempo hasta la falla de ciertos componentes. Por ejemplo, si
la probabilidad es 0.001 de que una bombilla falle en un dia
determinado, entonces la probabilidad de que dure al menos 30 dias es

P(X >30) = ) 0.001(1 - 0.001)""" = (0.999)* = 0.970.
r=31

La propiedad sin memoria de la distribucién geométrica describe una
propiedad muy especial de "falta de envejecimiento”. Indica que la
distribucién geométrica no es aplicable al modelado de tiempos de
falla, para las cuales se espera que la probabilidad de falla aumente con
el tiempo.

v
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Distribuciones continuas

En esta seccién discutiremos algunas de las familias mds comunes de
distribuciones continuas, aquellas con nombres conocidos. Las
distribuciones mencionadas aqui de ninguna manera constituyen todas las
distribuciones utilizadas en estadistica. De hecho, como ya fue
mencionado, cualquier funcidn integrable no negativa se puede transformar
en una pdf.

Distribucién uniforme

Definicion 2.6
La distribucion uniforme continua se define extendiendo la masa
uniformemente en un intervalo (a,b). Su fdp estd dada por,

f@) = bia siz € (a,b)

0 eoc

Notacion: X ~ U(a,b) (o X ~ Ula,b]).
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Distribuciones continuas

Teorema 2.7
Si X ~ U(a,b), entonces,

) B(X) = “;b
—a)?
i) Var(X) = (b 13 )
ebt _eat

Demostraciéon 2.7

Se deja como ejercicio para el lector.
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Distribuciones continuas

Ejemplo 2.10

Sea X ~ U(—3,2). Calcule P(X >0) y P(—5 < X < 3). En este caso

la fdp de X esta dada por,
1
{ -, sl —3<x <2

0, eoc




Distribuciones continuas

Distribucién normal

La distribucion normal es quizds una de las mas importantes, debido a que
tiene un rol central tanto en la teoria de probabilidad como en la teoria
estadistica. Algunos autores la llaman distribuciédn gaussiana en honor a
Gauss, a quien se le considera el “padre” de esta distribucién. La
importancia de la distribucién normal se debe al famoso teorema del limite
central.

Definicién 2.7

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién normal con
pardmetros p (un ndmero real) y o (un real positivo), si su fdp

estd dada por,

- 2
fx(x)—o_;rexp{—; <$Uu> }, r €R.

Notacién: X ~ N(u,0?).
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Distribuciones continuas

Figura 1: Gréfico de la fdp normal para p =0y o =1/2,1,2.
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Distribuciones continuas

Definicién 2.8
Distribucién normal estandar Si Z ~ N(0,1) se dice que Z tiene una
distribucién normal estandar. Su fdp esta dada por,

o(z) = V%exp{—if}, z e R.

Su fda, denota por ®(-), esta dada por,

S 1,
d(z) = ——expq —=x° pdx, z € R,
2 2
—00 ™

la cual esta tabulada para varios valores de z € R; usualmente para
—4 <z <4

Note que ®(0) =1/2 y que ®(z) + ®(—2) =1,V z € R.
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Distribuciones continuas

Teorema 2.8
Sea X ~ N(u,o?). Entonces,
) E(X) = g
i) Var(X) = o2
i) My(t) = exp {ut + 5 o2t} .

Demostraciéon 2.8

Calculemos la fgm de X. En efecto,

My (t) = — /OO exp {m _ % (@ —M)Q}daz

270 J_oo

=ex t+}a2t2 ! /Ooex - (z—( +02t))2 d
= exp ypt + 3 50 | P T2 1

1
= exp{ut+ 202t2}, teR
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Distribuciones continuas

Teorema 2.9

Sea X ~ N(u,c?). Entonces,
)Y =a+bX ~ N(a+bu,b*c?)
i) Z=(X—p)/o~ N(0,1).

Demostracién 2.9

Basta notar que,
My (t) = exp{at} Mx (bt) = exp{at} exp {,ubt + 3 02b2t2}
1
= exp {(a + bu)t + 3 (Ub)2t2} ,

que corresponde a la fgm de una distribuciéon normal con media a + bu
y varianza o2b?. Luego Y ~ N(a + by, b*c?).
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Distribuciones continuas

Ejemplo 2.11
Sea X ~ N(1,4). Calcule, P(0 < X < 1) y P(X? > 4). Entonces,

X-1
PO<X <1)=P(—

IN

<0)

N =N

I
0
IA

N

2
< 0)
1
= 9(0) — &(~)

= 0.5 — 0.30854
= 0.19146.
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Distribuciones continuas

Similarmente,

P(X?*>4)=1-P(X|

IN A
Bk
IN
>

|
—_

|

|
,“E

|

IN

IN
N
IN ®o

Il
—

|
|

|
IA
DN |

1
p—
|
Y
T
NI ool w N

:1—{@(

=1 — {0.69146 — 0.06681}
= 0.37535.

~—
|
K
D
O |
~—
—

5D

~—



Distribuciones continuas

Ejemplo 2.12

Sean X7 y X las duraciones de dos dispositivos electrénicos. Asuma
que X1 ~ N(40,36) y Xy ~ N(45,9). Si el dispositivo se va a utilizar
durante 45 horas, qué dispositivo seria el preferido 7 Si se va a utilizar
durante 42 horas, cuél deberia preferirse 7

Hay que encontrar qué dispositivo tiene una mayor probabilidad de
vida 1til de méas de 45 horas:

P(X, >45) = P(Z > 45~ 40) =1—®(5/6)

=1-0.7995 = 0.2005

45 — 45
P(Xy > 45) = P(Z > =

=1-0.5=0.5.

)=1-(0)
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Distribuciones continuas

Por lo tanto, se debe preferir el dispositivo Xo. Ahora, hay que

encontrar qué dispositivo tiene una mayor probabilidad de vida 1til de
més de 42 horas. Calculos similares producen,

P(X) >42) =1 — ®(1/3)
= 0.3707,

P(Xy>42) =1 &(—1)
=0.8413

En este caso también se debe preferir el dispositivo Xo.

54



Distribuciones continuas

Distribucién Gama

La distribucién gamma se usa de manera extensa en una variedad de areas
como, por ejemplo, para describir los intervalos de tiempo entre dos fallas

consecutivas en el motor de un avién, o los intervalos de tiempo entre las

llegadas de clientes a una cola en el cajero de un supermercado.

Definicién 2.9
Se dice que la variable aleatoria X tiene una distribuciéon gama con los
parametros a > 0y A > 0 si su fdp esta dada por

frlz) = { o) (Ar)""texp(—Az), six >0,
0, eoc

donde I'(-) es la funcién gamma, es decir, I'(a) = [;° t* ! exp(— t)dt
con Na+1)=al(a), T'(1/2) = /7Ty I'(n) = (nfl)' n=1,2,.

Notacion: X ~ Gama(a, \).
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Distribuciones continuas

El orden de los pardmetros es importante ya que « es un parametro de
forma, mientras que X es un parametro de escala.

Figura 2: Grafico de la fdp gama paraa =15y A =1.5,2,3.
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Distribuciones continuas

Teorema 2.10
Si X ~ Gama(a, A), entonces,
i) E(X)=a/A
i) Var(X) = a/A\?
i) Mx(t) = (1—t/A\)"% sit<A\

Demostracién 2.10

Calculemos la fgm de X,

Mx(t) = /Ooo exp(tx)%(kx)o‘_l exp(—Azx)dx

_ (%)a /0 h ()\ant))axa_lexp{—()\ _ Balde

t —Q
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Distribuciones continuas
Luego,

d a d? a? + a
E(X)= —Mx(t = —vE(X?) = —Mx(t a2 Ta
()= GMx(®)] =Sy B(X) = GoMx()
de donde sigue que Var(X) = a/\2.
Casos particulares:
i) Siao=1= X ~ Exp(\), distribucidén exponencial; en este caso
1 t
==, MO =1-2)" t<A
)= M) =(0-5)7 1<
i) a=5yA= % = X ~ x2, distribucién chi-cuadrado con v grados
de libertad; para este caso,

EX) =+

R Var(X

E(X)=v, Var(X)=2v, M(t)=(1-2t)""2 t<1/2.

i) Siaa > 1= X ~ Erlag(a, ), distribucién de Erlang.
5%



References

Blanco, L., Arunachalam, V. y Dharmaraja, S. (2012). Introduction to Probability
and Stochastic Processes. John Wiley, New Jersey.

Casella, G. y Berger, R.L. (2002). Statistical Inference. Second Edition. Duxbury,
California.

5O



	Funciones generadoras
	Funcion generadora de momentos
	Función generadora de probabilidad
	Función característica

	Familias de distribuciones comunes
	Distribuciones discretas
	Distribuciones continuas


