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Modelo de Probabilidad

Medida de probabilidad

Definicién 1.1
Medida de Probabilidad: Dado un espacio medible (€2, @), una

medida de probabilidad es una funcién real valorada P definida sobre
(a que verifica los siguientes axiomas:

Al) P(A) > 0 para todo A € A,

A2) P(Q2) =1,

A3) P (U2, Ai) = > 2, P(A;) para toda secuencia contable Ay, Ay, - € (
de eventos dos a dos disjuntos, es decir, A; N A; =0 Vi # j.

Nota: P: A— [0, 1] es tal que a cada A € @ le asigna un nimero
P(A) € ]0,1] llamado probabilidad de ocurra el evento A

Nota: La terna (€2, @, P) se llama modelo de probabilidad o espacio
de probabilidad.




Medelo de Probabilidad

Ejemplos

Ejemplo 1.1
Sea Q= {1,2,3}, A= {0,{1},{2, 3}, Q}. Entonces, la funcién P(A),
A € @, definida por

1 si3eA
P(A)_{ 0 si3¢A

es una medida de probabilidad sobre (2, @) (Tarea: verifique esta
afirmacion!)




Modelo de Probabilidad

Ejemplo 1.2
Sean Q ={0,1,---}, @=P(2) y P una funcién definida sobre {i} como

P{i})=(1-¢q)q", i=0,1,---, 0<g<l.

Ya que los axiomas Al), A2) y A3) de la Definicién 1.1 son satisfechos,
P es una medida de probabilidad sobre (2, @). Ademés, notando que
cada evento A €@, puede representarse como A = |J;,;c4{i}, entonces
la probabilidad de A €@ se calcula como

PA)=P(|J{iH =) PHih=01-a ) d.

€A €A €A




Modelo de Probabilidad

Ejemplo 1.3

Sea (2, ), donde = {1,2,...,...} y Q= P(R). Considere la funcién
definida por

) 271N
P({i}) = 5(5) L i=1,2,...
Entonces, P no define una medida de probabilidad sobre (2, Q). En
efecto, dado que {1},{2},... es una particién de €2, entonces
Q= U2, {i}, de modo que
e o g X2 /1yi-1 2 & /1yi-1 2 1 4
P@) = P(I.L:Jl{z]) :;P({Z}) :;§<5) - 5; (5) “31-12 30

lo cual contradice el axioma A3) de una medidad de probabilidad.




Modelo de Probabilidad

Ejemplo 1.4
Sea © = (0,00) y A= B. Defina la medida de probabilidad P como:

P(B) —/ e *dr, BeB.
B

Entonces:
A1) Claramente P(B) >0, VB € B,
A2) P(Q) = [qe %dx = [ e ¥dx =1,

A3) Sea Bj, Ba,--- una sucesién de intervalos disjuntos en B; luego

P (Q BZ-) = /U 5 e Ydxr = Zio; /Bi e Ydx = ZX;P(Bl)

i=1




Modelo de Probabilidad

Propiedades basicas de P

Teorema 1.1
Sea (€2, @, P) un modelo de probabilidad. Entonces:
P1) P(0) =0,

P2) P(U’, A;) = >, P(A;) para toda secuencia finita
Ay, Ag, ..., Ay € A de eventos dos a dos disjuntos, es decir,
AiUA =0Vi#7j.

Nota: P(A) =0 = A=0.




Modelo de Probabilidad

Demostracién 1.1

P1) Como ) =0UDU---, entonces P(0)) = P(0) + P(0) + - -, por el
axioma A3). Ademas por el axioma Al), P()) > 0. Suponga que
P(0) > 0. Entonces,

P@)y=P0)+P@)+---> P(0)+ P(D),

lo cual es una contradiccién. Luego, se concluye que P()) = 0.

P2) Ul Ai=A1UAyU---UA,UDUDU--- . Por lo tanto, la prueba
se concluye aplicando el axioma A3) y la propiedad P1)

v




Modelo de Probabilidad

Teorema 1.2

Sea (€2, @, P) un modelo de probabilidad. Entonces:

P3) Para cualquier A € @, P(A°) =1— P(A)

P4) Si A C B, entonces P(A) < P(B) (P no es decreciente)
P5) Para cualquier A, B € 4,

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(AN B)

Notas: Del axioma Al) y la propiedad P4), se desprende que:
a) Si A C B, entonces

P(B\A) = P(A°N B) = P(B — A) = P(B) — P(A)

b) Para todo Ae @, 0<P(A)<1

0]



Modelo de Probabilidad

Demostracién 1.2
P3) P(A)+ P(A°) = P(AU A°) = P(Q) = 1.
P4) B = AU (B\A), entonces, por P2) y Al),
P(B)=P(A)+ P(B\A) > P(A)
P5) Ejercicio para el lector. Idea: Use que AUB = AU (A°NB)y
B=(ANB)U(A°N B).
Notacién usual:
ANB=AB
B\A=A°NB=A°B=B—A (diferencia)
Si AB =), entonces AUB = A+ B (unién disjunta).

10



Modelo de Probabilidad

El siguiente lema serd util en algunas demostraciones.
Lema 1.1
Sea A1, As, ... una secuencia contable de eventos en (. Defina los
eventos,

Bi=A y B; :AiﬂAgﬂ-”ﬂAfflﬂAi para=2,3,...
Entonces,

i) BiNBjVi#j (los By’s son disjuntos por pares),
i) Uiy Bi = Uiz Ai

Tarea: Demuestre el Lema 1.1. /dea: Recuerde que

A=B < ACByBCA.

11



Modelo de Probabilidad

Teorema 1.3
Sea P es una medida de probabilidad en (€2, Q). Entonces:

P6a) Si {A,}°2, es una secuencia creciente de eventos en (, es decir,
A€ Ay A, C Ay paratodon=1,2,...; entonces
P (limy,—y00 Ap) = limy, 00 P (Ay) donde limy, o0 A := U, An
(es decir, P es continua por arriba);

P6b) Si {A,}>2, es una secuencia decreciente de eventos en (@, es decir,
A, e Ay A, D Ay paratodo n=1,2,...; entonces
P (limy,—y00 Ap) = limy, 00 P (Ay) donde limy, 00 A := 02, An
(es decir, P es continua por abajo).

Nota: Las propiedades P6a) y P6b) establecen la continuidad de P

12



Modelo de Probabilidad

Demostraciéon 1.3

P6a) Como A; C Az C
Lema 1.1, con By = A1 y B; = A | NA; parai=2,3,...,
U2, A; = U2, Bi. Luego,

P( lim Ay)

n—00

P(J 40
i=1

=1

=2

P(Ay) + lim_ > {p(4
1=2

P(A1) + lim {dP(A;) = > P(Ai—1)}
1=2 =2

P(A1) + lim {P(Ay)

P6b) Ejercicio para el lector. Idea: Si Ay O Az D

- (An 1), sabemos que limy 00 An = Jj24
se tiene que

P(UB A3)ZP (Bi) = P(A1) +

, entonces A§ C A5 C ---.
P6a) y P3) para concluir que P también es continua por abajo.

A;. Ademads, del

oo
D P(AT1 NAY)
=2

P(Al)—"_nli)mooZP(Az _Ai—l) (AgilﬂAi ZAZ _Ai—l)

_p(Ay} = i P(Ay).

Luego, use

13




Modelo de Probabilidad

Teorema 1.4
Si P es una medida de probabilidad en (£2, Q)), entonces:
P7) P(A) =32, P (AN B;) para cualquier particién By, Bo, ... de ;

P8) P (U, A;) <> 2, P(A;) para cualquier secuencia de eventos
Ay, Ag, ... (Desigualdad de Boole)

Demostracién 1.4
P7) Como B;NB; =0 Vi#j, y Q= U2, B;, basta notar que,

A=ANOQ=AnN (GBZ) :[j(AﬁBi).

=1 i=1

P8) Ejercicio para el lector. Idea: Use el Lema 1.1 y luego P3).

14



Modelo de Probabilidad

Ejemplos

Ejemplo 1.5
Sea (2, @, P), con A= {0, A, A°,Q} y P:Q — [0,1] tal que
P(A) =p algun p € (0, 1). Entonces,

P(Q)):Ov P) =1, P(A)=p, P(A)=1-p,

donde 0 < p < 1.
Por ejemplo, si Q = {c, s} y A = {c}, entonces p = P({c}) (con p = 1 si
la moneda justa).

o

15



Modelo de Probabilidad

Ejemplo 1.6

Sea (2, P(R2), P), con Q ={1,2,3,4,5,6}, P(Q) = {0,{1},{2},...,{6},
{1,2},{1,3},...,Q} y P: P(Q2) — [0, 1] definida por:

6
P(A)=> p VAea (p>0VYi, > pi=1).

€A i=1

Esto aplica, por ejemplo, al lanzar una dado y observar su resultado. Si
el dado es equilibrado, entonces p; = é Vi, vy se tiene que

PA) =~ vAeP©Q),

donde N(A) es el nimero de elementos en A. Asi, si apostamos al
evento A = { sale un nimero par} = {2,4,6}, entonces N(A) = 3 y por
lo tanto P(A) = 2 = 1.

v

16



Modelo de Probabilidad

Modelo de probabilidad discreto

Teorema 1.5

Sea Q = {wi,...,wy} un espacio muestral finito. Sea (I cualquier c—dalgebra
sobre Q2. Sean p1,...,py numeros no negativos que suman 1, y defina:
P(A)= > p, Acdq.
{i:w; €A}

Entonces, P es una medidad de probabilidad sobre (0.

Esto sigue siendo cierto si Q = {w;, w2, ...} es un conjunto infinito contable y
P1, P2, ... son nimeros no negativos tales que > o p; = 1.

En estos casos, (Q, i P) se llama modelo de probabilidad discreto.

Demostraciéon 1.5

Ejercicio para el lector.

Note que A = {J,,c4{w}; luego P(A) = . 4 p(w), donde p(w) = P({w}); es
decir, P esta completamente determinada por p(w) Yw € Q.
17



Modelo de Probabilidad

Ejemplo 1.7

Sea (€2, @ P) un modelo de probabilidad, con = {1,2,3,4},

a ={0,{1},{4},{2,3},{1,4},{1,2,3},{2,3,4},Q} y P: @ — [0,1]
tal que

P({1}) = i, P({2,3}) = %, P({4}) ==

Entonces, P({1,2,3}) = 3 P({2,3,4}) = § v P({1,4}) = L.

Ejemplo 1.8
Sea (€2, P(£2), P) un espacio de probabilidad discreto con 2 = {a,b,c}
y P tal que (P({a}), P({b}), P({c})) = (%, 2,2) . Entonces,

) P({av C}) -5

| >

P{a,0h) =2, P{beh) =

10



Modelo de Probabilidad

Ejercicio 1.1
Sea (€2, @, P) un espacio de probabilidad. Si A y B son eventos tales

que
P(A)=p, P(B)=q y P(AUB)=r,

donde 0 < p,q,r < 1. Entonces,

P(ANnB) = p+4+gq-r,
P(A\B) = r—q,

P(A°NB% = 1-m,

P (AU B°) p—r+1

10



Modelo de Probabilidad

Modelo de probabilidad equiprobable

Consideremos experimentos aleatorios con un nimero finito de resultados
posibles y donde cada uno de ellos tiene la misma probabilidad de ocurrir.

El lanzamiento de una moneda justa o un dado equilibrado un niimero
finito de veces son ejemplos clasicos de experimentos de este tipo.

Definicion 1.2

Modelo de Probabilidad Equiprobable: Un modelo de probabilidad
(Q, A, P) con {2 finito, A= P(Q) y P{w}) = ﬁ para todo w € Q,
donde N(2) es numero de (resultados posibles) elementos en 2, se

llama modelo de probabilidad equiprobable (o de Laplace).

En tal caso, la medida de probabilidad P se llama distribucién
uniforme o clésica sobre 2.

20



Modelo de Probabilidad

Teorema 1.6

Sea (€2, Q,, P) un modelo de probabilidad equiprobable, y sea N(A) el
nimero de elementos en el evento A C ). Entonces,

1 N(A
r=r(Ue) = v = 50

w€eA w€eA

Demostracién 1.6
Es directa de la Definicion 1.2

21




Modelo de Probabilidad

En otras palabras, si §2 es finito y equiprobable, para cualquier A C €, se
tiene que

__ ndmero de casos favorables a A
P(A) - nimero de casos posibles (*)

Nota: (%) no es una definicién de probabilidad; sélo es una consecuencia
de suponer que § es finito y equiprobable. Se desprende de (*) que, en un
espacio de probabilidad de Laplace, el cdlculo de probabilidad se reduce a
contar los elementos en conjuntos finitos, es decir, a un problemas de
combinatoria o de técnicas de conteo.

29



Modelo de Probabilidad

Técnicas de conteo

Teorema 1.7

Principio Multiplicativo: Suponga un experimento aleatorio compuesto
por dos etapas, E1 y Es. Si E; tiene Ny resultados posibles, con

O ={z1,...,zN, }, e, independientemente de cudl de estos resultados
ocurra, Eg tiene Ny resultados posibles, con Q2 = {y1,...,yn, }-
Entonces, el espacio muestral €2 asociado al experimento compuesto
tiene N(2) = N; x Na posibles resultados.

Demostracién 1.7

Basta notar que 2 = Oy x Q9 := {(z,y) : © € Q1,y € Q2} (producto
cartesiano), cuyos elementos son los siguientes pares ordenados:

(x1,91) (z1,92) -~ Em,yN?;
(x2,91) (z2,92) 2, YNy
(le,yl) (1N17y2) (le7yN2)

23




Modelo de Probabilidad

Teorema 1.8

Extension del Principio Multiplicativo: Considere un experimento
aleatorio compuesto por n etapas, E1, Eo, ..., E,. Suponga, ademas,
que la etapa FE; tiene N; posibles resultados, ¢ = 1,2,...,n; y que cada
uno de los posibles resultados de E; puede ser seguido por cualquiera
de los posibles resultados de Es y asi sucesivamente, hasta E,,. Luego,
el espacio muestral 2 asociado a este experimento compuesto, tiene
N(Q) = Ni x Ny x --- x N, posibles resultados.

Demostracién 1.8

Ejercicio para el lector.

24



Modelo de Probabilidad

Ejemplo 1.9

1. Para n lanzamientos de una moneda, se tiene que
Q={cs}" y N(Q)=2"
2. Para n lanzamientos de un dado, se tiene que
0 =1{1,2,3,4,5,6}" y N(Q)=6"
3. Lanzar primero una moneda, y luego un dado; entonces

Q={c,s} x{1,2,3,4,5,6} y N(Q)=2x6=12

25



Modelo de Probabilidad

Aplicacién al muestro aleatorio

Muestreo aleatorio: Seleccién al azar de una muestra de sujetos de una
determinada poblacidn. La seleccién al azar garantiza que cada sujeto de
la poblacién tenga la misma oportunidad (probabilidad) de quedar (o no)
en la muestra, lo que a su vez permite que todas las muestras posibles de
un mismo tamano tengan la misma probabilidad de ocurrir. Es decir, el
modelo de probabilidad asociado es equiprobable.

Experimento: Extraer una muestra aletoria de n elementos de una
poblacién de N elementos, digamos {1,2,..., N}. El espacio muestral 2
es el conjunto (finito) de todas las muestras posibles con n sujetos
extraidos de {1,2,...,N}. Cada w € Q es un n-tuple de la forma
w=(81,-..,8,), cons; € {1,2,...,N} paracadai=1,...,n.

26



Modelo de Probabilidad

Si N(Q2) es el niimero de elementos en (2, entonces N (£2) es nimero de
posibles muestras de tamafio n extraidas de una poblacién de IV sujetos.
Si el muestro es aleatorio, entonces la medidad de probabilidad definida

sobre P(£2) queda determinada por

N(A)

P} = ——Vw e — PA) = iy

N(Q)

Luego, necesitamos determinar N(A) y N(2). A su vez, esta cantidades

dependen de la forma de seleccionar los sujetos de la muestra. Hay cuatro
posibilidades:

VA ePQ).

sin devolucién
N ordenado

muestreo

sin devolucién
N\ no ordenado

~
N\ con devolucién
/
p

con devolucién

27



Modelo de Probabilidad

Teorema 1.9
Suponga que se extrae una muestra de n sujetos de un total de N. Entonces,

al) El nimero total de muestras ordenadas sin devolucién es:

N!

(N)n = T =

=N(N-1)---(N—-n+1) (variaciones s/r)

a2) El nimero total de muestras ordenadas con devolucién es:
N™ (variaciones c¢/r)

bl) El nimero total de muestras no-ordenadas sin devolucién es:

N N!
<n) = m (combinaciones s/r)

b2) EIl nimero total de muestras no-ordenadas con devolucién es:

N -1 N —1)!
( tn ) = WAn—1)! (combinaciones ¢/r)

n n!(N —1)!

28



Modelo de Probabilidad

Esquema: Nimero total de posibles muestras (aleatorias) de tamafio n que
se pueden extraer de una poblacién con N elementos diferentes.

nimero de muestras

* sin devolucién (N)n
N ordenadas
N\, con devolucién N™
muestras
' sin devolucién (]X)
N\ no ordenadas
N\, con devolucién (N+n"_1)

20



Modelo de Probabilidad

Demostracién 1.9

al)

a2)
b1)

b2)

Etapal: Hay N formas de elegir el primer sujeto de la muestra;
Etapa2: Hay N — 1 formas de elegir el segundo sujeto de la
muestra; y asi sucesivamente, en la Etapan: sdlo quedan

N — (n — 1) opciones para elegir el n-ésimo sujeto de la muestra.
Por el principio multiplicativo, hay N(N —1)--- (N —n+ 1) de
seleccionar n sujetos en forma ordenada y sin devolucion.
Ejercicio para el lector.

Sea M= Numero de muestras no-ordenadas sin devolucién.
Sabemos que: (Numero de muestras ordenadas sin

devolucién)= M x (Numero de formas de permutar los n elementos

(N)n
n! -

de una muestra), es decir, (N), = M xn! = M =

Ejercicio para el lector.

30




Modelo de Probabilidad

Analogogia: Extraer n sujetos de una poblacién de N elementos equivale
a distribuir n bolitas en N urnas numeradas del 1 al N:

i) Extraer una muestra (no-) ordenada de n sujetos equivale distribuir
n bolitas (no-) diferenciables

ii) Extraer una muestra con (sin) devolucién de n sujetos equivale
distribuir n bolitas sin (con) exclusién de urnas.

Nota: El nimero de permutaciones (ordenamientos) de un conjunto de n
elementos distintos es n! = n(n —1)(n —2)---1 (factorial de n). Ademds,
por convenccién 0! = 1.

1



Modelo de Probabilidad

Ejemplo 1.10

Suponga que escogemos dos objetos al azar entre cuatro {a,b,c,d}.
Entonces,

al) Hay (4)2 = 12 posibles muestras ordenadas sin devolucién:
Q= {(a,b), (a,c), (a,d), (b,a), (b, ), (b,d),
(c,a),(c,b),(c,d),(d,a),(d,b),(d,c)}.
a2) Hay 4% = 16 posibles muestras ordenadas con devolucién:
0 ={(a,a),(a,b), (a,¢), (a,d), (b, a), (b, b), (b, ¢), (b, d),

(c,a),(c,b),(c,c),(c,d),(d,a),(d,b),(d,c),(d,d)}.
4

bl) Hay (2) = 6 posibles mustras no-ordendas sin devolucion:
Q= {(a7 b)? (CL, C), (b7 C), (b7 d)7 (Cv d)? (CL, d)}
b2) Ha (g) = 10 posibles muestras no-ordenadas con devolucién:
Q ={(a,a),(a,b),(a,c), (a,d), (b,b), (b,c), (b,d), (c,c), (c,d), (d,d)}

v

9



Modelo de Probabilidad

Ejemplo 1.11

Un urna contiene 5 bolitas numeradas del 1 al 5. Se sacan
sucesivamente al azar las 5 bolitas, sin reposicion. Se desea calcular la
probabilidad de que al juntar los nameros de cada bolita segtin el orden
de extraccién resulte el nimero 21345. Sea A: Aparece el nimero
21345. Ya el modelo (€2, P(€2), P) es equiprobable, con N(A) =1y
N(Q) = 5! =120, entonces P(A) = N(A)/N(Q) = 1/120.

Ejemplo 1.12
En cierta loteria, se eligen seis nimeros del 1 al 49. La probabilidad de
que los nimeros elegidos sean 1,2,3,4,5 y 6 es igual a,

4
1/( 69) = 7.1511 x 1078

Tarea: Calcule la probabilidad de elegir los ntimeros 4,23,24,35,40 y 45.
23




Espacio de Probabilidad

Ejemplo 1.13

Suponga que los 365 dias del ano tienen la misma probabilidad de ser el
dia de cumpleanos de una persona (ignorando los anos bisiestos y que
las tasas de natalidad no son uniformes a través de cada ano). Como
hay 365 fechas de cumpleanos posibles para cada una de n personas, el
espacio muestral € tiene N(2) = 365" resultados posibles, todos los
cuales seran igualmente probables. La probabilidad p de que, en un
grupo de n personas, ninguno de ellos tenga el mismo cumpleanos es,

p = (365),,/365"
=365 x 364 x -+ x (365 —n + 1)/365"

() (= 5) - (- )

4



Espacio de Probabilidad

Por lo tanto, la probabilidad ¢ de que al menos dos personas tengan el
mismo cumpleafios es, ¢ =1 —p =1 — (365),,/365™. Valores numéricos de
esta probabilidad g para varios valores de n se dan en la siguiente tabla.

n q n q

5 0.027 | 25 0.569
10 0.117 | 30 0.706
15 0.253 | 40 0.891
20 0.411 | 50 0.970
22 0476 | 60 0.994
23 0.507

Estas probabilidades pueden parecer sorprendentemente grandes para
cualquiera que no haya pensado en ellas antes. Muchas personas
adivinarian que para obtener un valor de ¢ mayor que 1/2, el ndmero de
personas en el grupo deberia ser de aproximadamente 100. Sin embargo,
de acuerdo con la Tabla anterior, tendria que haber solo 23 personas en el
grupo. De hecho, para n = 100 el valor de ¢ es 0.9999997.

3K



Espacio de Probabilidad

Ejemplo 1.14

Modelo de urnas: Considere una urna (poblacién) con N bolitas
(sujetos), donde R < N de ellas son de color rojo (tipo 1) y N — R son
de color blanco (tipo 2). Se extraen n bolitas aleatoriamente de la
urna. Se desea calcular la probabilidad de que exactamente k < n de
las bolas extraidas sean de color rojo (tipo 1).

Para simplificar el argumento, se supondra que las bolitas estan
numeradas del 1 al N de tal manera que todas las bolitas rojas estan
numeradas del 1 al R. Distinguimos entre dos casos importantes:
extraccion sin reemplazo y extraccion con reemplazo.

Sea

Ap : exactamente k < n de las bolitas extraidas son rojas.

26



Espacio de Probabilidad

Muestreo ordenado sin reemplazo: En este caso el espacio muestral es
Q= {(817827'” 78n) 185 € {1727 7N}7Si # Sj7\v/i)j - 1727”' 7N}

Aqui Ay, consiste de todos los elementos de §2 que tienen exactamente k
elementos menores o iguales a R (de tipo 1). Por lo tanto,

N@ =Ny N = () (R - B

Asi, se obtiene el Modelo Hipergeométrico:

" _ R\(N-R
R

n

Nota: En muestreo sin reemplazo, el resultado para P(Aj) no depende de
si la muestra es ordenada o no-ordenada.
7



Espacio de Probabilidad

Muestreo ordenado con reemplazo: En este caso, cada bolita extraida

se devuelve a la urna, y después de mezclarlas, se saca una nueva bolita al
azar. El espacio muestral viene dado por,

Q={(s1,82," "+ ,sn):8;€{1,2,--- ,N},j=1,2,--- ,N}

El evento Ay consiste de todas las n—tuplas de 2 con exactamente k
componentes inferiores o iguales a R (de tipo 1). Entonces,

N(Q)=N" y N(A,) = < Z >Rk(N— R)"F
y, en consecuencia, se obtiene el Modelo Binomial:

N(A B R
P(Ak):]\f((gk)):<2)pkan dondep=-—- vy g=1-p.
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