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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites
Teorema de Slutsky
Teorema 1.1 (Slutsky)

Sean {X,;n > 1} e {Y,;n > 1} secuencias de variables aleatorias tales

que X, 4 Xe Y, LI (b constante). Entonces, para cualquier funcién
continua ¢ : R — R, se tiene que,

9(Xn,Y,) % g(X,b).

Nota: La extensidn secuencias multivariadas es inmediata
Demostraciéon 1.1

Idea de la demostracion: Como X, i XeY, £> b, se tiene que

(X0, Yn) L\ (X,b), y por tanto, g(X,,Y;,) LS g(X,b) por el teorema de
la aplicacién continua.




Convergencia Estocéstica y Teoremas Limites

Corolario 1.1 (Versién cldsica de Teorema de Slutsky)
Si X, L Y, Lt b, entonces
) Xn+Y, 3 X +b;
i) Yo X, 5 bX;
iii) );,—: LA % siempre que b # 0.




Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Apicacién: Suponga, por ejemplo, que X ~ N(u,c?). Entonces

i) :>Xn+Yni>X+b~N(,u—|—b,02), y por lo tanto,

P(Xn+Yn§z):P(X+b§z):<I>(

z—u—2>b
O_ )
para "n lo suficientemente grande”;

i) = X,Y, 4 Xb~ N (ub, a?b?), y por lo tanto,

P(XnYy, < 2)~P(Xb<2) = <Z _b“b> :
g

para "n lo suficientemente grande”;

X X

i) = ?” L\ 7~ N(u/b,0?/b%) para b # 0, y por lo tanto,
n

Xn X bz —
P<Yn_z) P(b_z> (I)< )7

o
para "n lo suficientemente grande”
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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Demostracion Teorema 1.4, Clase 21: La parte i) de Corolario 1.1 también
. . P d
permite demostrar que si Z,, — Z, entonces Z, — Z. En efecto, sean

X,=ZeY, =Z,— Z. Entonces, X,, i) ZeY, £> 0; luego, por el
Corolario 1.1 i), se tiene que,

Zn=24+(Zn—-2)=Xpn+Y, 5 Z+0=12

Teorema 1.2
Sean {X,;n > 1} e {Y,;n > 1} secuencias de variables aleatorias tales

P P
que X, > aeY, — b, donde a y b constantes. Entonces, para
cualquier funcién continua g : R? — R, se tiene que,

g(Xn, Yn) 5} g(aa b)




Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Demostracion 1.2

Idea de la demostracién: Como X, £> a, entonces X, i) a. Asi, se tiene
que X, Lae Y, . Luego, por el Teorema 1.1 (Slutsky),

9(Xn, Yn) S g(a,b) (constante), y por tanto, g(X,,Y,) Lt g(a,b).

Nota: La extensién del Teorema 1.4 a mas de dos secuencias, o bien a
secuencias multivariadas, es inmediata.



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Ejemplos

Ejemplo 1.1

1) Sean X1, Xo, ... variables aleatorias iid con media p y varianza o2

(finita). Entonces, por la LDGN se tiene que,

1 & p
Xn :7ZXZ %,UJ:E(XIL (*)

i

1 & P

- YXP S pt ot =E(XD). (%)

i=1

Considerando (*) y el hecho que la funcién g(z) = 22
tiene que,

es continua, se

> 2 P
9(Xyn) = Xn2 St (k% %)




Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Luego, usando (#x), (x * *) y el Teorema 1.2 con g(z,y) = = — y?, se
concluye que,

1 — _ 18 . p
EZ(Xi_Xn)zzgZXE—XZ%/er(ﬁ—;ﬂ:aQ.
i—1

i=1
Sea,
1 < _
Sz_n_12(Xi_Xn)27 n>2
1=
Entonces,
2 n 1 = >\2 P 9
Sn = - (X’L - Xn) — 0
n—1n4
N~ =1
£y

£y

De aqui, también se tiene que, S,, = \/ST% LS o, o bien, S, /o -5 o,
P

o/S, == 1.



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Por otro lado, por el TLC se sabe que,

\/H(Xn_ﬂ) i}

g

N(0,1),

y como fue visto, o /5, £> 1.

Luego, aplicando Slutsky (mds especificamente, la parte ii) del
Corolario 1.1), se tiene que,

Vi (Xn—p) o Vn(Xn—p)

d
_ N(0.1).
S S o = N, 1)
~_~
£y 4N(0,1)



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

2) Sean X1, Xo, ... variables aleatorias iid N(u,o2). Se vio que,

g
n—1)S2 2
%anq Vn>2,

Vi(Enp)
{ N(0,1) ¥Vn=>1, y son va's independientes.

Bajo este contexto, también se vio que,

V()

= ~tp—1 (exacta) Vn >1,
Sh

donde t,, denota la distribucién ¢ (de Student) con v grados de libertad.
Ademids, por el Ejemplo 1.1, se tiene que,

T, LA N(0,1), cuando n — oo,

y por tanto que, t, A N(0,1), cuando v — .
10



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

3) Sean {an;n > 1} una secuencia de nimeros reales y {Z,,;n > 1} una
secuencia de variables aleatorias, tales que:

a) a, — oo cuando n — 00; y

b) an(Z, —0) 4 X, para alguna constante € y variable aleatoria X.

Entonces,
Zn 5o
Demostracion: Basta demostrar que Z,, — 0 £0. Para probar esto, note
que,
1
Zn—0=—an(Z, —0) =Y, X,,

G
donde Y, = 1/a,, — 0, cuando n — oo, y por ende que Y, L 0,y
Xn = an(Z, —0) 4 X, Luego, usando Slutsky, se tiene que
Zn, —0 =Y, X, £> 0-X =0 o equivalentemente, Z,, — 0 2.

11



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Aplicacion de 3): Sea X, Xy, ... una secuencia de variables aleotorias iid
con media j y varianza o2 (finita). Entonces,
\/H(Xn — :U’>

4 N(0,1) (por el TLC)



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Teorema 1.3

Sean {an;n > 1} una secuencia de numeros reales y {Z,;n > 1} una
secuencia de variables aleatorias, tales que:

a) a, — oo cuando n — oo; y

b) an(Z, —0) 4z , para alguna constante 6 y variable aleatoria Z.

Si g : R — R es una funcién continua y diferenciable en 6, entonces,

an(9(Zn) — 9(0)) % ¢'(0)Z, cnando n — o,

donde ¢’ es la derivada de g.
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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Demostracién 1.3

Idea de la demostracion: Como fue probado, si a,(Z, — 0) 4z ,
entonces Z, — 0 L 0, o bien, Z, L. Luego, como g es continua,
entonces, g(Zy,) T g(0), o bien, g(Z,) — g(0) 5o. Asi, se tiene que,

9(Zn) —9g0) g0+ (Zn—0))—9g(0) P ,
Z,—0 7, —0 = 9(0).

Por lo tanto, usando Slutsky, se tiene que,

an(g(Zn) — g(0)) = 2221 =9O) (7 0y & g(0)2.
Z,—0 len Y

4

Lg'0)
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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Ejemplo 1.2 (Método delta)

Suponga que /n(Z, — 0) 4 7~ N(0,0?), cuando n — 0o, y sea g una
funcién continua y diferenciable en 6. Entonces,

Vi(9(Za) — 9(8)) % ¢'(0)Z ~ N(0, (¢/(8))%0).

Nota: Si ¢/(8) = 0, entonces /n(g(Zn) — g(6)) % N(0,0) = 0.

Nota: La extension al caso multivariado es inmediata.
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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Aplicacion: Sean X1, X5, ... variables aleatorias iid con media u y
varianza o2 (finita). Entonces, por el TLC, se tiene que,

V(X — 1) % Z ~ N(0,0%).

Luego, si g es una funcién continua y diferenciable en y, el método delta
implica que,

Vi(g(Xn) = 9(1) 5 g (1) Z ~ N(0, (¢ (1))?0?).
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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Ejemplos

Ejemplo 1.3
1) Si X1, Xy, ... variables aleatorias iid con media p y varianza o

(finita), entonces /n(X,, — p) 4 N(0,0?), y por tanto,

a) V(X2 — 2) 5 N(0,44%0%) (9(x) = 2% y ¢'(2) = 20);

b) Va(e¥r — ) 5 N(0,¢¥0?) (g(x) = ey ¢/(x) = e*);
)

¢) V(®(Xy) — (1) 3 N(0, $(11)%0
la fda y fdp de la distribucién N(0, 1));

2

etc.
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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Ejemplo 1.4
2) Si X1, Xa,... variables aleatorias iid exp(A) (A > 0), entonces
Vv (X, — %) LYY (0, )\—12), y por tanto,

a) \/n (XLH - A) 4N (0,A%) (g9(z) =1/zy ¢ () = —1/2?, = > 0);

b) v/n (log Xy, —log ) = /nlog(AX,) LN N(0,1) (g(z)=logzy
g (z) =1/z, x > 0);

etc.
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Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

Convergencia en distribucién en el caso discreto

Teorema 1.4

Sean {Z,;n > 1} y Z variables aleatorias con valores enteros no
negativos (por ejemplo, Poisson, geométrica, binomial, etc.). Entonces,

una condicién suficiente para que Z, % 7 esta dada por,
P(Z,=2)—=P(Z==z2), Yz=0,1,2,...,

cuando n — oo.

10




Convergencia Estocastica y Teoremas Limites
Ejemplos
Ejemplo 1.5

1) Sea Zn ~ Hip(N, N1,n); por ejemplo, Zn = ntimero de elementos
de tipo 1 en una muestra aleatoria de n elementos extraidos sin
devolucién de una poblacién con N elementos, de los cuales Ny son de
tipo 1. La fmp de Zy es,

N1\ (N—N,
by - ()
()
Suponga que % — p > 0 cuando N — co. Entonces,

P(ZN:Z)%P(Z:,Z):<n)pz(1—p)n_z, z=0,1,...,n,
z

cuando N — oo y n permanece fijo, donde Z ~ Bin(n,p).

20



Convergencia Estocastica y Teoremas Limites

2) Sea Z,, ~ Bin(n,py), donde np, — A cuando n — co. Entonces,

n z n—z 6_)\>‘z
P(Zy=2) = (1)pr-p > 5 S = P(Z=2), 2=012...

cuando n — oo, donde Z ~ P(\).

Tarea: Pruebe los resultados de los ejemplos 1) y 2).

21



Proceso de Poisson: Nociones Basicas

Sea,

X;= ndmero de ocurrencias de un cierto fenémeno (o evento) en un
intervalo (0,t], t > 0.

Entonces, {X;;t > 0} es un proceso estocéstico asumiendo valores enteros
no negativos, es decir, para cada t > 0, X; es una variable aleatoria con
valoresen Z, ={0,1,2,...}.

Definicién 2.1
{X};t > 0} se llama proceso de Poisson si X = 0 y se verifican las
siguientes hipdtesis:

29



Proceso de Poisson: Nociones Basicas

H1) Los incrementos son independientes:

{Xi=ki} v {Xiys — X5 =k} son eventos
independientes V k1, ko € Z, yV t,s > 0.

H2) Los incrementos son estacionarios:
PXips—Xs=k)=P(Xy=k):=pr(t) YkeZ . yVt,s>0.

Es decir, la probabilidad de observar k ocurrencias en un intervalo
(s,s + t] sélo depende del tamafio (largo) del intervalo (y no de la
posicién), o sea, de t y no de s.

23



Proceso de Poisson: Nociones Basicas

H3) No se producen ocurrencias simultaneas:

P(X; > 2)
> >1)= —1—%
_1-P(X;=0)-P(X;=1)
N 1—-P(X;=0)
P(X;=1)
=1-——""—=—0, t—0
1—P(Xt:0)_> ’ -
— PX: = 1) = ) —1, t—0.

1-P(X;=0) 1-po(t)

24



Proceso de Poisson: Nociones Basicas

Se puede demostrar que la solucién estd dada por,

(/\t)ke_)‘t

pr(t) = P(X¢ =k) = T

k=0,1,2,..., t>0,

donde

1— polt
A= lim =20l

lim = tasa o intensidad de ocurrencia por unidad de tiempo.
_>

Es decir, se tiene que, X; ~ P(At), t > 0, es un proceso de Poisson con
intensidad A (A > 0).

25



Proceso de Poisson: Nociones Basicas
Sea,

T1 = tiempo transcurrido hasta que se produce la primera ocurrencia.

Note que,
{Th >t} = {X; = 0} = no hay ocurrencias en (0,¢t], t > 0.
Equivalentemente,
{Th <t} ={Xy=0}°, t>0.
Luego,
Fr(t) = P(Th <)
= P({X; =0}°)
=1-P(X;=0)
(At)oe—kt -
0!
26
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Proceso de Poisson: Nociones Basicas

Es decir,

0, sit <0,
Fn(t) = {1—e—” sit>0 (A>0)

de modo que T} ~ exp(\). Recordando que,

P(Ty >t + “Atts)
P(Ty >t+s|Ty > s) = (p(1T1>S)S):€€—As =e M Vi s>0,

se concluye que el proceso de Poisson no tiene memoria.

Tarea: Sea T}, el tiempo transcurrido hasta la k-ésima ocurrencia (de un
proceso de Poisson con intensidad \), k = 1,...,n. Pruebe que:

(a) Ty, T — T4, ..., T, — T),—1 (tiempos entre dos ocurrencias
consecutivas) son variables aleatorias iid exp(\);

(b) T, ~ Gama(n, \).
27
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