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Modelo de Probabilidad

Esperimeto aleatorio

Modelo Probabilidad: Un modelo o espacio de probabilidad es una
representacion matematica de una situacién con resultado incierto
(fenémeno aleatorio).

Tales situaciones son representadas o estudiadas mediantes experimentos
aleatorios.

Definicién 1.1

Experimento Aleatorio: Un experimento se dice aleatorio si sus
resultados no pueden determinarse de antemano.

Se supone conocido al conjunto de todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio, pero no se tiene certeza acerca de cual de los
posibles resultados ocurrird al efectuar el experimento.




Modelo de Probabilidad

Espacio muestral

Definicién 1.2
Espacio Muestral: Al conjunto €2 de todos los posibles resultados de
un experimento aleatorio se le denomina espacio muestral.

Cada elemento w € € representa un posible resultado del experimento,
y se denomina punto muestral o suceso elemental.

El espacio muestral €2 es el primer componente de un modelo de
probabilidad, y su especificacién puede ser tan abstracta como se
requiera; la Unica condicidn es que sea un conjunto no vacio.




Modelo de Probabilidad

Espacio muestral

Ejemplo 1.1

Experimento: lanzar una moneda al aire. Los posibles resultados en
este caso son cara c y sello s, es decir,

Q={c s}

Ejemplo 1.2

Experimento: tirar un dado ordinario tres veces consecutivas. En este
caso los posibles resultados son tripletas de la forma (a, b, ¢) con
a,b,c € {1,2,3,4,5,6}, es decir,

Q= {(a,b,c):a,bce{l,2,3,4,5,6}}
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Modelo de Probabilidad

Espacio muestral

Ejemplo 1.3

Experimento: Los articulos que salen de una linea de produccién son
marcados como defectuosos (D) o aceptables (A). Se observan los
articulos y se anota su estado. Esto continta hasta que se produzcan
dos defectos consecutivos o se hayan verificado cuatro articulos, lo que
ocurra primero; en este caso,

Q= {DD,ADD, ADAD, AADD, AADA, AAAA
AAAD,ADAA, DAAA, DADA, DAAD, DADD}




Modelo de Probabilidad

Espacio muestral

Ejemplo 1.4

Experimento: Observar el niimero de llamadas en curso en una central
telefénica; en este caso,

Q={0,1,2,---}

Ejemplo 1.5

Experimento: Escoger un punto al azar dentro del circulo unitario; en
este caso,

Q={(z,y): 2 +y° <1}.

A pesar de la simplicidad de los ejemplos anteriores, se desprende a partir
de ellos que un espacio muestral puede ser de diferente naturaleza.
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Modelo de Probabilidad

Espacio muestral

Definicién 1.3
Espacio Muestral Discreto: Un espacio muestral €2 se dice discreto si
es finito o infinito contable (o numerable).

Espacio Muestral Continuo: Un espacio muestral €2 se dice continuo si
es infinito no contable.

Esta distincién es esencial para establecer la medida de probabilidad
que asociaremos a nuestro modelo de probabilidad.

En los Ejemplos 1.1-1.4, el espacio muestral €2 es discreto; mientras que en
el Ejemplo 1.5, el espacio muestral ) es continuo.

Nota: Situaciones mas complejas donde €2 comparta ambas caracteristicas
también pueden presentarse (al menos en teoria).
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Modelo de Probabilidad

Eventos

Informalmente, cualquier subconjunto A de  al cual podemos atribuirle
una probabilidad (“medir”) se llama evento (o evento aleatorio).

Al realizar el experimento, decimos que un evento A ocurre ssi el
resultado del experimento es algin w € A.

Asi, el objetivo se reduce cuantificar la chance de ocurrencia del evento A.

Seria deseable poder atribuir una probabilidad a cualquier subconjunto A
de un espacio muestral €).

Esto puede hacerse cuando {2 es discreto, pero en general (al menos en
teoria) no es posible “medir-a cualquier subconjuto de €.



Modelo de Probabilidad

Eventos

La coleccién de subconjuntos de €2 sobre la cual se define la chance de
ocurrencia es una o—algebra (o o—algebra), y constituye el segundo
componente formal de un modelo de probabilidad.

Definicién 1.4

o—Algebra: Sea Q) # (). Una coleccién @ de subconjuntos de Q se llama
o—algebra si:

Al) Qe a,

A2) Si A € Q, entonces A€ € A,

A3) Si Ay, Ag,--- € Q, entonces | J;7; 4; € Q.

Eventos: Los elementos de @ se llaman eventos (subconjuntos
“medibles”de €2).




Modelo de Probabilidad

Eventos

Ejemplo 1.6
Sea 2 # (). Entonces:
1) Qo = {0,9Q} es conocida como la o—algebra trivial (la menor
o—algebra posible sobre 2)
3) Ay ={0,A, A%, Q} es una o—algebra para todo A C Q
2) P(Q):={A:ACQ} (conjunto potencia) es conocida como
o—algebra total sobre  (la mayor o—algebra posible sobre Q).
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Modelo de Probabilidad

Eventos

Ejemplo 1.7

Experimento: Lanzar una moneda (corriente). Aqui Q2 = {¢, s}. Luego,
Qo = {0,Q} es la o—algebra trivial sobre Q, y P(Q) = {0,{c}, {s},Q}
es la o—algebra total sobre ; mientras que A = {0, {c}} no es una
o—algebra de subconjutos de €.

Ejemplo 1.8

Experimento: Lanzar dos monedas (corrientes). En este caso,

Q = {cc, cs, sc, ss}. Entonces, A= {0, {cc, cs}, {sc, ss}, Q} es una
o—algebra sobre ).

Tarea: Describa la o—algebra total (P(£2)) en este tltimo ejemplo.
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Modelo de Probabilidad

Eventos

Ejemplo 1.9

Experimento: Lanzar un dado ordinario tres veces consecutivas.
Entonces, Q = {(4,4,k) : 4,7,k € {1,2,3,4,5,6}}, de modo que la
coleccion

F = {@, {(17 2, 3)}7 Q\{(L 2, 3)}’ Q}

es una o—algebra sobre (); mientras que la coleccion
G=1{(1,2,3),(1,1,1)}

no es una o—algebra sobre 2.
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Modelo de Probabilidad

Eventos

Teorema 1.1

Sea Q # (. Si A1, g, --- son o—algebras sobre 2, entonces (=, A;
también es una o—algebra sobre €.

Demostracién 1.1

Al) Q€ ();A; yaque Q € Q; Vj. A2) Sea A € [);(;. Entonces, A €
Q; para cada j; luego A° € A; Vj. Por lo tanto A° € mjaj. A3) Sean
A, Ag, ... € ﬂjaj. Entonces, Ay, Az, ... € A; Vj, de modo que

U2, Ai € @; Vj. Asi, concluimos que ;2 4; € ;A

Nota: En general, la unién de o—algebras sobre {2 no es una o—algebra

sobre Q. Por ejemplo, si Q = {1,2,3}, entonces A1={0,{1},{2,3},Q} y

A2={0,{1,2},{3},Q} son claramente o—algebras sobre 2, pero 1 U

Qs = {0,{1},{1,2},{3},{2,3},Q} no es una oc—algebra sobre ) (Tarea!).
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Modelo de Probabilidad

Eventos

Definicién 1.5
o—Algebra Generada: Sea A una coleccién de subconjuntos de Q # 0,

y sea
M = {Q: Q es una o-algebra sobre 2 que contiene a A}.

Entonces,
U(A) = maEMa’

es la o—algebra mds pequena sobre € que contiene a A. A o(A) se le
llama o—algebra generada por A.
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Modelo de Probabilidad

Eventos

Definicién 1.6
o—Algebra de Borel: La o—algebra més pequena sobre R generada por
la clase de intervalos de la forma (—o0,a], a € R, se llama

o—algebra de Borel, y se denota por B (o B(R)).

Si A € B, se dice que A es un boreliano (o subconjunto de Borel de R).
Ya que B es una o—algebra, si tomamos a,b € R con a < b, entonces
los siguientes subconjuntos de R son borelianos:

(a7 OO) = R\(*OO, CL}; (a7 b] = (7007 b} N (av OO);

(o) = J (-0 1]

n=1




Modelo de Probabilidad

Eventos

Definicién 1.7

o—Algebra de Borel sobre R": Sean a = (a1, - ,a,) y
b = (by,--- ,by) elementos de R™ con a < b, es decir, a; < b; para todo
t=1,---,n. La c—algebra, denotada por B,, generada por todos los

intervalos (rectangulos) de la forma
(a,b] :={x=(z1, -+ ,zp) ER" 1 a; <x; <bj,i=1,--- ,n}

es llamada o—algebra de Borel sobre R".

Definicién 1.8
Espacio Medible: Sean Q) # () y (I una o—algebra sobre €. Al par (€,
Q) se le denomina espacio medible o espacio de eventos o sucesos.

v
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Modelo de Probabilidad

Eventos

De la definicién de o—algebra, queda claro que ambos Q2 y ) son eventos
ya que pertenecen a cualquier c—algebra definida sobre €2.

() se llama evento imposible, () se llama evento seguro, y un evento de
la forma {w} con w €  se llama evento simple o elemental.

Decimos que el evento A de 2 ocurre si al de realizar el experimento
aleatorio, el resultado obtenido pertenece al conjunto A.

En este sentido, si A y B son dos eventos de {2, entonces:

i) El evento AU B ocurre si y solo si A o B o ambos ocurren,

)

i) El evento AN B ocurre si y solo si Ay B ocurren,
)
)

iii) El evento A° ocurre si y solo si A no ocurre,

iv) El evento A\B ocurre si y solo si A ocurre pero B no.
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Modelo de Probabilidad

Eventos

Definicién 1.9
Eventos mutuamente excluyentes: Dos eventos A y B se dicen
mutuamente excluyentes o incompatibles si AN B = {).

Ejemplo 1.10

Se lanza una moneda una vez. Sea A = “el resultado obtenido es cara”
y B = “el resultado obtenido es sello”. Claramente, los eventos A y B
son mutuamente excluyentes.

Definicion 1.10
n(4)

Frecuencia relativa: Para cada evento A, el nimero fr(4) = ——= se
n

llama frecuencia relativa de A, donde n(A) indica la cantidad de veces
que ocurrié el evento A en n repeticiones del experimento.
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Modelo de Probabilidad

Lamentablemente, para cada evento A fijo, fr(A) no es constante: su
valor depende de n; sin embargo, se ha observado que cuando un
experimento aleatorio se repite en las mismas condiciones un gran nimero
de veces, la frecuencia relativa fr(A) se estabiliza alrededor de un valor
especifico entre 0 y 1.

Ejemplo 1.11

Suponga que un dado es lanzado n veces. Sea A = “el resultado
obtenido es 3”. La siguiente tabla resume los valores obtenidos.

n | Frecuencia | Frecuencia relativa
100 14 0.14
200 29 0.145
300 51 0.17
400 65 0.1625
500 83 0.166
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Modelo de Probabilidad

La estabilizacién de la frecuencia relativa se conoce como “regularidad
estadistica”, lo cual nos permite hacer predicciones que eliminan, aunque
parcialmente, la incertidumbre presente en fendmenos imprevisibles.

El valor P(A) alrededor del cual se estabiliza fr(A) es un indicador de la
" posibilidad” de ocurrencia del evento A.

Interesa, entonces, describir las propiedades que tal niimero deberia tener:
1. Primero, note que n(A) > 0, de modo que P(A) debe ser mayor o igual
que cero.

2. Ahora, como n(f2) = n, entonces fr(2) =1, y por lo tanto P(2) = 1.
3. Ademas, si A y B son eventos mutuamente excluyentes, entonces
n(AU B) =n(A) + n(B); luego fr(AUB) = fr(A) + fr(B), de modo
que si AN B = (), entonces P(AU B) = P(A) + P(B).

Estas consideraciones nos llevan a establecer la siguiente definicién
axiomatica (de Kolmogorov) para P(A), A €Q.
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Modelo de Probabilidad

Medidad de Probabilidad

Definicién 1.11

Medida de Probabilidad Sea (€2, @) un espacio medible. Una funcién
real valorada P definida sobre (I que satisface los siguientes axiomas:

Al) P(A) > 0 paratodo A € @ (no-negativa)
A2) P(2) =1 (normalizada)
A3) Si Ay, Ag,--- €Q son eventos (2 a 2) disjuntos
(A;NA; =0Vi#j), entonces
P (U2, 4) =>272,P(A;) (aditividad contable)
se llama medida de probabilidad sobre (2, Q).

La terna (2, 4, P) se llama modelo o espacio de probabilidad, y el
ntimero P(A) se denomina probabilidad del evento A €.
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Modelo de Probabilidad

Medida de Probabilidad

Ejemplo 1.12
Sea Q= {1,2,3}, A= {0,{1},{2, 3}, Q}. Entonces, la funcién P(A),
A € @, definida por

1 si3eA
P(A)_{ 0 si3¢A

es una medida de probabilidad sobre (2, @) (Tarea: verificar esta
afirmacion!)
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Modelo de Probabilidad

Medida de Probabilidad

Ejemplo 1.13
Sean Q = {0,1,---}, A= P(Q) y P una funcién definida sobre {i} como

P({i})=(1-¢q), i=0,1,--, 0<g<Ll

Ya que los tres axiomas de la definicién de probabilidad son satisfechos,
P es una medida de probabilidad sobre (£, ). Ademas, la
probabilidad de cada evento A €@ se calcula como

PA)=) P{iH=01-q ) d"

€A €A
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Modelo de Probabilidad

Ejemplo 1.14

Sea (€2, @), donde Q ={1,2,...,...} y A= P(Q). Entonces, la funcién
definida por

P =3(3)" =12

no define una medida de probabilidad sobre (€2, Q). En efecto, dado que
{1},{2},... es una particién de €2, entonces Q = [J;2,{i}, de modo que

(57 -

lo cual viola el axioma A2) de una medidad de probabilidad, lo cual prueba la afirmacién.

oo

p@ = P(UJti}) = 3 Pih) = i

i=1 i=1

i( yTre2 L4y

: 31—1/2 3

O-Hl\')
OJ\[O

=

v
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Modelo de Probabilidad

Medida de Probabilidad

Ejemplo 1.15
Sea 2 = (0,00) y A= B. Defina la medida de probabilidad P como:

P(B) :/ e “dr, BeB.
B

Entonces:
Al) Claramente P(B) >0, VB € B,
A2) P(Q) = [qe %dx = [ e ¥dx =1,

A3) Sea Bj, Ba,--- es una sucesién de intervalos disjuntos en B; luego

r( ] :/ ffd:oo/ *xd:OOP(Bi).
(H ) Ui:lBie ’ ;Bie ’ ZZ;
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Modelo de Probabilidad

Teorema 1.2

Sea (92, @, P) un espacio de probabilidad. Entonces:
P1) P() =0

P2) SiA,Be y AN B =0, entonces P(AU B) = P(A) + P(B)
P3) Para cualquier A € A, P(A°) =1— P(A)

P4) Si A C B, entonces P(A) < P(B) y P(B\A) = P(B) — P(A).

En particular P(A4) <1 Uy g < P(A) <1 paratodo Ae @

P5) Para cualquier A, B € A, P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

P6a) Si {A4,}>2, es una secuencia creciente de eventos en @, es decir,
A, e Ay A, C A, paratodon =1,2,...; entonces
P (lim,, o0 A,) = lim,, oo P (A;,) donde lim, o0 A, =52, 4,

P6b) Si {A,}22; es una secuencia decreciente de eventos en (, es decir,
A, ey A, D A, paratodon =1,2,...; entonces
P (limy, 00 Ap) = limy, o0 P (Ay,) donde lim,, o0 Ay :=()o, 4

n=1*"n

S5A
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Modelo de Probabilidad

Medida de Probabilidad

Demostracién 1.2

PL) 1=P(Q)=PQUOUDU---)=P(Q)+ P0)+P®) +---.
Entonces 0 > P() > 0 y por lo tanto P(0) = 0.

P2) AUB=AUBUQPUQPU--- . Por lo tanto, la prueba sigue del
axioma A3) de la definicién de medida de probabilidad y del
resultado anterior.

P3) P(A) 4+ P(A°) = P(AU A°) = P(Q2) = 1.

P4) B= AU (B\A). Obtenemos P(B) = P(A) + P(B\A) > P(A) por
Al).

P5) Ejercicio para el lector.

P6a) Ejercicio para el lector. Defina
C1 = A1,Co = A2\Ay, -+ ,Cy, = A, \Ap—1. Luego use que
Uoi Crn=Ur2 Ay y CiNCj = 0 para todo @ # j.

P6b) Ejercicio para el lector. .




Modelo de Probabilidad

Medida de Probabilidad

Teorema 1.3

Sea 2 = {wl, e ,wN(Q)} un espacio muestral finito. Sea (' cualquier
o—algebra sobre 2. Sean p1,...,p, nimeros no negativos que suman 1.
Para cualquier A € @ defina P(A) por

PA)= > p
{i:w;€A}
Entonces P es una medidad de probabilidad sobre .

Esto sigue siendo cierto si £ = {w1,ws,...} es un conjunto contable y
P1,D2, - . . son nimeros no negativos tal que > .2, p; = 1.

En tales casos, (2, @ P) se llama modelo de probabilidad discreto.
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Modelo de Probabilidad

Medidad de Probabilidad

Ejemplo 1.16
En el Teorema 1.3, suponga que 2 = {wl, e ,(JJN(Q)} es equiprobable,
es decir,
1 .
pZ:P({wz}):Wa Vl:177N(Q)

Entonces, para cualquier A € @ con N(A) elementos (casos favorables
al evento A) se tiene que

_ N(A)  casos favorables
~ N(Q2)  caso posibles

En tal caso, (2 , P) es un modelo de probabilidad (discreto)
equiprobabble.
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Modelo de Probabilidad

Ejercicios: Sea (€2, a, P) un modelo de probabilidad. Pruebe que

1) Si Ai,...,Ap son eventos (2 a 2) disjuntos en (I, entonces
n n
P(J A) =) PA)
i=1 i=1
2) Para cualquier secuencia de eventos Aq,..., Ay en Cl, se tiene que

P(UA)szA) S OP(AA)+ > P(AAjAR)— - (—1)"TTP(A 1 Ag -

1<J i<j<k
donde AiAj =A;N Aj, o, AlAg - Ay = 0?21 A;.
3) Para cualquier secuencia contable de eventos A1, Az ... en a/, se tiene que

oo

P A) <> P(4Ay).

i=1 i=1

Nota: Para probar el Ejercicio 3, defina By = Ay y By = A{AS--- Af_| A para

An)7

k=2,3,.... Note que B;B; =0 Vi#jy U2, Ai = U;2, B;. Luego, aplique el axioma

A3) y la propiedad P2) de una medida de probabilidad y que By C Ag Vk.
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