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Muestras aleatorias y distribuciones muestrales

Conceptos basicos

Como ya sabemos, una distribucién de probabilidad, también llamada
distribucién poblacional (o simplemente poblacién), describe el
compartamiento probabilistico de una determinada variable aleatoria.

También sabemos que toda distribucién de probabilidad o poblacién puede
ser descrita o representada por su fda (F') o bien por su fmp (f) en el caso
discreto o fdp (f) en el caso continuo.

Normalmente no es posible conocer toda la poblacién, por lo sélo
disponemos de una muestra representativa de dicha poblacién.

A partir de la muestra, podemos inferir sobre carateristicas poblacionales,
llamadas pardmetros, que nos interesa conocer.

Para ello, se requiere saber primero la distribucién de probabilidad (exacta
o asintética) de las versiones muestrales de tales caracteristicas, las cuales
son denominadas estadisticos.



Muestras aleatorias y distribuciones muestrales

Definicién 1.1
Se dice que X7, ..., X, es una muestra aleatoria de tamano n (ma(n))

de una poblacién con fmp o fdp f si Xq,..., X, son variables aleatorias
mutuamente independientes e identicamente distribuidas (iid) f

Como es obvio, si Xi,..., X, es una ma(n) de f, entonces la fmp o fdp
conjunta de la ma(n) es,
n
floy,.mn) =[] f ().
i=1

Cuando la ma(n) proviene de una familia paramétrica f(z;60), entonces la
fmp o fdp conjunta de Xy,..., X, es,
n
i=1
donde el parametro 6 (posiblemente vectorial) etiqueta la fmp o fdp.
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Muestras aleatorias y distribuciones muestrales

Ejemplo 1.1

Sea Xj,..., X, una ma(n) de una poblacién exp(A), donde A > 0 es el
parametro asociado. Por ejemplo, X1, ..., X, podrian corresponder a
los tiempos de vida (medidos en afios y fracciones) de n artefactos
electrénicos idénticos, los que se hacen funcionar hasta que fallen. La
fdp conjunta de la ma(n) es,

f(xl,...,xn;)\):Hf(xi;)\)
i=1

X _ n . .
e M= Nl AXimi T o0, i=1,...,n.

Il
=

1

.
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Muestras aleatorias y distribuciones muestrales

Con esta fdp se pueden estudiar diferentes propidades de la muestra; por
ejemplo, para calcular la probabilidad de que todos los artefactos duren
mds de 2 afos,

P(X1>2,...,X, >2) = [[ P(Xi > 2) = exp{—2nA}.
1=1

A partir de la fda conjunta de la ma(n) también se puede demostrar que la
variable aleatoria ) " | X; tiene distribucion Gama(n, A), y por tanto que

n
20) " Xi ~ X3,
i=1
Este resultado juega un rol importante cuando se desea inferir sobre el
verdadero valor del parametro A, es decir, aquel valor efectivamente
gener6 la ma(n) observada.
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Definicién 1.2

Sea T'(x1,...,x,) una funcién de valor real o bien vectorial, y sea
X1,...,X,, una ma(n) de una poblacién. Entonces la variable o vector
aleatoria(o) T = T(X1,...,Xy) se denomina estadistico. La

distribucién de probabilidad de un estadistico T" se llama distribucién
muestral de T'.

La definicién de un estadistico es muy amplia; cualquier funcién de la
ma(n) que no dependa de ningin pardmetro desconocido es un estadistico.
Por ejemplo, un estadistico puede ser la propia ma(n), el minimo o el
maximo de de la muestra, el promedio de la muestra o alguna medida de
la variabilidad de las observaciones de la muestra.
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La media muestral y la varianza muestral

Habitualmente, los parametros poblacionales de mayor interés son la media
p y la varianza o2 de la poblacién.

Por ende, al disponer de una ma(n) de dicha poblacién, es natural
preocuparse de la media X vy la varianza S? de la muestra.
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Definicion 1.3

Dada una muestra aleatoria X1, ..., X, de una poblacién f, dos
estadisticos de inteés inmediato son:

(a) La media muestral, definida como,

X4+ X, 1
X = = — .
1 w2
i=1
(b) La varianza muestral, definida como,
&2 X1 - X2+ + (X - X)) 1

n—1 _n—lz(Xi_X)z'

i=1

También se define la desviacién estandar muestral como, S = v S2.
4
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Muestras aleatorias y distribuciones muestrales

Teorema 1.1
Para cualquier secuencia de ntimeros reales x1,...,x,, sea
T =Y ,x;/n. Entonces,
) Y0 (i — 1) = X (i — ) + (@ — u)? para todo € R;
i) minger N0, (2 — ) = 30, (2 — %)%, es decir, para i = T la
distancia 21" | (z; — p)* es minima;

i) Yy (@ — 2)* = 20 (2 — ) @y = Yy 2F — na?,

Tarea: Pruebe que Y ' | (z; — %) = 0.

Demostracién 1.1

La demostracion de ii) es directa de la parte i). Las demostraciones de
i) y iii) quedan de ejercio.
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Lema 1.1

Sea Xj,..., X, una ma(n) de f, y sea g una fucién real valorada.
Entonces,

i) g(X1),...,9(X,) son variables aleatorias iid;
i) E{>°" , 9(X;)} =nE{g(X1)} provisto que la esperanza exista;
i) Var{> ", g (X;)} =nVar{g (X1)} provisto que la varianza exista.

v

Demostracién 1.2

Resultados ya probados en un contexto mas general.
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Muestras aleatorias y distribuciones muestrales

Teorema 1.2

Sea X1,...,X, una ma(n) desde una poblacién con media p y varianza
o? finitas. Entonces,

) B(X) =i
i) Var(X) = o?/n;
i) E(S?) = o2

v
Conclusién: La media muestral X y la varianza muestral S? de una ma(n)

son estimadores insesgados, respectivamente, de la media poblacional p la
varianza poblacional o2.
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Muestras aleatorias y distribuciones muestrales

Demostracién 1.3

i) y ii) ya fuerén probados, por lo que sélo probaremos iii). En efecto,
note primero que

E{(n—1)S*} =E (zn: X7 - n)Z'?)

i=1

E (X?) — nE (X?)

I

@
Il
—

= nEX? — nEX?
2 2 o 2 2
=n(o"+p’) —n ?—I-,u =(n—1)0",

de donde se obtiene el resultado.
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Teorema 1.3

Sea X1,...,X, una ma(n) desde una poblacién con fgm M ().
Entonces la fgm de la media muestral es,

Mg (t) = {M(t/n)}"

Demostraciéon 1.4

Tenemos que,

n

Mg(t) =E <etX ) —E (H etXi/") = T Mx.(t/n) = {Mx(t/n)}"
=1

=1
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El resultado anterior proporciona una forma muy simple para obtener la
distribucién muestral de X cuando M (t) es una fgm conocida, como se
ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2

Distribucién de la media Sea X;,..., X,, una ma(n) desde una
poblacién N (u,0?). Entonces la fgm de la media muestral X es,

My (0) = {ep (1w + "(’;/”)) }

Asi, si la ma(n) proviene de una poblacién N (u,o?), entonces la
distribuciéon muestral de X es N(u,0?/n).
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Muestras aleatorias y distribuciones muestrales

Ejemplo 1.3

Se tiene una maquina de llenado para vaciar 500gr de cereal en una
caja de cartén. Suponga que la cantidad de cereal que se coloca en
cada caja es una variable aleatoria normalmente distribuida con media
500gr y desviacién estandar igual a 20gr.

Para verificar que el peso promedio de cada caja se mantiene en 500gr
se toma una muestra aleatoria de 25 de éstas cajas en forma peridédica
y se pesa el contenido de cada una de ellas.

El gerente de la planta ha decidido detener el proceso y encontrar la
falla cada vez que el valor promedio de la muestra sea mayor de 510gr
o menor de 490gr. Obtenga la probabilidad de detener el proceso.
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Sea Xi, Xo, ..., Xo95 una ma(25), las cuales representan la cantidad de
cereal contenido en las cajas de una muestra aleatoria dada.

Por hipétesis X; ~ N(500,20?%), i =1,2,...,25. Luego
X ~ N(500,20%/25).

La probabilidad deseada es igual a uno menos la probabilidad de que
X se encuentre entre 490 y 510gr.

P( Detencién del proceso) = 1 — P(490 < X < 510)

:1—P<490_500<Z<510_500>
4 4
=1-P(-25<Z<25)

= 0.0124.
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Muestreo desde la distribucién normal

Teorema 1.4

Sea Xi,..., X, una ma(n) desde una distribucién N(u,0?), y sea
X=>" Xi/nyS?*=3",(X;— X)?/(n—1). Entonces,

i) X y S? son variables aleatorias independientes;

i) X tiene una distribucién N(u,o?/n);

i) (n—1)8?/0? distribuye chicuadrado con n — 1 grados de libertad.

v
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Demostracién 1.5

Para probar i) note primero que > (X, — X) =0, de modo que
X1 —X =->7",(X; — X). Luego,

L > (X - X

n—12
:nil{(xl—x)Hg(Xi—Xf}
- — (Zzn;(Xi—X) 2+§;(X1—X)2
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Muestras aleatorias y distribuciones muestrales

Es decir, S? es una funcién de (Xs — X, ..., X,, — X) solamente.

Entonce, basta mostrar que estas variables son son independientes de
X.

Suponga (sin pérdida de generalidad) que u =0y o = 1. Entonces, la
fdp conjunta de la muestra Xq,...,X,, estd dada por,

fl@1, ... @) = (20) V2™ Dm0 < @y < 0.
Considere la transformacion uno-a-uno dada por,
Vi=X, Ya=Xo—-X,...Y, =X, — X.
Esta es una transformacién lineal en (X,..., X)) con un jacobiano

igual a 1/n.

10
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Luego,

F (s n) = n(2m) "2 (- Tiaw) /2
X 6_2?:2(%—’—%)2/2, —co<y; <00, i=1,...,n,
= (n/(2m))* e-r0)/2
a5 ),
—oo<y; <00, t=1,...,n.

Dado que la fdp conjunta de Y7, ...,Y, se puede escribir como el
producto de las marginales, se deduce que Y7 = X es independiente de
Yo=Xo—-X,....Y, = X,, — X y, por lo tanto, que X es independiente
de S2.
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Para probar iii), recuerde que
n n
Z(Xi —X)?+n(X —p)’ = Z(Xi — )%
i=1 i=1

es decir,
n

(n—1S*+n(X —p)?=> (Xi—pn)?.
i=1
Al dividir ambos miembros de la expresion anterior por la varianza
poblacional o2, se tiene

(n=1)S*  n(X—p? ¥ (Xi—p)

o2 o2 o2
’ (=18 (X-p)\' S (K—p
2+ (5 =2 ¥
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Pero (X; —p)/o by N(0,1), de modo que (X; — p)?/c? Py X? y, por
tanto, Y (X; — p)?/o? ~ x2.

Similar, como X ~ N(u,02/n), se tiene que {(X — u)/o/v/n}? ~ x3.
Pero como fue probado, (n —1)S?/0? y [(X — u)/o/+/n]? son variables

aleatorias independientes, entonces, de (x) se concluye que
(n—1)8%/0% ~ x7_y.
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La distribucion t—Student Sean X e Y variables aleatorias

independientes tales que X ~ N(0,1) e Y ~ X%k)‘ Considere la
transformacién

g(w,y) = (fc/ y/k,y)

La transformacién inversa estd dada por,

h(z,y) = (2\/y/k,y),

mientras que el Jacobiano es,

J(x,y) = \y/k.
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Por lo tanto, la fdp conjunta de Z = X/\/Y/ky W =Y esta dada por,

fzw(z,w) = Vw ny<z\/wkw> zeR, w>0,

donde,

k)2
fxy(z,y) = \/%6_$2/27(%<i)/2) Y2 lev/2 zeR, y>0.

Integrando f7w (2, w) con respecto a w, se obtiene la fdp marginal de Z,
es decir,

D((k+1)/2) (, 22\ "2
fz(z) = VT (h/2) <1+ ) , z€R,

la cual corresponde a la fdp de una distribucién t—Student con k grados
de libertad.

Notacion: Z ~ t;.
24
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La distribucion F Sean X e Y variables aleatorias independientes tales
que X ~ x2 e Y ~ x2. Considere la transformacién,

9(x,y) = (g;//:y>

La funcién inversa de g estd dada por,
m
h(ﬂl’,y) = (7$yay> )
n
y tiene un Jacobiano igual a J(z,y) = my. Luego, la fdp conjunta de
n

Z=2% yW =Y esta dada por,
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fzw(z,w) =
WDWEW/DE VT gl
L'(m/2)T (n/2) \n ’
z>0,w>0

Integrando con respecto a w encontramos la fdp de Z, dada por la
siguiente expresion,

, z2>0,

1) = g () 5 ()

n

la cual corresponde a la fdp de una distribucién F' con m gl en el
numerador y n gl en el denominador.

Notacién: Z ~ F,,, ,,.
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Teorema 1.5

Sea Xi,..., Xy una ma(n) desde una distribucién N(p, o2). Entonces
la variable aleatoria (X — u)/(S/y/n) tiene una distribucién t—Student
con n — 1 grados de libertad.

v

Demostracién 1.6

Basta notar que \/n(X — u)/o ~ N(0,1) y que es independiente de
(n—1)S?/0% ~ x5y

Luego la variable aleatoria T = (X — u)/(S/y/n) ~ tp,_1. Ademés,

E(T)=0, sin—1>1
n—1

Var(T) = 5 sin—2>2

n —
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Teorema 1.6

Sea X1,...,X, una ma(n) de una poblacién N(ux,c%), y sea
Yi,..., Y, una ma(m) una poblacién independiente N(uy, 0% ). La
variable aleatoria F' = (5% /0% )/ (St /0% ) tiene una distribucién F
conn— 1y m—1 grados de libertad.

Demostracién 1.7
Notemos que (n — 1)S% /0% ~ x2_; v que es independiente de
(m — 1)5%/‘7%/ ~ X1

Luego la variable aleatoria F' = (S%/0%)/(5% /0% ). Ademés,

1
E(F)=——, sim—-3>1

28
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Teorema 1.7

i) Si X ~ F, g, entonces 1/X ~ Fj,; esto es, el reciproco de una
variable aleatoria F' también tiene una distribucién F.

i) Si X ~ t,, entonces X% ~ F 4
i) Si X ~ F), 4, entonces (p/q)X/(1+ (p/q)X) ~ Beta(p/2,q/2).

Problema: Qué hacemos si no tenemos normalidad?

20
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