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Esperanza de Funciones de un Vector Aleatorio

Dado un vector aleatorio (X1,...,Xy) en (2, @, P) y una funcién real
valorada g : R™ — R, entonces la transformacién Y = ¢g(X1,..., X,,)

define una variable aleatoria en (2, @, P), ya que para cada w € (2, se

tiene que Y(w) = g(X1(w), ..., Xn(w)) € R.

Aunque, en general, es importante conocer en la distribucién de la variable

aleatoria g(X1,...,X,), podemos prenscindir de ella para el calculo de su
esperanza (cuando existe).

Teorema 1.1

E{g(Xl, Ce ,Xn)}

Z R Z(ml,...,xn)ER"g(xl’ ... ,xn)than (xl, ... ,:IJn) c.d.

ffooo e f_oooo g(x1, .. ) fxy o xa (@1, - xp)day - - day, cc

(provisto que las sumatorias y las integrales convergan)
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Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

Aplicaciones: Fgm, covarianza y correlacién

|) Esperanza de funciones lineales

Sig(z1,...,xn) =Y i  a;x; + b, donde ay, ..., an,b son constantes
reales, entonces

E (i a; X; + b) = iaiE(Xi) + b,
=1 =1

provisto que E(|X;|) < oo paratodoi=1,...,n.

1
Por ejemplo, si X = =" | X; es la media muestral de X1,..., X,
n

E(X) = E (iix) _ Tllzn:E(Xi).
=1 =1

entonces



Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

En particular, si todas las X;'s tienen la misma media, digamos E(X;) =
para ¢t =1,...,n, entonces

_ 1 &
E(X)ZEZM:M Vn=12.... (%)
i=1

Esto ocurre, por ejemplo, cuando Xi,..., X, corresponde a una muestra
aleatoria (m.a.) de una distribucién F' (poblacién) con media y, lo cual

equivale a decir que X1,..., X, g F', donde F' una distribucén con media

Lh
El resultado (*) indica que la media muestral X es un predictor insegado
de la media poblacional p.



Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

Ejemplo 1.1
Sean X1,..., X, d exp(A). Sabemos que a media de la distribucién
exponencial es

u:/ ac)\e_’\’”dx:1
0 A
fx ()




Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

II) Funcién generadora de momentos (fgm) multivariada

Si g(x1,...,2n) = [[[, €"® = eXi=1ti% entonces E{g(X1,...,Xn)}
define la fgm conjunta de X, ..., X,,, provisto, obviamente, que ella
exista; es decir:

Definicion 1.1

La fgm de conjunta de Xj,..., X, se difine como,
MXl,..A,Xn (tl, e 7tn) =FE (62?:1 tiXi)

2 Z(m,...,mn)GR"eZLl BT XX (T ) c.d.

ffooo e ffooo ezgltixithm’xn (x1,...,2p)dxy - dzy c.CL
provisto que la esperanza exista para todo (¢1,...,t,) € R™ tal que

ltr| < h, algun (h1,...,hx) € R™, con hy > 0 para todo k =1,...,n.
6
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Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

Propiedades de la fgm multivariada:

(i) MX17~~~:Xk (tl’ s 7tk‘) = MX17--~7Xk7Xk+1,~~~,Xn (tlv .-
paratodo k=1,...,n— 1.

R L V5%
(i) at’f1~1~8t§"

(i)  Xi,...,X, son va's independientes si, y sélo si,
n
My, x, (b1, tn) = [ [ Mx, (t:)
i=1

para todo (t1,...,t,) donde las fgm'’s existen.

(iv) SiY =37, a;X;+b, entonces,

AAAAA Xp (t1505tn) k
. = Jty=mty=0 = E(X7" X -

8,0,

x XFkn

n

My(t) = ethXhm,Xn (alt, .. ,ant).

7

,0)
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Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

Asi, si X1,...,X, son va's independientes, entonces
n
My(t) = ebt H MXi(ait).
i=1

En particular, si Xi,..., X, o M(t)eY =>"", X;, entonces

My x,(t) = {M()}".
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Ejemplo 1.2

Sean X1,...,X, i Ber(p). Pruebe que Y = """ | X; ~ Bin(n,p).

., iid
Demostracién Ya que X1,..., X, ~ Ber(p), entonces

X1, X " M@) = (1 - p+ peh).

Luego, la fgm de Y = )" | X es,

My (t) = Msn, x,(1)
= (M)}

= (1 —p+pe)™ — fgm de la distribucién Bin(n, p).

Por la unicidad de la fgm se concluye que Y = """ | X; ~ Bin(n,p).
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Ejemplo 1.3

Sean que X; e Xo va’s independientes, con X; ~ N (u,0?), i =1,2.
Encuentre la distribucién de Y = X7 — X5s.

Solucién Ya que X; ~ N(u;,0?), entonces My, (t) = ehitt3o°t? para

1 =1,2. Ademas, como X7 y Xs son va’s independientes, entonces la
fgm de Y = X7 — X5 es,

Mx, - x,(t) = Mx, () Mx,(—t)
_ latt 507t —patt 502t

T RV
Como Mx,_x,(t) = el —h2)t43 (20017 g 1y fgm de una distribucién

normal con media p; — po y varianza 202, se concluye que
X1 — X2 ~ N(,U,l - /,62,20'2).

10
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[Il) Covarianza y Correlacion

Sin=2con X1 =Xy Xy=Y, sean ux = E(X), py = E(Y),

0% =Var(X) y 0% = Var(Y), y suponga que 0 < 0% < o0y

0 < 0% < oc. Entonces, la funcién g(z,y) = (v — pux)(y — py) permite
definir la covarianza entre las va's X e Y'; es decir:

Definicién 1.2
La convarianza entre dos variables aleatorias X e Y se define como,
Cov(X,Y) = B{(X — px)(Y — py)}

{erR ZyeR(fE — px)(y — py) fxy(z,y) c.d.
f f (x — px)(y — py) fx,y(z,y)dydz c.c.

11



Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

Notacidn alternativa e interpretacion:

oxy = COV(X, Y)

Interpretacion:

oxy >0 = asociacién +,
oxy < 0 = asociaciéon —,
oxy =0 = no hay asociacién lineal.

12



Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

Propiedades de la covarianza: Para dos va's X e Y definidas sobre el
mismo espacio de probabilidades, se tiene que:

(i) Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y) (formula alternativa)

(i) Cov(X,X)=Var(X)>0 (operador positivo definido)

(iii) Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (simetria)

(iv) Cov(X,c) =Cov(c,X)=0 para cualquier constante c € R
(v) Si X e Y son va's independientes, entonces Cov(X,Y) =0

Nota: Si X e Y son independientes, entonces g(X) y h(Y') también son
va's idependientes, para cualquier funciones g y h

13



Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

(vi) Cov(aX +b,Y)=aCov(X,Y) y Cov(aX + b, X) = aVar(X),
donde a y b son constantes

(vii) |Cov(X,Y)| < /Var(X)Var(Y) (desigualdad de Couchy-Schwarz)

Definicién 1.3
La correlacién (coeficiente de correlacién) entre dos variables aleatorias
X eY, se define como,

COV(X, Y) Xy
PXY = = :
Var(X)Var(Y) oxoy

La Propiedad (vii) = |pxy| < 1, con igualdad si, y sélo si Y = aX + b
para a # 0, de acuerdo con y la Propiedad (vi).

14



Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

Mas formalmente:

Teorema 1.2

Suponga que X es una variable aleatoria tal que 0 < Ug( < 00. Si
existen constantes a # 0 y b tal que Y = aX + b, entonces, pxy =1 si
a > 0 (asociacién lineal +) y pxy = —1 si a < 0 (asociacién lineal —).

V.

Demostracién 1.1
Como Var(aX + b) = a*Var(X) y Cov(X,aX +b) = aVar(X), la
definicién de correlacién implica que,

X,aX 1 i 0
(X, aX +b) = Cov(X,aX +b)  a _{ sia>0,

\/Var(X)Var(aX + b) Va2 | -1 sia<o.

15



Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

IV) Varianza de funciones lineales

Considerando nuevamente la funcion lineal Y = """ | a;x; + b, ahora
podemos calcular su varianza:

Sean Xi,...,X,, va's con varianzas finitas y a1, . .., a,, b constantes en R.

Vimos que
E (Z a;iX; +b> = GE(X;) +0b. (¥)
=1 =1

Ahora, podemos también afirmar que,

Var (Z a; X; + b) = Za?Var(Xi) +2 Z a;a;Cov(X;, Xj). (%)
i=1 i=1

1<ij<n
i<j

16



Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

En particular, si las va's X1, ..., X, son independientes, entonces
Cov(X;, Xj) =0V i#j,yde (xx) se tiene que,

Var (Zn: a; X; + b) = z”: a?Var(X;).
i=1 i=1

Por ejemplo, colocando paran =2, X; = X y Xo =Y, entonces de (%)
se tiene que,

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y') + 2Cov(X,Y),
Var(X —Y) = Var(X) 4+ Var(Y) — 2Cov(X,Y).

En particular,

Cov(X,Y)=0== Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y).

17
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Demostracién de (x): Sea Y = Y7 | a;X; + b. La definicién de varianza
de una va Y y el resultado en (x) implican que,

Var(Y) = E{(Y — E(Y))?}

" n n 2
— E{ Y aiXi+b-> aE(X) —b] }
Li=1 i=1

. )
- E{ > ai(Xi - E(XZ»))] }
Li=1

{ZZ% (X))(X; — E(Xm}

i=1 j=1

—ZZazagE{ — E(X))(X; — B(X)))}

=1 j=1

18
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—ZaZE{ }

n z aia;E {(X; — E(X)(X; — E(X)))}

1<i,j<n
i#]
n
= Z a?Var(Xi) + Z aiajCov(Xi, XJ)
= 1<ij<n
i#]
n
= Za?Var(Xi) +2 Z a;a;Cov(X;, X;)
i=1 1<ij<n
1<J

10



Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

Ejemplo 1.4

Sean X1, ..., X, va’s iid, con media y y varianza 2. Entonces, la media
y la varianza de la media muestral X = 1 ™" X, estan dadas por,
n 1=

o2
E(X)=p y Var(X)=—.

n

20
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Ejemplo 1.5

Suponga que X; - N(pi,02),i=1,...,n. Entonces, usando la fgm
podemos probar que,

n n n
Y = ZaiXi +b~ N(Zaiui +b,Zaiai2),
=1 =1

=1 —_———— ——
E(Y) Var(Y)

de modo que la distribucién normal es cerrada bajo transformaciones
lineales de va’s normales independientes.

21



Esperanza de Funciones de Vectores Aleatorios

Ejemplos

Ejemplo 1.6

Supoga que un estudiante debe rendir una prueba verbal y una
cuantitativa. Sea X el puntaje en el examen verbal, e Y el puntaje en
el examen cuantitativo. Se desea encontrar la correlacién entre X e Y.
Para ello, se supone que la fdp conjunta de X e Y estd dada por,

2xy + 0.5 ara0<z<1ly0<y<l1
fX,Y(x7y):{ 0 Y epOC Y Y

29
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Para calcularemos la covarianza Cov(X,Y), primero se deben calcular
las medias px v py de X e Y, respectivamente. La simetria en la fdp
conjunta, implica que X e Y tienen la misma distribucién marginal;
por lo tanto, ux = py, donde,

MX—// 2:1:y+05x)dydm
1

:/ (93 —|—0.5£L')d -4
0 3

vV py = % Luego,

Cov(X,Y) / / (ac — > <y - 172) (2zy + 0.5)dydz = ﬁ

Ademss, 0% = 02 = 11/144, de modo que p(X,Y) = 1/11. Aunque, un

algo baja, la correlacién entre los puntajes es positiva.
23
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