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Vectores Aleatorios

Al realizar un experimento aleatorio, podemos estar interesados en
observar dos o mas caracteristicas numéricas simultdaneamente.

Por ejemplo, observar la dureza (X) y la resistencia a la tensién (Y) de
una pieza manufacurada de acero elegida al azar; o bien, observar la altura
(X) y el peso (Y') de una determinada persona.

En ambos casos, a cada resultado w del experimento se le asocia un par
numérico (z,y) = (X(w), Y (w)).

Interesa entonces extender el concepto de variable aleatoria unidimensional
(con valores en R) a variable aleatoria multidimensional o vector aleatorio
(con valores en R™).

Se estudiaran, ademas, varios conceptos relacionados importantes.

Se debe recordar, sin embargo, que la represantacién de un experimento
aleatorio se basa en un espacio o modelo de probabilidad (€2, @, P).
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Definicidon

Definicién 1.1
Un vector aleatorio n-dimensional es una funcién (X1, ..., X)) desde el

espacio muestral {2 en R", el espacio Euclidiano n-dimensional:

(X1, Xn) . Q@ — R™
w — (Xi(w),..., Xn(w)).

Es decir, (X1,...,X,) es un vector aleatorio en (2, @, P) ssi
X1,...,X, son variables aleatorias en (2, @, P).
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Figura 1: Un vector aleatorio es una funcién de 2 en R™.



Vectores Aleatorios
Ejemplo

Ejemplo 1.1

Para n lanzamientos consecutivos de una moneda, defina,

1, si el i-ésimo lanzamiento dio cara,
0, eoc,

1=1,...,n.

Entonces, (X1,...,X,) es un vector aleatorio en (2, @, P), donde,

Q={cs}", a=2% P:P{c)=p, O0<p<l.
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En este ejemplo, para cada w = (wy, ..

1, siw; =g,

0, siw;=s,

i=1,...,n. Luego, (X1(w),..., Xp(w)) € X ={0,1}" C R™

Por ejemplo, para n = 2, se tiene que,

w = (w1, w2) € {c,s}?
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S, wn) € Q= {c,s}", se tiene que
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Distribuciones conjuntas

Sea (Xi,...,Xp) un vector aleatorio en (€2, 4, P). Entonces, para todo
B e B" = B(R™), se tiene que,

{(X1,....X,) eB={weQ: (Xi(w),...,X,(w)) € B} €Q,
es decir, es un evento. Luego,
_____ x,(B)=P{(X1,...,X,) € B}, BebB"

define la distribucién de probabilidad del vector aleatorio (X1,...,X,) o
distribucién de probabilidad de conjunta de las variables aleatorias
Xq,...,X,.
De esta forma, si X C R" es el recorrido conjunto de (X7, ..., X,),
entonces,

(X,B", Px,,.. x,)

define un modelo o espacio de probabilidad multivariado.
7



Vectores Aleatorios

En particular, para B = (—00,x1]| X - -+ X (—00, zy], se tiene que,
{(XI;---,Xn) S B} = {X1 <z...,X,< H?n} ed V(xl,...,mn) e R".
Entonces, la funcién definida por,

Px, . x,(B)=PX1 <z,.... X, <)
:FX1,...,Xn(x17"'7xTL)J ($17‘--7xn) ERnJ
se llama funcién de distribucién (acumulada) del vector aleatorio

(X1,...,X,) o distribucién (acumulada) conjunta de las variables
aleatorias X1,...,X,.
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Definicién 1.2
Distribuciéon de probabilidad conjunta La distribucién de probabilidad

conjunta de X1,..., X, es la coleccién de probabilidades,
P{(X1,...,X,) € B}, para todos los subconjuntos B de R".

Definicién 1.3
Funcién de distribucion conjunta La funcién de distribucién
(acumulada) conjunta de Xy, ..., Xy, se define como,

Fle_._7Xn($1,...,xn) = P(X1 <uz,... 7Xn < a:n), (acl,... ,.’En) € R"™.

Note que Fx, . x, :R" —[0,1].
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Paran=2,con X1 =X y Xo =Y, se tiene que,

Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y)
= Pxy{(—00,2] x (00,4}, (2,y) € R?,

es la funcién de distribucién (acumulada) conjunta de las variables
aleatorias X e Y, o simplemente la funcién de distribucién (acumulada)
del vector aleatorio (X,Y).
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Vectores Aleatorios

Fx y(x,y) es la probabilidad de que (X,Y’) tome algtin valor en la regién
(=00, z] X (—00,y|, como se muestra en la Figura 2.

(., u)

Figura 2: Fxy(z,y) = P(X < ,Y < y) es la probabilidad de que (X,Y’) tome
un valor en la regién sombreada.
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Vectores Aleatorios

Las funciones de distribuciéon conjunta satisfacen propiedades similares al
caso unidimensional; lo cual se ilustra en el caso bivariado.

Teorema 1.1
Sea F'x y(x,y) la funcién de distribucién conjunta de X e Y. Entonces,
Fla) limg y—o0o Fix,y(z,y) =1, ambos argumentos.
Flb) limy oo Fxy(z,y) = limy,_o Fxy(z,y) =0, para cada valor
del otro argumento.
F2) Fxy(z,y) es no decreciente en cada uno de sus argumentos.

F3) Fxy(x,y) es continua por la derecha en cada uno de sus
argumentos.

F4) Sia; < b1y ag < by, entonces,

Fxy(bi,b2) — Fxy(a1,b2) — Fx,y(b1,a2) + Fxy(a1,a2) >0

Px y{(a1,b1]x (az2,b2]}=P(a1 <X <b1,a2<Y <b2)

12



Vectores Aleatorios

Reciprocamente, toda funcién bivariada F : R? — R que verifique F1) a
F4) es una funcién de distribucién bivariada.

La extensidn para el caso n-dimensional es inmediata.
En particular, la condicién F4) exige que una funcién de distribucién
n-variada,

Fx, .. x,(x1,...,2n) = P(X5 <z1,..., X, <), (21,...,2,) € R",

asigne probabilidades no-negativas a todos los rectangulos de R" de la
forma,
(al,bl] X ... X (an,bn],

donde —co < a; <b;<ocoparat=1,...,n.

13
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Ejemplos

Ejemplo 1.2

Sea
1—e®)(1—-eY) si z,y>0,
0 eoc.

(a) Pruebe que Fx y verifica F1) a F4); p.e
limy oo Fxy(z,y) =
{o Yy <0,
lim, 0 Fxy(z,y) = Fxy(0,y) = (1—e %) (1 —e¥) Vy>0.
(b) Verifique que:

P(0<X§1,0<Y§1):FX’y(1,1) FXy( 0)
— Fxy(0,1) + Fxy(0,0)
2

14 (1—e )"
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Ejemplo 1.3

Sea

1 si x2>20,y>20, z+y>1,
0 eoc.

F(.%',y) :{

Es facil ver que (tarea!) F' verifica las propiedades F1) a F3); sin
embargo,

0<PO<X<1,0<Y<1)=F(1,1)— F(1,0) — F(0,1) + F(0,0)
=1-1-1+0
=—-1 —<¢.

Luego, F' no es una funcién de distribucién bivariada, ya que no
verifica F4).
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Vectores aleatorios discretos y continuos

Al igual que en el caso univariado, hay varios tipos de vectores aleatorios,
de acuerdo con la naturaleza de su coordenadas. A continuacién, se
consideran solo dos tipos, los vectores aleatorios discretos y continuos.

Definicién 2.1

Vector aleatorio discreto. Un vector aleatorio (X7i,...,X,) se dice
discreto si su recorrido, X, es un subconjunto contable (finito o
infinito) de R"™; es decir, (X1, ..., X,) es dicreto ssi las coordenadas
X1,..., X, son variables aleatorias discretas.

16



Vectores aleatorios continuos y discretos

En tal caso, la distribucién de probabilidad conjunta de Xi,..., X, queda
completamente determinada por la funcién (de masa) de probabilidad
(fmp) conjunta definida por,

fX17.__7Xn(x1, ... ,(L‘n) = P(Xl =T1,... ,Xn = .@n), (.1'1, R ,.%'n) € R™.

De este modo, se tiene que,
) fxi,..xn(T1,...,2n) >0 para todo (z1,...,zy),
”) z o Z{(Il,..,,xn)ER"} lev"-aXn (xl’ Tty xn) = 1’

”I) PXlw-aXn (B) = Z U Z{(wl,...,l‘n)EB} le ----- Xn (.’,Ul, te 7$n) para tOdO
subconjunto B de R".

17



Vectores aleatorios continuos y discretos

Ejemplo 2.1

Al lanzar una moneda justa tres veces consecutivas, defina las variables

aleatorias,
X = {Numero de caras obtenidas en los primeros dos lanzamientos},
Y = {Numero de caras obtenidas en los tltimos dos lanzamientos}.
Claramente, (X,Y") es un vector aleatorio discreto, con recorrido
X ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, y fmp conjunta,

fX,Y(an) = P(X =0Y = 0) = P((87578)) = %7
fxy(0,1)=P(X =0,Y =1) = P((s,s,¢)) = 5
fX,Y(lao) = P(X =1Y = 0) = P((C7875)) =g

fX,Y(la 1) = P(X =LY = 1) = P({(C,S,C), (3707 S)}) = %7
fX,Y(172) = P(X =1Y = 2) = P((S,C, C)) = %7
fX,Y(271) = P(X =2Y = 1) = P((C7C7 ‘9)) = %7
fX,Y<272) = P(X =2Y = 2) - P((C,C,C)) = 3
fX,Y(l',y) =0 V(:C’ )¢

-
00




Vectores aleatorios continuos y discretos

La informacién sobre la fmp de (X,Y") puede resumirse en la siguiente
tabla (de contingencia):

X\Y[o[1]2
0 LI

T 1 T

I |slals

2 035
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Vectores aleatorios continuos y discretos

Definicién 2.2

Vector aleatorio continuo. Un vector aleatorio (X1, ..., X)) se dice
(absolutamente) continuo si existe una funcién no negativa,
fxi,...x, : R" — R, tal que

1 Tn
Fx,, . . x,(@1,...,2n) 2/ / fxuxn (U, up)duy, -+ - dug,
— 00

—00

para todo (x1,...,z,) € R™.

20



Vectores aleatorios continuos y discretos

En tal caso, en los puntos de continuidad,

O"Fx,, . x,(T1,...,Zn)
fX1 ..... Xn(:Ul’""x”): 18%17"8;% | n7

y se llama funcién de densidad de probabilidad (fdp) conjunta de
Xi,...,Xy; la cual es tal que:

) fxi,..xn(T1,...,2n) >0 para todo (z1,...,zy),

II) ffooo s f_oooo th___’Xn(xl, . ,%n)dl'l s d.@n = 1,

iii) PXl ..... Xn<B) = f.“f{(ﬂch---,xn)EB} le ..... Xn<$17-'-7xn)dwn"

para cada subconjunto B de R".

21
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Vectores aleatorios continuos y discretos

Nota:

Si (X1,...,Xp) es un vector aleatorio (absolutamente) continuo, entonces
las coordenas X7i,..., X, son variables aleatorias (absolutamente)
continuas.

Sin embargo, que X3, ..., X,, sean variables aleatorias (absolutamente)
continuas no implica que el vector aleatorio (X1,...,X,,) sea

(absolutamente) continuo.
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Vectores aleatorios continuos y discretos

Por ejemplo, paran =2, con X; = X y X9 =Y, se tiene que,

Fxy(z,y) = / / Fxy (u, v)dvdu,

y por el teorema fundamental del célculo,

0*F (z,y)
Tay = fxy(z,y)
en los puntos de continuidad de fx y(x,y). Ademds, es claro que,

) fxy(z,y) =0 para todo (z,y),
) o [T [z, y)dyde = Fx y(co,00) =1,y
i) Pxy(B)= ff{(a:,y)eB} fxy(z,y)dydz para toda regién B en R2.

23



Vectores aleatorios continuos y discretos

Ejemplo 2.2

Sean X e Y variables aleatorias con fdp conjunta dada por,

6zy?, O<zxz<l1l, 0<y<l,

0, en otro caso.

Ixy(z,y) = {

Calcule,

) P(i<X<30<y <))
i) P(3<X<3)

i) P(X+Y >1).

24



Vectores aleatorios continuos y discretos

13
) P(3<X<30<Y <35) =[5 [ 6ay’dedy = 11574 x 1072

3 3
i) P(3<X<3)= f%‘l fol 6zy’dydr = %4 2xdx fol 3y%dy = 0.3125.

i) PIX+Y >1) = [ [5 fxy(z y)dedy = fol fll_y 6y’ drdy = 1%, ya
que,
B={(z,y):z+y>1,0<zr<1,0<y<1}

{
={(z,y):x>1—-y,0<zr<1l,0<y<1}
{(z,y): 1—y<zx<l,0<y<1}.

25



Vectores aleatorios continuos y discretos

Nota: Si (X,Y) es un vector aleatorio continuo, entonces la probabilidad
del evento {a < X < b,c¢ <Y < d} no cambia si se incluyen o no los
extremos de cada intervalo, y se calcula como la integral doble que se
ilustra en la Figura 3

b pd
P(nggb.cS)’sd):/ f flz,y) dydz
Ja Je

Figura 3: La probabilidad de {a < X <b,¢ <Y < d} como el volumen bajo una

superficie.
26
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