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Solucion ayudantia 8 - Modelos probabilisticos

1. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién dada por

0, x <0,
Fx(x) =

1-pe™, x>0,
donde0 < p < 1.

(a) Calcule una mediana para X.
(b) Calcule la media de X.

(c) Calcule la varianza de X.
Solucidén:
(a) Note que X es una variable aleatoria mixta, pues
P(X =0) =Fx(0)-Fx(07) =1-p.
Por lo tanto, X tiene una parte discreta en X = 0y una parte continua en x > 0.
Si p < 0.5, se busca que
m
P(X =0) +/ pe “dx =0.5.
0
Resolviendo para m se obtiene
m = 1In(2p).

Si p = 0.5, entonces m = 0 es la mediana. En el caso p > 0.5, también se cumple que m = 0 es la mediana.
En resumen:

In(2p), 0<p< %
m =
0, i<p<1
(b) Como X = {0} U (0, ), con
P(X=0)=1-p, fx(x) =pe™, x>0,
se separa la esperanza en parte discreta y continua:

(e8]

E(X)=0-P(X=0) +/ xpe¥dx = p/ xe *dx = pr'(2) = p.
0 0
(c) La varianza se obtiene de
Var(X) = E(X?) - [E(X)]>.
Calculamos:

E(X* =0*-P(X = O)+/ x?pe™*dx = pI'(3) = 2p.
0

Por lo tanto,
Var(X) = 2p - p*.



2. Suponga que al lanzar una moneda al aire, la probabilidad de obtener cara es p € (0,1). Sea X el nimero de caras en
n lanzamientos.

(a) Indique la distribucién de X y obtenga su funcion generadora de momentos.
(b) Siusted gana X (X — 1) pesos al obtener X caras, jcudl es su ganancia esperada?

(c) ¢Cual es la probabilidad de no ganar nada? ;Y la probabilidad de ganar al menos 2 pesos?
Solucién:

(a) Setiene que
X ~ Bin(n, p),

con
px(x) = (Z)p"(l -p)", x=0,1,...,n.

Luego, la funcion generadora de momentos es
Mx(t) = (1~ p+pe")".

(b) Se pide calcular E[X (X —1)].
Usando la linealidad de la esperanza:

E[X(X -1)] = E[X?-X] = E[X?] - E[X].

A partir de la funcién generadora de momentos:

= np’

E() = S M)
t=0

=np+np*(n-1).

2 d?
E(X?) = WMX(”
£=0

Sustituyendo en la expresion anterior:
E[X(X -1)] =np*(n-1).
(c) La probabilidad de no ganar nada es
PX(X-1)=0)=P(X=00X=1)=(1-p)"+np(1-p)* L
La probabilidad de ganar al menos 2 pesos es
PX(X-1)22=1-P(X(X-1)<2)=1-P(X=00X=1)=1-(1-p)"—np(1-p)" L

3. Suponga que X es una v.a con probabilidad de masa

px<x>={lxxef x=0,1,2,3,...

0 €.0.C

Calcule la generadora de momentos, y con esto la esperanza y la varianza.
Solucioén:

Note que X = {0,1,2,...}, luego, X es una v.a discreta, por lo cual debemos hacer el cilculo de la fgm mediante una
serie.



Por definicion

My () = ¢740-¢)

Ahora calculamos E(X) y E(X?).

E(X) = % (e70=)

t=0

— et/'l(efl(lfet))

t=0
=41

E(X?) = ;_:z(e—m—ef))

t=0

= % (efa(e20-))

t=0

— ell(e—ﬂ.(l—et)) + eZtAZ(e_/l(l_e[))

1=0
=1+1°

Ahora
Var(X) = E(X?) - [E(X)]?
=1+22-2%
=1

. El tiempo de reparacion (en horas) T, de un articulo se puede modelar a través de la siguiente funcion de densidad

200 = {te‘ t>0
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El costo de reparaciéon de un articulo es C = S + kT, donde la constante k es un costo por unidad de tiempo y la variable
aleatoria S toma valores s; y s, con probabilidades p y 1 — p respectivamente. Calcule el costo esperado.

Solucioén:

Nos interesa [E(C). Aplicando propiedades tenemos

E(C) = E(S +kT)
= E(S) + E(kT)
=IE(S) + KE(T)

Para esclarecer un poco las cosas, la v.a S esta definida como

_Jbp S =5
PS(S)—{l_p S=s,



Entonces

]E(S) = S1P(S = S1) +SzP(S = Sz)
=s1p+5:(1-p)

Ahora

E(T) = / t2e7tdt
0

=/ t3le ! dt
0
=T(3)

De modo que el costo esperado es

E(C)=s1p+5(1-p)+2k



