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Ayudantia 2 - Modelos probabilisticos

1. Sea (Q, ¥, P) un espacio de probabilidad y A, B € #. Demuestre las siguientes propiedades.

(a) P(A°) =1-P(A)
(b) P(B N A°) =P(B)-P(A N B)
(c) P(A U B) = P(A)+P(B) - P(A N B)

Solucion:
(a) Sea AU A° = Qy que Ay A€ son disjuntos, luego:

P(Q) = P(AU A°) = P(A) + P(A°)
1=P(A)+P(A°)
1-P(A) = P(A9)

(b) SeaB=(B N A°) U (BN A)y(B N A)yque (B N A°) son disjuntos, luego:

P(B)=P((B n A°) U (B N A))
P(B)=P(B N A)+P(B N A)
P(B)-P(B N A) =P(B n A°)

(c) SeaA UB=AU (BN A°,con Ay B U A disjuntos, luego:

P(A U B)=P(A U (BN A
=P(A)+P(B n A°)
=P(A)+P(B)-P(ANB)

2. Se ha realizado una encuesta entre los estudiantes de grado del MIT (Massachusetts Institute of Technology) para
conocer sus preferencias tecnologicas. El 35% de los entrevistados tienen un iPhone y un IPad, el 80% tienen al menos
uno de estos dispositivos y el 60% no tiene iPad. Se elige un estudiante al azar, calcula la probabilidad de que:

(a) Disponga de iPhone y no de iPad.
(b) Tenga un iPad, pero no un iPhone.
(c) Tenga unicamente uno de los dos dispositivos.

(d) No Disponga de ninguno de los dos dispositivos.

Solucién:

Primero debemos definir los eventos:

A :="El estudiante tiene iPhone"

B :="El estudiante tiene iPad"



(a) Como se nos pide calcular la probabilidad de que un estudiante tenga iPhone y no tenga iPad, debemos calcular
P(ANB¢) =P(A)—-P(ANB). Sinembargo, no se conoce P(A). En cambio, sabemos que el 80% de los estudiantes
tiene iPhone o iPad, es decir, P(A U B) = 80%.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
P(AUB)-P(B)+P(ANB)=P(A)
80% — 40% + 35% = P(A)
75% = P(A)
Con P(A) = 75%, luego:

P(ANB°) =P(A)-P(ANB)
= 75% — 35%
= 40%

(b) Nos piden calcular que un estudiante tenga iPad y no iPhone, sabemos que con un 40% un estudiante tiene iPad.

P(BNAS) =P(B)-P(ANB)
= 40% — 35%
= 5%

(c) Debemos calcular la probabilidad de que un estudiante tenga iPhone y no iPad, o que no tenga iPhone y si iPad
(Ambos eventos son disjuntos).

P((ANB°)U(A°NB)) =P(ANB®)+P(A°NB)
=40% + 5%
=5%

(d) Elultimo evento simplemente debemos calcular:

P(A°NB%) = P((AUB)°)

=1-P(AUB)
=1-80%
= 20%

3. Una caja contiene r bolas rojas y b bolas blancas, con r,b € Ny N :=r + b. Las extracciones se realizan sin reemplazo
y todas las bolas tienen la misma probabilidad de ser elegidas. Consideremos un ntimero de extracciones m con
0 < m < N. Ademds asumimos k < 7yl < b segtin el caso que se considere.

Calcular las siguientes probabilidades:

(a) Laprobabilidad de que, en m extracciones, exactamente k de las bolas extraidas sean rojas.

(b) La probabilidad de que en las primeras k extracciones todas sean rojas y en las siguientes [ extracciones todas
sean blancas (es decir, un bloque de k rojas seguido de un bloque de I blancas), con k +1 < N.

Solucion:

(a) Notemos que se trata de un conteo sin reposicion y donde el orden no importa. Por lo tanto, cada subconjunto de
m bolas es igualmente probable, y podemos usar la definicién de combinatoria para contar los casos favorables.



(d)

Elegimos k bolas rojas de las r disponibles en (;) formas; luego, de las m — k extracciones restantes, solo debemos
obtener bolas blancas, lo cual puede hacerse en (mlik) formas. Teniendo que los casos favorables estan dados por:

)l

Y el total de los casos disponibles esta dado por ( ). Por ende, la probabilidad de que en m extracciones obteng-
amos exactamente k bolas rojas esta dado por:

r b
P(“casos favorables”) (k) (m - k)
P(“casos totales”) N
m

P(“exactamente k rojas en m extracciones”) =

La anterior formula corresponde a la distribucién hipergeométrica, que da la probabilidad de obtener exacta-
mente k éxitos en m extracciones sin reemplazo de una poblacion finita.

Notese que se trata de un conteo sin reposicion y con orden, dado que primero debemos obtener las bolas rojas
y luego las bolas azules.
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(Mk,> (b)1 y (N);+k es conocido como el factorial descendente

4. Una mano de poker consiste en cinco cartas seleccionadas sin reemplazo de una baraja de 52 (sin comodines). Deter-
mine la probabilidad de obtener las siguientes combinaciones:

(a) Escalera de color: las cinco cartas consecutivas y del mismo palo. (A puede actuar tanto como la carta menor

como la mayor.)

(b) Escalera de color real: (10, J, Q, K, A) y del mismo palo.

(c) Poéker: cuatro cartas con la misma numeracion.

Solucioén:

THEGAMER

Figure 1: Ejemplo de una mano de Poker



(a) Notemos que se trata de un muestreo ordenado y sin reposicion. Si consideramos todas las secuencias posibles
de extracciones, una carta A puede aparecer como el valor mas alto o el mas bajo, y cada secuencia es igualmente
probable. Se tiene que:

(A,2,3,4,5)
(2,3,4,5,6)
(3,4,5,6,7)
(4,5,6,7,8)
(5,6,7,8,9)
(6,7,8,9,10)
(7,8,9,10,7)
(8,9,10,7,Q)
(9,10,J,Q,K)
(10,J,Q,K, A)

Consideremos que la escalera de color:

- Tiene 4 palos distintos (Corazon, Diamante, Trébol y Pica), cada uno con 13 cartas.
- Como hay 4 palos, el total de escaleras de color posibles es 10 - 4 = 40.

52
5)-
Por lo tanto, la probabilidad de obtener una escalera de color es:

- El total de combinaciones de 5 cartas de 52 es (

40
P(escalera de color) = ﬁ
5

(b) Notemos que por palo hay solo una opcion en que se tenga la secuencia (10; J; Q; K; A), pues es tnica. Y como
son 4 palos, tenemos solo 4 formas de obtener esta combinacion. Luego, la probabilidad pedida es:

P(escalera de real) = 5—2)
5

©)
(AD, Ao, As, As)

(29, 20, 24, 24)
(39, 3¢, 34, 38)

(Q9, Q0, Q4, Qa)
(K9, Ko, K&, K&)

Notemos que hay 13 formas posibles de obtener 4 cartas con la misma numeracion, y dado que ya extrajimos 4
cartas, la ultima carta tiene 48 opciones distintas. Por ende, la probabilidad de un poker esta dada por:

1348
(5)

P(poker) =




