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Solucion Ayudantia 1 - Modelos probabilisticos

1. Se lanza un dado n veces. El evento “En el i-ésimo lanzamiento sale 2” serd denotado por A; ,coni = 1, ..., n. Describa
los siguientes eventos usando los conjuntos A; y las operaciones usuales entre eventos;

(a) B = “En ninguno de los n lanzamientos sale 2”.
(b) C = “En al menos un lanzamiento sale 2”.

(c) D = “En exactamente un lanzamiento sale 2”.

(d) E = “En alo mas en un lanzamiento sale 2”.

(@)

(b)

©

En este caso se pide que en ninguno de los n lanzamientos sale el 2. A partir de esto sabemos que
A; = En el i-ésimo lanzamiento sale 2,
por lo que
A = En el i-ésimo lanzamiento no sale 2,

y como nos interesa que en ninguno de los n lanzamientos salga el 2, es decir, que en el primer lanzamiento
no salga 2 y que en el segundo lanzamiento no salga 2 y que en el tercer lanzamiento no salga 2, y asi hasta el
n—ésimo lanzamiento, entonces

n
B=ASNASN-NAL = [ )Af
i=1

Para esto nos vamos a aprovechar de lo anterior, pues
B = “En ninguno de los n lanzamientos sale 2”,
de modo que
B¢ = “En al menos uno de los n lanzamientos sale 2”.
Entonces
C =B

n
()4

i=1

:UAl

i=1

c

Si queremos que en exactamente un lanzamiento salga 2, entonces esto puede ocurrir de varias formas. Si sale
el 2 en el primer lanzamiento, entonces en el resto de lanzamientos no debe salir 2; si sale 2 en el segundo
lanzamiento, entonces en el primer y resto de lanzamientos no debe salir 2; y asi sucesivamente, y como todos
estos eventos nos interesan, se tiene entonces

D=(A1NASNASN---NA)U(ATNA NASN---NA)U---U(A]NASNASN---NAp)



(d) Nos interesa que en a lo mas un lanzamiento sale 2, por lo que esto puede suceder de dos formas, que no salga
ningan 2 o que salga exactamente un 2. Pos los resultados anteriores, se tiene que

E=BUD

2. SeaQ #0y Fi,i =1,2,3, c—algebras de subconjuntos de Q tales que 3 C %, C 771.

(a) ¢(Es 1 U %> una o—algebra?
(b) (Es 3N (F1 — F2) una o—algebra?
(c) ¢Es F1 N (F2 U F3) una o—Aalgebra?

(a) Primero podemos hacer un dibujo de la situacion. La figura 1 muestra una idea de lo que se tiene. Entonces, si

Figure 1: Idea de representacién de 3 C 7 € F1

definimos A; = 1 U 5>, entonces
A= F1,

y como ¥ es una sigma algebra, se concluye que 77 U 75 es una sigma algebra.
(b) Sidefinimos A, = F3 N (F1 — F2), entonces

Ary=0

y claramente esto no satisface las propiedades de una sigma algebra.
(c) Sidefinimos Az = F1 N (F2 U F3), entonces

Az =P
por lo que 71 N (2 U F3) es una sigma algebra.

Un breve comentario, 3 — 7, no es una sigma algebra, ya que basta notar que Q ¢ 73 — %>.



3. Suponga que 0 < g; < 1 tal que Z a; = 1, y sea P; una coleccion de medidas de probabilidad sobre (Q, ). Defina la
i=1

medida de probabilidad P dada por
P(A) = ) aP(4),
i=1

para A € ¥. Muestre que P es una medida de probabilidad.

Para esto debemos corroborar que P satisface los tres axiomas de una medida de probabilidad, los cuales son

(a) P(A)20VAeF
(b) P(Q) =1.

[

= ZP(Ai).

i=1

(c) SiAj, A,,... son eventos disjuntos (de a pares), entonces P

Ja
i=1

Entonces vamos por parte. Para lo primero, es claro que se satisface, pues los a; son positivos y ademads P; son medidas
de probabilidad por lo que también son positivos.

Para el segundo axioma, podemos utilizar el hecho de que los P; son medidas de probabilidad, por lo que satisfacen
P;(Q) =1, entonces

(o]

P(Q) = ) aiPi(Q)
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1
=P(Q)=1

Finalmente, sean Aj, A,, ... eventos disjuntos de a pares, entonces utilizando el hecho de que P; son medidas de prob-
abilidad, tenemos que




4. Sea (Q, 7, P) un espacio de probabilidad. Demuestre que

(a) SiA; Cc Ay C--- € ¥, entonces P UAi = lim P (A,)
n—oo
i=1
(b) SiA; D Ay D --- € F, entonces P ﬂAi = lim P (A,)
n—oo
i=1
(a) SiA; Cc Ay C--- € A, entonces P UAi = lim P (Ay)
h n—oo

Il
—

Podemos dibujar lo que tenemos.

Nos piden la unién de todo, esto se puede descomponer de la siguiente forma

P(UAi) =P (AU (A -AD U (A3-4A)U--)
i=1

note que A;_1 N (A; — Ai-1) = 0, por lo cual podemos aplicar el axioma 3 de una medida de probabilidad e ir
desarrollando

P(UAn) =P(A1VU(A2-ADU(A3-A)U--)
i=1
=P(A1) +P(A2 - A1) +P(A3 - Ay) +- -

= P(A))+ ) P(Ai- A1)
i=2

=P(A1)+ i P(Ai) - P(AiNAi-1)
p=)

= P(A1) + ) P(A) = P(Ai-1)
i=2

=P(A)) + lim " P(A) = P(Ai1)
i=2

= P(A1) + lim P(An) - P(Az2-1)

P(A1) = P(A1) + lim P(An)

lim P(A,)

n—oo



(o]
()4
n=1
Para esto podemos escribir A; > A, D Az O --- de la siguiente manera

(b) SiA; D Ay D - € A, entonces P

= lim P (4,)
n—oo

A1 DA DA3D---=---CA3C Ay CA

y esto corresponde a

Para esto, podemos usar lo demostrado anteriormente de una forma bien conveniente. Se tiene que
C C c
A]CA;CAsC -

Entonces se cumple que

lim P(AS)

n—oo

Desarrollamos esto de la siguiente manera

P (U Ap | = lim P(A7)
i=1

0 c
P ﬂAn = lim 1 - P(4,)
i=1 n—oo
1-P ﬂAn = lim 1 - P(4,)
n—oo
i=1

n—oo

= P(ﬁAn = lim P(Ay)



La siguiente imagen intenta retratar A{ C A§

El color rojo representa A{ y el color verde representa AS. Claramente A C AS. Funciona de igual forma para el
caso general.



