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Ayudantía 12 - Modelos probabilísticos

1. Suponga que el ancho (𝑋) y el largo (𝑌) de una placa rectangular son variables aleatorias con función densidad
conjunta dada por

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) =
{
8𝑥𝑦, si 0 < 𝑥 < 𝑦 < 1,

0, si no.

(a) Calcule el ancho esperado y el largo esperado de la placa.
(b) Calcule el área esperada de la placa.
(c) Calcule la esperanza y varianza del perímetro de la placa.

(a) Notese que nos piden calcular 𝐸 (𝑋) y 𝐸 (𝑌). Primero debemos encontrar las distribuciones marginales de𝑋 e 𝑌.

𝑓𝑋 (𝑥) =
∫ 1

𝑥
8𝑥𝑦 𝑑𝑦

= 8𝑥
∫ 1

𝑥
𝑦 𝑑𝑦

= 4𝑥(1 − 𝑥2)

𝑓𝑌 (𝑦) =
∫ 𝑦

0
8𝑥𝑦 𝑑𝑥

= 8𝑦
∫ 𝑦

0
𝑥 𝑑𝑥

= 4𝑦3

Ahora para calcular las esperanzas, hacemos lo siguiente:

𝐸 (𝑋) =
∫ 1

0
𝑥(4𝑥(1 − 𝑥2)) 𝑑𝑥

=
8
15

𝐸 (𝑌) =
∫ 1

0
𝑦(4𝑦3) 𝑑𝑦

=
4
5
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(b) Nos piden calcular el área esperada de la placa, lo que se traduce en calcular 𝐸 (𝑋𝑌).

Figure 1: Área de la región 0 < 𝑥 < 𝑦 < 1

Con la figura anterior podemos observar que 𝑋 se mueve en los valores de (0, 1), en cambio 𝑌 se mueve entre
(𝑥, 1). Luego, la esperanza del área de la placa es:

𝐸 (𝑋𝑌) =
∫ 1

0

∫ 1

𝑥
𝑥𝑦 · 𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥

= 8
∫ 1

0
𝑥2

∫ 1

𝑥
𝑦2 𝑑𝑦𝑑𝑥

= 8
∫ 1

0
𝑥2

(
𝑦3

3

���1
𝑦=𝑥

)
𝑑𝑥

= 8
∫ 1

0

𝑥2

3
− 𝑥5

3
𝑑𝑥

=
4
9

(c) Recordar que el perímetro es la suma de los lados de la placa rectangular. Por lo tanto, debemos calcular:

𝐸 (2(𝑋 +𝑌)) y 𝑉𝑎𝑟(2(𝑋 +𝑌)).

𝐸 (2(𝑋 +𝑌)) = 2(𝐸 (𝑋) + 𝐸 (𝑌))

= 2
(
8
15

+ 4
5

)
=
8
3

𝑉𝑎𝑟(2(𝑋 +𝑌)) = 𝐸 ((2(𝑋 +𝑌))2) − 𝐸 (2(𝑋 +𝑌))2

= 𝐸 ((2(𝑋 +𝑌))2) −
(
8
3

)2
donde:

𝐸 ((2(𝑋 +𝑌))2) =
∫ 1

0

∫ 1

𝑥
4(𝑥 + 𝑦)2 · 𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥 =

68
9
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luego, 𝑉𝑎𝑟(2(𝑋 +𝑌)) = 68
9 − 64

9 = 4
9

2. Sean 𝑋1,𝑋2, . . . ,𝑋𝑛
𝑖.𝑖.𝑑.∼ 𝑒𝑥𝑝(𝜆) con 𝜆 > 0, determine la distribución de 𝑌 =

∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖 .Recuerde que la función gen-

eradora de momentos de 𝑋𝑖 es 𝑀𝑋 (𝑡) = 𝜆
𝜆−𝑡 con 𝑡 < 𝜆. Sin embargo, primero demuestre que si 𝑋1, . . . ,𝑋𝑛

𝑖.𝑖.𝑑.∼
𝑀 (𝑡) y 𝑌 =

∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖 , entonces𝑀𝑌 (𝑡) = {𝑀 (𝑡)}𝑛.

𝑀𝑌 (𝑡) = E(𝑒𝑡𝑌)

= E
(
𝑒𝑡𝑋1+...+𝑡𝑋𝑛

)
=

∫
X
. . .

∫
X
𝑒𝑡𝑋1+...+𝑡𝑋𝑛𝑓𝑋1,...,𝑋𝑛 (𝑥1, . . . ,𝑥𝑛) 𝑑𝑥𝑛 . . . 𝑑𝑥1

Note que las variables son independientes, por lo que 𝑓𝑋1,...𝑋𝑁 (𝑥1, . . . ,𝑥𝑛) = 𝑓𝑋1 (𝑥1) · · ·𝑓𝑋𝑛 (𝑥𝑛)

=

∫
X
. . .

∫
X
𝑒𝑡𝑋1 · · · 𝑒𝑡𝑋𝑛𝑓𝑋1 (𝑥1) · · ·𝑓𝑋𝑛 (𝑥𝑛) 𝑑𝑥𝑛 . . . 𝑑𝑥1

Reordenando la expresión obtenemos,

=

∫
X
𝑒𝑡𝑋1𝑓𝑋1 (𝑥1) 𝑑𝑥1 · · ·

∫
X
𝑒𝑡𝑋𝑛𝑓𝑋𝑛 (𝑥𝑛) 𝑑𝑥𝑛

= E
(
𝑒𝑡𝑋1

)
E

(
𝑒𝑡𝑋2

)
· · ·E

(
𝑒𝑡𝑋𝑛−1

)
E

(
𝑒𝑡𝑋𝑛

)
= 𝑀𝑋1 (𝑡) · · ·𝑀𝑋𝑛 (𝑡)

=

𝑛∏
𝑖=1

𝑀𝑋𝑖 (𝑡)

Como las variables son idénticamente distribuidas, por lo tanto todas tienen la misma generadora de momentos, esto
se traduce en:

=

𝑛∏
𝑖=1

𝑀𝑥 (𝑡) = (𝑀𝑋 (𝑡))𝑛

Ahora, solamente debemos aplicar la formula.

𝑀𝑌 (𝑡) =
(

𝜆

𝜆 − 𝑡

)𝑛
Luego, se puede observar que la FGManterior corresponde a la FGMde la distribuciónGamma, por lo que𝑌 ∼ Γ(𝑛, 𝜆).
Aunque esta distribución también es conocida como la distribución de Erlang, utilizada paramedir el tiempo de espera
hasta que ocurra el suceso 𝑛 en un proceso poisson.

3. Sean 𝑋1, . . . ,𝑋𝑛
𝑖.𝑖.𝑑.∼ 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙(𝜇,𝜎2), determine la distribución de 𝑌 =

∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖 , para ello puede usar el resultado

anterior. Recuerde que la función generadora de momentos de la distribución normal es𝑀𝑋 (𝑡) = 𝑒𝜇𝑡+
𝜎2𝑡2
2 .

𝑀𝑌 (𝑡) =
©­­«𝑒
𝜇𝑡 + 𝜎2𝑡2

2
ª®®¬
𝑛

=
©­­«𝑒
(𝑛𝜇)𝑡 + (𝑛𝜎2)𝑡2

2
ª®®¬

Luego, 𝑌 ∼ 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙(𝑛𝜇,𝑛𝜎2).
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4. Sean𝑈 = 𝑋 +𝑌 y𝑉 = 𝑋 −𝑌, donde𝑋 e𝑌 son variables aleatorias independientes, cada una con distribución𝑁 (𝜇,𝜎2).
Obtenga el vector de medias y la matriz de varianzas-covarianzas del vector Z = (𝑈,𝑉)⊤.

Primero note que 𝐸 (𝑋) = 𝐸 (𝑌) = 𝜇, 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝜎2 y 𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌) = 0 por independencia. Además, 𝐸 (𝑋2) =
𝐸 (𝑌2) = 𝜎2 + 𝜇2. Ahora el vector de medias es:

𝐸 (Z) =
(
𝐸 (𝑈)

𝐸 (𝑉)

)
=

(
𝐸 (𝑋 +𝑌)

𝐸 (𝑋 −𝑌)

)
=

(
𝐸 (𝑋) + 𝐸 (𝑌)

𝐸 (𝑋) − 𝐸 (𝑌)

)
=

(
2𝜇

0

)
.

Luego, la matriz de varianzas-covarianzas es:

𝑉𝑎𝑟(Z) =
(
𝑉𝑎𝑟(𝑈) 𝐶𝑜𝑣(𝑈,𝑉)

𝐶𝑜𝑣(𝑉,𝑈) 𝑉𝑎𝑟(𝑉)

)
,

donde:

𝑉𝑎𝑟(𝑈) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋 +𝑌) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) +𝑉𝑎𝑟(𝑌) + 2𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌)
= 𝑉𝑎𝑟(𝑋) +𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 2𝜎2,

𝑉𝑎𝑟(𝑉) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋 −𝑌) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) +𝑉𝑎𝑟(𝑌) − 2𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌)
= 𝑉𝑎𝑟(𝑋) +𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 2𝜎2,

𝐶𝑜𝑣(𝑈,𝑉) = 𝐸{(𝑋 +𝑌) (𝑋 −𝑌)} − 𝐸 (𝑋 +𝑌)𝐸 (𝑋 −𝑌)
= 𝐸{(𝑋 +𝑌) (𝑋 −𝑌)} pues 𝐸 (𝑋 −𝑌) = 0
= 𝐸 (𝑋2 −𝑌2) = 𝐸 (𝑋2) − 𝐸 (𝑌2) = 0, ya que 𝐸 (𝑋2) = 𝐸 (𝑌2) = 𝜎2 + 𝜇2.

∴ 𝑉𝑎𝑟(Z) =
(
2𝜎2 0

0 2𝜎2

)
.
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