PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE ESTADISTICA

PROFESOR: REINALDO ARELLANO-VALLE
AYUDANTE: DANIEL GALVEZ Y NICOLAS ORTIZ
SEGUNDO SEMESTRE 2025

Solucion Ayudantia 14 - Modelos probabilisticos

1. Sea X1,X;,. .., X, variables aleatorias continuas iid. Defina X(;) = min(X1,X5,...,X,) y X(») = max(X;,Xs, ...

Encuentre la funcion de distribucién acumulada de X(;) y X(), asi como también su funcién de densidad.

Solucioén:

FX(]) (x) = P(X(l) < x)
= P(mil’l(Xl,Xz, .. ,Xn) < X)
=1-P(min(Xy,X>,...,X,) > x)

Si el minimo es > x, entonces todos los x; son > x.

=1-PX1>x,X>x,...,X, > X)
=1-P(X; >x)P(Xp>x)---P(X;, > x)
=1-[P(Xq1>x)]"
=1-[1-P(X; < x)]"

Fx, (x) =1-[1-Fx, (x)]"

fxy (%) = n[1 = Fx, ()]" fx, (x)

Recordar que son iid, por lo cual da igual si se toma X; o X;. Ahora la distribucion del méximo:

Fx,, (x) = P(X(n) < X)
= P(max(X1,X5,...,X,) < Xx)
Si el maximo es < x, entonces los x; son < x.
=PX;1<x,X3<x,...,X, £X)
=PX; <x)P(X2 £x)---P(X, £X)
Fx,, (x) = [Fx, (x)]"
Fx (%) = n[Fx, ()] fx, ()

2. SeaY = max{Xy,...,X,}, donde X3, ...,X, iid Uniforme(0, 6), 6 > 0.

a) Calcule fy (y).
b) Calcule E(Y*) parak =1, 2.
¢) Calcule Var(Y).

an)-



Soluciones:

a) Utilizando lo obtenido en la pregunta anterior, se puede observar que:

6\" 11
fY(Y)=”l(;) 3

nyn—l
= en
Luego,
n n-1
fr0)="5— ye (.8
b)

6 n-1
n
]E(Y")=/ y"g—n dy
0

Ahora evaluamos k = 1, 2, teniendo que:

n en+l
k=1 = E(Y) =g —

_ nb

T n+1

n 6n+2

k=2 = IE(YZ):Q_nn_,_Z
no?

n+2

c) Luego, la Var(Y) = E(Y?) - E(Y)?

no? no \*
var(Y) = n+2 _(n+1)

. Sean X e Y variables aleatorias continuas con fdp conjunta dada por,

2 x,y>0x+y<1
x,y) =
Fxx(x.3) {O e.0.c
Encuentre las distribuciones condicionales Y|X = x y X|Y = y. Luego, calcule P(X > 1/2|Y = 1/4).
Solucién:
Para determinar fy|x—x(y), debemos calcular fxf;((i’)y ), por lo que debemos determinar la marginal de X. Por lo tanto,

primero observemos la regién en la que estamos ubicados.

Podemos observar que x € [0,1] yque y € [0,1 — x], por lo que,

&m=£&ﬂnw@

1-x
= / 2dy
0

=2(1-x)
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Luego,

2
frix=x(y) = 20—

1
=— 0,1-
- Vel x]

Donde claramente, Y|X = x ~ Unif(0,1 - x). Luego, se puede observar que para determinar fxy-,(x) debemos
determinar la marginal de Y, el procedimiento es andlogo a la marginal de X. Por tanto, tenemos que:

fr(y) = /X frr(x,y) dx

1-y
= / 2dy
0
=2(1-y)
Y, la distribucién condicional es:
2
2(1-y)

1
Zm xe[O,l—y]

fxiy=x(x) =

Luego, X|Y = x ~ Unif (0,1 - y). Ahora para calcular la probabilidad de P(X > 1/2|Y =1/4)
3/4
POXC>1/20Y =14 = | fiivaajs(x)d
1/2

Note que X|Y =1/4 ~ Unif(0,3/4), por lo que:
3/4
= / ‘—‘dx
12 3

[4 ]3/4
==X
3 1/2



4. Sean X e Y variables aleatorias tales que Y|X = x ~ Bernoulli(x) y X ~ Unif(0,1).

a) Calcule E(Y) y Var(Y); use las propiedades de la esperanza condicional.

b) Calcule E(XY)y Cov(X,Y); use las propiedades de la esperanza condicional.

Soluciones:

a) Usando esperanza iterada se tiene lo siguiente:

E(Y) = E[E(Y[X)]
= E(X)

Usando la férmula vista en clases, para la varianza se tiene lo siguiente:

Var(Y) = E[Var(Y|X)] + Var(E(Y|X))
=E[X(1-X)]+Var(X)
=E(X) - E(X?) + Var(X)
=E(X) - (Var(X) + E(X)?) + Var(X)
=E(X)-E(X)?

b) Usando propiedades se tiene:

E(XY)=E

[E(XY|X)]
E[XE(Y|X)]
=E[X - X]
=E(X?

= Var(X) + E(X)?
11
VAR

=1/3

La covarianza es directa ya que se tiene todo calculado.

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)
=1/3-1/2-1/2
=1/12



