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1. Sean X1,..., X, Exp(A\). Paran >2/sean S=5>" , X,y T => ", X..

a) Obtenga las distribuciones de S'y T.
Solucién:

Caso 2 sumandos. Sean X7, X5 < Exp()).

La densidad de cada X; es
fx,(z) =X, >0,

La densidad de U = X; 4+ X, viene por convolucién:

0

2_)‘“/ lds = N ue M.
0

Esto coincide con la densidad I'(2, \):

)\2
flu) = i ur e = N2y e

Caso 3 sumandos. Definimos V' = U + X3 con X3 ~ Exp(}\).
Su densidad es

U) = / fU(S) fXg (’U — 3) ds = / [)\256*/\5] [)\ef)\(v—s)] ds
0 0
v 2 3
_ \3,—\v _ S—AUU__)‘_ 2
= Xe /Ost—)\e T = e
que es la densidad T'(3, \).

Patréon general. Al anadir cada nueva exponencial se aumenta en 1 el exponente de v y en
1 el factorial del denominador. Por induccién,

k

> Xi ~ T(kN).

i=1



Aplicacién a Sy T.

S = ZXi (suma de n — 1 exponentiales) = S ~T'(n—1,1),
=2

T = ZXi (suma de n exponentiales) = T ~ I'(n, \).

i=1

b) Pruebe que la fdp condicional de 7" dado X; = 1 es tal que fr|x,—s, (t) = fs(t — 1), para
todo t > x; > 0.
Solucidn:

Variables y densidades conocidas.
Sea S =>"",X;, con

n—1
A n—2 _—\s

fS’(S): (n_2>|5 € ) S>O7
y
X ~Exp(\),  fx,(@1) = e 2 > 0.
Ademas
T=X+S6.
Densidad conjunta de (X, .5).
Por independencia,
)\nfl
fxis(@n,s) = fx (1) fs(s) = A 0 5" 2e7,

Cambio de variables (x1,s) — (x1,t).
Definimos t = x1 + s. Entonces s =t — x; y el jacobiano es 1. Por tanto

— AT Anil n— — —T
fxir(z,t) = le,S(xh s=1-— $1) = e M1 (n—2)! (t—a1)" % M=),
valido para t > xy > 0.
Densidad condicional.
Por definicion,
A n! 2 A(t—z1)
e 1 t— n—2_—A(t—z1
frrlant) N oy T A e
fT|X1::c1 (t) = : = Y = (t_xl) € .
fx, (1) Ae M (n—2)!

Finalmente,

Jrixi=a, (t) = fs(t —x1), t>x1>0.

c¢) Encuentre la fdp condicional de X; dado T'=t y calcule E(X; | T =t).
Solucidn:



Densidad conjunta (X;, 7).
De (b),con S =T — X;,

)\n—l
Fror(@nt) = fx, (21) fs(t — 1) = Ae ™™ (n—2) (t — ay)" 27
valido para 0 < z; < t.
Densidad marginal de 7.
De (a),
AT el —
fr(t) = T t" e >0
Densidad condicional fx, 7.
)\nfl
)\G—Aml t— 1 n—26—)\(t—x1)
fX T (1}1) o le’T(l’l,t) o (TL — 2)'< )
=t — — n
! fr(®) Yo
( il t" e
n—1)!
BV N
(n—2)l tr-t tn-1

Esperanza condicional.
Reconociendo que X/t ~ Beta(1,n — 1),

X T =t =ty =

n P n d
Pruebe que STUX, — Ay \/ﬁ(m —)\) —>N<O,)\2)
Solucién:

Sea la media muestral

Convergencia en probabilidad.
Por la Ley Débil de los Grandes Nimeros,

Como la funcién g(z) = 1/x es continua en x = 1/, se aplica el Teorema de la Funcién
Continua:

ﬁz)%:g()(n) o 9(%) = A



Convergencia en distribucién (CLT 4+ Delta method).
Por el Teorema Central del Limite,

\/ﬁ(j{n _ E[X”D _ \/E(Xn - %) N N(O,Var(Xi)) = N(0,%).
Sea g(r) = 1/z. Entonces ¢'(r) = —1/2?, y evaluado en x = 1/\:
/) =
Por el método Delta,

Vi(g(Xa) = g(3)) = N(0, [g/ (DI Var(X,)) = N(0,2).

Como g(X,) = R g(1/X) = A, concluye

\/ﬁ(ﬁ —)\> 5 N(0,22).
iid

2. Sean Xi,..., X, ~U(0,1), y defina las secuencias:

1 n
Y, ==5S"X., Z,=max{X,,... . X}, n>1
n; max{ X },oon

a) Pruebe que 2Y,, 7, £
Solucion:

Convergencia de Y,,.
Sea

1< iid
Yn:_ Xia XZNUO,l
- ; (0,1)
Por la Ley Débil de los Grandes Numeros,

1

Convergencia de Z,.
Sea,
Zn =max{Xy,..., X,}.

Para cualquier € > 0,
P(Z,<1—¢)=(1-¢)" — 0,

luego Z, S
Producto de convergencias.

Como Y, S /2y Z, SR 1, por el Teorema del Limite de la Probabilidad para productos,

o, 7, s 2.~ 1=1.

N —



b)

Calcule aproximadamente P(2Y,, < 1).
Solucion: Observamos que
P2y, <1)=P(Y, <

).

[

Como Y, es la media muestral de X; U(0,1), tenemos

C Var(Xy)  1/12 1

n n 12n°

ElY,] =1, Var(v,)

Por el Teorema Central del Limite,

ViaN(Ld) — \/T;n) ~ N(0,1)
Luego
P(Y,<1) = P(\/% <0) ~ @(0) = 05.

Sea G, la fda de n(Z,, — 1). Pruebe que G,, converge a:

Glw) = {ew, w <0

0, sino.

Solucién:
. Expresién exacta de G, (w).

Gu(w) = P(Zu < 1+3) = [Fx(1+3)]",
donde Fx(x) = P(X; <x)=xen [0,1].

Evaluacién de la fda de la uniforme.
Para —n <w < 0,1+ %€ (0,1)y

Fx(1+%)=1+%

Luego

Tomar el limite.

Como lim (1 + %)n = e, obtenemos
n—oo

w <0
lfm Gu(w) =47 =7
n—00 1 w > 0.

Y

Es decir, la distribucion limite es la de una variable cuya fda es

e’, w <0,
G(w):{l w>0



d) Obtenga la distribucién asintética de Z2.

Solucion: Sabemos que

n(Z,—1) -% W,

donde la fda limite de W es

v <0
P(W <w) = @ sy
1, w>0.
Queremos la tactica para Z2. Observa que
Wy
Zn =1+ -
n
con W,, = n(Z, —1). Entonces
Wi\ 2 oW, W2
Zi:(u—) R e L
n n n
Multiplicamos por n y restamos 1:
W2

n(Z2 —1) = 2W, + —2.
n

Como W,, % W v W2/n 20, por Slutsky,
n(Z>—-1) - 2W.

Luego la fda limite de 2W es

y e? 1 <0,

3. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de probabilidad dada por:

T r=1,2,3; y=1,2,3,
p)gY(%?J) = { 50

0, si no.

a) {Son X e Y variables aleatorias independientes?
b) Calcule P(X =Y >0)y E(X =Y.
c¢) Obtenga la funcién de probabilidad condicional de Y dado X = z para z = 1,2, 3.

4. Sean Xi,...,X, variables aleatorias iid con funcién de distribucién dada por:
0, <0
Flr)=4% 0<z<6 donded>D0.
1, >0

a) SeaY =2X, donde X = 23" X;. Calcule E(Y) y Var(Y).

6



b) Calcule la funcién densidad de X,y = max{X;,..., X,}.
c) Calcule E(X(,)) y Var(X)).

5. Sean X e Y variables aleatorias tales que Y | X =2 ~ N(x,1) y X ~ N(0,1).

a) Indique la funcién densidad conjunta de X e Y. jPueden X e Y ser independientes?
b) Calcule E(Y), Var(Y) y Cov(X,Y).
c) SeanU=XyV =X-=Y.;Son Uy V variables aleatorias independientes?



